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Ââåäåíèå

Ïðè íàïèñàíèè ýòîé êíèãè âî ãëàâó óãëà ñòàâèëñÿ ïðèêëàäíîé àñïåêò. Êíè-
ãà íå ïðåòåíäóåò íà ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðîãîñòü, åå íàçíà÷åíèå, íàðÿäó ñ
óïðîùåííûì èçëîæåíèåì íåîáõîäèìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêòîâ, ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàòü íà÷èíàþùåìó èññëåäîâàòåëþ íåêîòîðûå ¾íàãëÿäíûå¿ è ¾èíòóè-
òèâíûå¿ ìåòîäû, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè èññëåäîâàíèè ôèçè÷åñêèõ,
à òàêæå ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Ïîä íàãëÿäíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïîíèìàþòñÿ, â äàííîì ñëó-
÷àå, ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ. Èñïîëüçóåìûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû
òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â îñíîâíîì êàê ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû (ôèãóðû)
èëè èíâàðèàíòû inv. Èíâàðèàíò (îò ëàò. invarians, ðîä. ïàäåæ invariantis
� íåèçìåíÿþùèéñÿ) � òåðìèí, îáîçíà÷àþùèé íå÷òî íåèçìåíÿåìîå. Â ãåî-
ìåòðèè èíâàðèàíò îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü îáúåêòà îò âûáðàííîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå, à â ôèçèêå � íåèçìåííîñòü íåêîòîðîé âåëè÷èíû
(ýíåðãèè, èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà) ñî âðåìåíåì â êàêîì-ëèáî ôèçè÷å-
ñêîì ïðîöåññå èëè íåçàâèñèìîñòü íåêîòîðîé âåëè÷èíû (ñêîðîñòè ñâåòà) îò
óñëîâèé íàáëþäåíèÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ åñòåñòâåííî ïðèâîäÿò ê ðàçâèòèþ îïðå-
äåëåííûõ ïîíÿòèé (ïðîñòðàíñòâî, âåêòîð, ìíîãîîáðàçèå, ðàññëîåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî è ò.ä.) è îïðåäåëåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà (âåêòîðíûé
àíàëèç, àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì è ò.ä.).

Ýòîò ïîäõîä, ïî ìíåíèþ àâòîðà, îáëåã÷àåò ïîíèìàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà. Ìíîãèå ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè âîçíèêëè èç ïðî-
áëåì ãåîìåòðèè è ìåõàíèêè è ëèøü âïîñëåäñòâèè ïðèíÿëè òîò àêñèîìàòè÷åñêè-
àáñòðàêòíûé âèä, êîòîðûé òàê çàòðóäíÿåò èõ èçó÷åíèå. Ïîýòîìó ïðèâîäè-
ìûå îïðåäåëåíèÿ ìîãóò ïîêàçàòüñÿ íàèâíûìè, ïî ñðàâíåíèþ ñ àáñòðàêò-
íûìè êîíñòðóêöèÿìè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, îñíîâàííîé íà òåîðèè ìíî-
æåñòâ. Àáñòðàêòíûå îïðåäåëåíèÿ âîçíèêàþò ïðè ïîïûòêàõ îáîáùèòü ¾íà-
èâíûå¿ ïîíÿòèÿ, ñîõðàíÿÿ èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Îäíàêî óñòàíîâëåíî, ÷òî
ýòè ïîïûòêè íå ïðèâîäÿò ê ðåàëüíîìó ðàñøèðåíèþ êðóãà ðàññìàòðèâàåìûõ
îáúåêòîâ è çíà÷èò íåöåëåñîîáðàçíû.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìíîãèå îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè ñôîðìóëèðîâàíû
äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíî, ïåðåä êàæäîé ãëàâîé ïðîâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð å¼
ñîäåðæàíèÿ, ñ öåëüþ ñîçäàòü ó ÷èòàòåëÿ íàãëÿäíîå è ñâÿçíîå ïðåäñòàâëåíèå
îá èçëàãàåìîì ìàòåðèàëå.

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ñòðîèòñÿ â íàñòîÿùåé êíèãå ñ ñàìîãî íà÷àëà,
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òàê ÷òî ó ÷èòàòåëÿ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé è èñïîëü-
çîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðû. Âñå íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îïðåäå-
ëåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â òåêñòå. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä èñïîëüçîâàí òàêæå è âî
âòîðîé ÷àñòè êíèãè, ïîñâÿù¼ííîé ôèçèêå è ýêîíîìèêå.

Ýêñïëóàòàöèÿ òåñíîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè è àíàëèòè-
÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè è èäåÿìè ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ
ñèñòåì â öåëîì îñíîâàíû íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðîñòðàíñòâà, è òåì
ñàìûì ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðÿìóþ ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêè-
ìè äèñöèïëèíàìè, íàïðèìåð, òàêèìè êàê ìåõàíèêà, ýëåêòðîäèíàìèêà è òåð-
ìîäèíàìèêà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â èñïîëüçóåìîì ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå îòñóòñòâó-
þò êàêèå-ëèáî èçíà÷àëüíî ïîñòóëèðîâàííûå îãðàíè÷åíèÿ è òðåáîâàíèÿ. Ýòî
ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çàêîíû ïðèðîäû, óñòàíîâëåííûå â ôèçèêå,
èìåþò îáùèé õàðàêòåð, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâîäÿ àíàëîãèè ìåæäó íåêîòî-
ðûìè ôèçè÷åñêèìè è ýêîíîìè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè, ïîêàçàòü, êàê íåêîòîðûå
àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ,
àêòèâíî èñïîëüçóåìûå â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, ïðèìåíèìû òàêæå è â ýêî-
íîìè÷åñêîé íàóêå.

Êíèãà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ðàçáèòûõ íà ãëàâû è ïàðàãðàôû. Â ïåðâîé
÷àñòè ðå÷ü â îñíîâíîì èäåò î ìàòåìàòèêå, âî âòîðîé ÷àñòè � î ôèçèêå è
ýêîíîìèêå.

Äàííàÿ êíèãà íå ïðåòåíäóåò íà ñêîëüêî-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîå è ïîë-
íîå èçëîæåíèå çàòðîíóòûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí: ìàòåìàòèêè � â ïåðâîé
÷àñòè êíèãè; ìåõàíèêè, ýëåêòðîäèíàìèêè, òåðìîäèíàìèêè è ýêîíîìèêè �
âî âòîðîé. Öåëü êíèãè � èìåííî äåìîíñòðàöèÿ ïðèêëàäíîãî èñïîëüçîâà-
íèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, êàê ôèçè-
÷åñêèõ, òàê è ýêîíîìè÷åñêèõ, à òàêæå àíàëîãèé, êîòîðûå ïðè ýòîì ïðîñëå-
æèâàþòñÿ.

Â ïîñëåäíåé ãëàâå, ïîñâÿù¼ííîé ýêîíîìèêå, èìåþòñÿ ïàðàãðàôû îáëà-
äàþùèå îïðåäåë¼ííîé íàó÷íîé íîâèçíîé. Íåòåðïåëèâûé ÷èòàòåëü ìîæåò
ñðàçó ïåðåéòè ê å¼ èçó÷åíèþ, òàê êàê â òåêñòå èìåþòñÿ âñå íåîáõîäèìûå
ññûëêè íà èñïîëüçóåìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, è ïðåäûäóùèå ãëàâû
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå ñïðàâî÷íèêà.

Ïðèâîäèìûå â êíèãå âûâîäû ôîðìóë è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ïðåñëå-
äóþò öåëü ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ÷èòàòåëþ ïðèìåíåíèå èñïîëüçóåìîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâà ñëóæàò â êà÷åñòâå
ïðèìåðîâ. Èìåííî ýòîò êðèòåðèé, à íå âàæíîñòü äîêàçûâàåìûõ òåîðåì, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðè÷èíîé èñïîëüçîâàíèÿ ïðèâîäèìûõ äîêàçàòåëüñòâ. Ýòèì äîñòèãà-
åòñÿ äâå öåëè, ñ îäíîé ñòîðîíû êíèãà íå ïåðåãðóæåíà äîêàçàòåëüñòâàìè è
ïðèìåðàìè, ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðèìåðû è äîêàçàòåëüñòâà ïðèñóòñòâóþò, ÷òî
äåëàåò êíèãó ó÷åáíèêîì.

Â öåëÿõ óäîáñòâà ññûëîê äëÿ ãëàâ ïðèìåíåíà ñïëîøíàÿ íóìåðàöèÿ. Íó-
ìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ è ôîðìóë ïðîèçâîäèòñÿ â êàæäîé ãëàâå ñàìîñòîÿòåëü-
íî. Ïðè ññûëêàõ íà ôîðìóëó èëè ïàðàãðàô âïåðåäè, ñîîòâåòñòâåííî, íîìåðà
ôîðìóëû èëè ïàðàãðàôà óêàçûâàåòñÿ íîìåð ãëàâû.
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îçíà÷àåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðèðàâíåíà ïðàâîé ÷àñòè íà îñíîâàíèè
ôîðìóëû íîìåð 44 â ãëàâå íîìåð 9.

Èñêðåííå áëàãîäàðþ À. Êàëåíþêà, âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàâøåãî ðóêîïèñü
è ñäåëàâøåãî áîëüøîå êîëè÷åñòâî öåííûõ çàìå÷àíèé, ó÷ò¼ííûõ ïðè å¼ äî-
ðàáîòêå.
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×àñòü I

Àíàëèç êàòåãîðèé
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Ãëàâà 1

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû ñôîðìóëèðóåì ïåðâîíà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ, áåç êîòîðûõ
íåâîçìîæíî ñêîëü-íèáóäü ãëóáîêîå èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, ïîíÿ-
òèå ìíîæåñòâà.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ìíîæåñòâà, èñïîëüçóåìûå â
ãåîìåòðèè, ò.å. ðàçëè÷íûå ôèãóðû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðåðûâ-
íûå ìíîæåñòâà òî÷åê. Ïðèìåðàìè ôèãóð ìîãóò ñëóæèòü îòðåçîê, ïðÿìî-
óãîëüíèê, êðóã, ñôåðà, êðèâàÿ, ïîâåðõíîñòü è ò.ä. Êðîìå ôèãóð, íàñ áóäóò
èíòåðåñîâàòü ïðîñòðàíñòâà, ò.å. áåñêîíå÷íûå íåïðåðûâíûå ìíîæåñòâà òî-
÷åê. Ñàìûìè ïðîñòûìè ïðîñòðàíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ � îäíî-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïëîñêîñòü � äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, à òàêæå ïðî-
ñòðàíñòâà áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ôèãóðû, ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå îòäåëüíûå
òî÷êè, èç êîòîðûõ îíè ñîñòîÿò, ïîïàäàþò ïîä îïðåäåëåíèå � îáúåêòû.

Ìû ðàññìîòðèì, êàê çàïèñûâàþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ôèãóð è ïðîñòðàíñòâ,
à òàêæå êàê ñëîæíûå îáúåêòû ïîëó÷àþòñÿ èç áîëåå ïðîñòûõ, íàïðèìåð, â
ðåçóëüòàòå èõ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Åùå îäíèì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå îäíèõ îáúåêòîâ íà äðóãèå.
Ìû ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ñ îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå íî-
ñÿò ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ, íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå (îòîáðàæåíèå íà ñå-
áÿ), îïåðàöèÿ (îòîáðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ), ôóíêöèÿ (îòáðàæå-
íèå ïðîñòðàíñòâ). Â ðåçóëüòàòå îêàæåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ñàìè ÿâëÿþò-
ñÿ îáúåêòàìè, íà êîòîðûå òàêæå ìîãóò äåéñòâîâàòü äðóãèå îòîáðàæåíèÿ.
Ìû îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà òàêèõ ñïåöèàëüíûõ îòîáðàæåíèÿõ êàê èçî-
ìîðôèçì � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïîçâîëÿþùåå óñòàíàâëèâàòü
îäèíàêîâûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè îáúåêòû, à òàêæå ãîìåîìîðôèçì �
íåïðåðûâíûé èçîìîðôèçì.

Ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå î òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòàõ � ñâîéñòâàõ,
ñîõðàíÿåìûõ ëþáûìè ãîìåîìîðôèçìàìè.

Ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ è èõ îòîáðàæåíèé äðóã íà äðóãà äà¼ò ïîíÿòèå
êàòåãîðèè. Â íà÷àëå ïåðâîãî ïàðàãðàôà ìû ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ìà-
òåìàòèêè êàê íàóêè î ðàçëè÷íûõ êàòåãîðèÿõ, ò.å. íàóêè î ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñàõ îáúåêòîâ è çàäàííûõ íà íèõ îòîáðàæåíèÿõ.
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Îòäåëüíî ìû ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè � íàèáîëåå äàâíî èçó-
÷àåìûå â ìàòåìàòèêå îòîáðàæåíèÿ ÷èñåë.

Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìîòðèì òàêóþ î÷åíü âàæíóþ êàòåãîðèþ, êàê
ãðóïïà � ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà ñïåöèàëüíàÿ îïåðàöèÿ (îòîáðà-
æåíèå). Îêàæåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ãðóïïû ìîãóò âûñòóïàòü îòîá-
ðàæåíèÿ. Íàïðèìåð, ó ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé îïåðàöèÿ (îòîáðàæåíèå) çà-
äàíà íà ìíîæåñòâå ïðåîáðàçîâàíèé (îòîáðàæåíèé íà ñåáÿ).

Òåîðèþ ÷èñåë ìû ñïåöèàëüíî ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, íî ïðè èçó÷å-
íèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé âûÿñíèòñÿ, ÷òî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå âñåãäà
õâàòàåò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó ìû ñïåöèàëüíî ðàññìîò-
ðèì ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è çàäàííûå íà í¼ì ôóíêöèè. Ïðè ýòîì
ñïåöèàëüíî áóäåò ïîä÷åðêíóòî, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ïîñëåä-
íèì ðàñøèðåíèåì ÷èñëîâîé ñèñòåìû, ò.å. íèêàêèõ íîâûõ ÷èñåë áîëüøå íå
òðåáóåòñÿ.

Îòäåëüíî áóäåò ðàññìîòðåí òàêîé îáúåêò, êàê ñèíãóëÿðíàÿ öåïü, à òàêæå
å¼ ãðàíèöà. Íåñìîòðÿ íà àáñòðàêòíîñòü ýòèõ ïîíÿòèé, îíè ÿâëÿþòñÿ î÷åíü
âàæíûìè è ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì. Ñ íèìè çíà÷èòåëüíî óäîáíåå
ðàáîòàòü, ÷åì ïûòàòüñÿ ïåðåâîäèòü íà ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê èíòóèòèâíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ î ¾ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé òåëî¿ èëè ¾ëèíèè, îãðà-
íè÷èâàþùåé ïîâåðõíîñòü¿. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïîíÿòèé ìîæíî ôîðìàëüíî
çàïèñàòü è èñïîëüçîâàòü ïðè èññëåäîâàíèÿõ è âû÷èñëåíèÿõ ôèãóðû ëþáîé
ôîðìû è èõ ãðàíèöû.

1.1 Ìíîæåñòâà

Ìàòåì�àòèêà (îò ãðå÷åñêîãî µαθηµα � íàóêà, çíàíèå, èçó÷åíèå, è
µαθηµατικoς � ëþáîâü ê ïîçíàíèþ) � íàóêà, èçó÷àþùàÿ êîëè÷åñòâåííûå
è ïðîñòðàíñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ â äåéñòâèòåëüíîì ìèðå è ÷åëîâå÷åñêîì
âîîáðàæåíèè. Ñóùåñòâóþò ñîâåðøåííî èíûå è âåñüìà ðàçíîîáðàçíûå òðàê-
òîâêè ïðåäìåòà ìàòåìàòèêè è å¼ ìåòîäà, íàïðèìåð, êàê íàóêè î ñëåäñòâèÿõ
èç íåïðîòèâîðå÷èâûõ íàáîðîâ àêñèîì.

Â àáñòðàêòíîì ïîíèìàíèè ìàòåìàòèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàóêó î êà-
òåãîðèÿõ (îò ãðå÷. κατηγoρια). Ëþáàÿ êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñî-
âîêóïíîñòü äâóõ íåîïðåäåëÿåìûõ ïîíÿòèé: îáúåêòîâ (îò ëàò. objectum �
ïðåäìåò) è ìîðôèçìîâ (îò ãðå÷. µoρφη � ôîðìà, âèä).

Îáúåêòû (îäíîòèïíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû) ìîãóò áûòü ñàìûå
ðàçíûå. Äàëåå áóäóò èçó÷åíû òàêèå îáúåêòû êàê ÷èñëî, âåêòîð, ìàòðèöà,
ìíîæåñòâî, ãðóïïà, òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ò.ä.

Ìîðôèçìû (îòîáðàæåíèÿ) òàêæå ìîãóò áûòü ñàìûå ðàçëè÷íûå, íàïðè-
ìåð, àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, ôóíêöèè è ò.ä.

Êàòåãîðèÿ � ýòî ñîâîêóïíîñòü îäíîòèïíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð
(îáúåêòîâ) è îòîáðàæåíèé (ìîðôèçìîâ) ìåæäó ýòèìè ñòðóêòóðàìè, ïðè âû-
ïîëíåíèè ðÿäà åñòåñòâåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Ìíîæåñòâî èëè ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ � ýòî ïîíÿòèå òàêæå íå îïðå-
äåëÿåòñÿ, íî ìîæåò áûòü ïîÿñíåíî ñ ïîìîùüþ ïðèìåðîâ. ¾Ìíîæåñòâî åñòü
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ìíîãîå, ìûñëèìîå êàê åäèíè÷íîå¿ (Ã. Êàíòîð).
Çàïèñü µ ∈ M îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò µ åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà M (ïðè-

íàäëåæèò ìíîæåñòâó M). Çíàê ∈ âûðàæàåò îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè
ýëåìåíòà íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó.

Ìíîæåñòâî ìîæíî îáîçíà÷àòü ôèãóðíûìè ñêîáêàìè: çàïèñü {µ} îçíà÷à-
åò ¾ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ µ¿. ×òîáû îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî, äîñòàòî÷íî óêà-
çàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ, ò.å. òàêîå ñâîéñòâî, êîòîðûì
îáëàäàþò âñå ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà è òîëüêî îíè. Çàïèñü â ôèãóðíûõ
ñêîáêàõ ÷åðåç äâîåòî÷èå îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî ÷åðåç óêàçàíèå ñâîéñòâ åãî
ýëåìåíòîâ: { ν : ν îáëàäàåò ñâîéñòâîì S }, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ν,
êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì S. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî äàííûì ñâîéñòâîì
íå îáëàäàåò âîîáùå íè îäèí îáúåêò; òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî îïðå-
äåëÿåò ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅.

Êëàññ èëè ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ � òåðìèí, óïîòðåáëÿåìûé â ìàòå-
ìàòèêå â îñíîâíîì êàê ñèíîíèì òåðìèíà ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, ñîâîêóïíî-
ñòè ÷èñåë, âåêòîðîâ, ìàòðèö è ò.ä. îáðàçóåò ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà,
à ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ îáúåêòîâ îáðàçóåò êëàññ ýòèõ îáúåê-
òîâ. Êàæäàÿ êàòåãîðèÿ ñîñòîèò èç äâóõ êëàññîâ � êëàññà îáúåêòîâ è êëàññà
ìîðôèçìîâ.

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà B, òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B è çàïèñûâàåòñÿ
òàê: A ⊂ B èëè B ⊃ A.

Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A ∪ B ∪ . . . íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òåõ
ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ åñòü ýëåìåíò õîòÿ áû îäíîãî èç ìíîæåñòâ
A, B è ò.ä.

Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A ∩B ∩ . . . íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ,
îáùèõ âñåì äàííûì ìíîæåñòâàì A, B è ò.ä.

Äîïîëíåíèåì B�A ïîäìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâå B èëè ðàçíîñòüþ B−A
ìíîæåñòâ B è A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç B, íå ïðèíàäëå-
æàùèõ A.

Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X × Y
âñåâîçìîæíûõ ïàð îáúåêòîâ (x, y), ãäå x ∈ X, y ∈ Y .

Ñëåäóåò áûòü îñòîðîæíûì ñ èíòóèöèåé, âûçâàííîé ñëîâîì ¾ïðîèçâåäå-
íèå¿ â òåðìèíå ¾ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå¿. Áîëüøèíñòâî ïðèâû÷íûõ èç àðèô-
ìåòèêè ñâîéñòâ óìíîæåíèÿ ÷èñåë íå âåðíû äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìíî-
æåñòâ.

Ïðÿìàÿ ñòåïåíü ìíîæåñòâà X (n-ÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà) åñòü
ìíîæåñòâî

Xn = X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
n

(1.1)

âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x1, . . . , xn), ãäå x1, . . . , xn ∈ X, ò.å.
ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ, ðàçìåù¼ííûõ â îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûâàþò êîíå÷íûå (ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ýëåìåíòîâ) è áåñêîíå÷íûå.
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Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ýëåìåíòû ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûõ ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì, íàçûâàþò òàêæå âåêòîðû èëè êîðòåæè � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû ôîð-
ìàëüíî îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîðòåæè.

×èñëî n â Xn íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, X � îñíîâàíèå.
Â îòëè÷èå îò ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè n, ÷èñëà 1, . . . , n, èñïîëüçîâàííûå äëÿ

îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ýòî íå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè, à
èíäåêñû (ëàò. index � óêàçàòåëü) � ÷èñëîâûå èëè áóêâåííûå óêàçàòåëè,
êîòîðûì ñíàáæàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ÷òîáû îòëè÷èòü èõ äðóã
îò äðóãà. Èíäåêñû áûâàþò âåðõíèå xn è íèæíèå xn.

Ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî, îáúåêòû êîòîðîãî ìû ìîæåì ïåðå-
ñ÷èòàòü. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ N, öåëûõ Z è ðàöèîíàëüíûõ Q
÷èñåë � ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ (âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë íàçûâàþò ÷èñëîâîé

îñüþ èëè ÷èñëîâîé ïðÿìîé R. Òåðìèí ââåë È.Áàððîó (1670). ×èñëîâàÿ îñü
èçîáðàæàåò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà â âèäå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà òî÷åê, ïîýòîìó ïîíÿòèÿ ¾÷èñëî¿è ¾òî÷êà íà îñè¿íå ðàçëè÷àþò. Ìíî-
æåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïåðåñ÷èòàòü íåëüçÿ � ýòî íåñ÷¼òíîå ìíîæå-

ñòâî.
Âàæíåéøåå ñâîéñòâî ÷èñëîâîé îñè ñîñòîèò â åå íåïðåðûâíîñòè. Äåéñòâè-

òåëüíûå ÷èñëà íåïðåðûâíî çàïîëíÿþò ÷èñëîâóþ îñü, ò.å. âñÿêîìó äåéñòâè-
òåëüíîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ÷èñëîâîé îñè, è íèêàêèõ äðóãèõ òî÷åê
(÷èñåë) íà ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé íåò. Ñòðîãàÿ òåîðèÿ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë áûëà ðàçâèòà ëèøü âî 2-é ïîëîâèíå 19 â. òðóäàìè Ê. Âåéåðøòðàññà,
Ð. Äåäåêèíäà è Ã. Êàíòîðà.

Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ìíîæåñòâ:

1. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñëîâûõ îñåé îáðàçóåò ïëîñêîñòü

R2 (1.1)
= R× R, (1.2)

êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé çàäàåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè (x1, x2).

2. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ÷èñëîâûõ îñåé îáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî

R3 (1.1)
= R× R× R, (1.3)

êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî çàäà¼òñÿ òðåìÿ ÷èñëàìè (x1, x2, x3).

3. Ïðÿìàÿ n-ÿ ñòåïåíü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R îáðàçóåò n-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

Rn (1.1)
= R× · · · × R︸ ︷︷ ︸

n

, (1.4)

êàæäàÿ òî÷êà ν ∈ Rn êîòîðîãî, åñòü n-÷ëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ν = (x1, . . . , xn).
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Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Òî÷êà íà ÷èñëîâîé îñè � ýòî îäíî äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî èëè ¾1-÷ëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë¿, à òî÷êà â
ïðîñòðàíñòâå � ýòî ¾n-÷ëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë¿. Â îòëè÷èå îò
÷èñåë, îáîçíà÷àåìûõ íàêëîííûì øðèôòîì x, y, z, òî÷êè, âåêòîðû è ïðî÷èå
¾n-÷ëåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë¿ îáîçíà÷àþò ïîëóæèðíûì øðèôòîì
x = (x1, . . . , xn) èëè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè ν = (x1, . . . , xn).

Êàê è äëÿ ÷èñëîâîé îñè èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîñòðàíñòâå ñâÿ-
çàíî ñ åãî íåïðåðûâíîñòüþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ¾êîðåííûì ñâîéñòâîì¿ èëè
âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ïðîñòðàíñòâî Rn åñòü íåïðåðûâ-
íîå ìíîæåñòâî n-÷ëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x1, . . . , xn) èëè òî÷åê ν, è
íèêàêèõ äðóãèõ òî÷åê, êðîìå ðàññìàòðèâàåìûõ n-÷ëåííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, â ïðîñòðàíñòâå íå ñóùåñòâóåò.

Åñëè X ⊂ Rn è Y ⊂ Rm, òî X×Y ⊂ Rn+m, ãäå Rn+m = Rn×Rm îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïàð òî÷åê (ν, τ) ∈ Rn+m ñ ν = (x1, . . . , xn) ∈ X
è τ = (y1, . . . , ym) ∈ Y . Ýòî ïðàâèëî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå
ëþáîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ.

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n íàçûâàþò òàêæå ðàçìåðíîñòüþ � ÷èñëîì èçìåðå-
íèé ïðîñòðàíñòâà Rn èëè ìíîæåñòâà X ⊂ Rn è îáîçíà÷àþò n = dimX (îò
ëàò. dimension � èçìåðåíèå).

Êðîìå ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè âåëè-
÷èí� âûðàæåíèå, ïîêàçûâàþùåå, âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ åäèíèöà äàííîé
âåëè÷èíû ïðè èçìåíåíèè îñíîâíûõ åäèíèö èçìåðåíèÿ, êîòîðûå îáðàçóþò
òàê íàçûâàåìóþ ñèñòåìó ìåð.

Íàïðèìåð, ñèñòåìîé ìåð ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ÑÃÑ
(ñàíòèìåòð, ãðàìì, ñåêóíäà). Îñòàëüíûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ ðàçëè÷íûõ
âåëè÷èí íàçûâàþòñÿ ïðîèçâîäíûìè åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ è âûðàæàþòñÿ
÷åðåç îñíîâíûå åäèíèöû ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé ñâÿçè ìåæäó âåëè÷èíàìè.
ÑÃÑ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ òàêæå ñèñòåìîé åäèíèö Ãàóññà â ÷åñòü Ê. Ô. Ãàóñ-
ñà, âïåðâûå â 1832 ïðåäëîæèâøåãî ñèñòåìó ñ îñíîâíûìè åäèíèöàìè: ìèë-
ëèìåòð, ìèëëèãðàìì è ñåêóíäà è ïðèìåíèâøåãî ýòó ñèñòåìó äëÿ èçìåðåíèÿ
ìàãíèòíûõ âåëè÷èí.

Ñ íåïðåðûâíîñòüþ òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå áëèçîñòè. Çàïèñü ν δX îçíà-
÷àåò ¾òî÷êà ν áëèçêà ìíîæåñòâó X¿. Áëèçîñòü δ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè
íàáîðà àêñèîì (äð.-ãðå÷. αξιωµα � óòâåðæäåíèå, ïîëîæåíèå), ò.å. ñàìîî÷å-
âèäíûõ óòâåðæäåíèé, ïðèíèìàåìûõ áåç äîêàçàòåëüñòâ:

1. íèêàêàÿ òî÷êà íå áëèçêà ïóñòîìó ìíîæåñòâó;

2. ν δX äëÿ âñåõ ν ∈ X;

3. åñëè ν δA è A ⊂ B ⊂ X, òî ν δB;

4. åñëè ν (A ∪B), òî ν δA èëè ν δB;

5. åñëè τ δA äëÿ âñåõ τ ∈ B è ν δB, òî ν δA.

Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå áëèçêèå ê íåìó òî÷êè.
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Îòêðûòîå ìíîæåñòâî âñåãäà åñòü äîïîëíåíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà,
è íàîáîðîò, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî âñåãäà åñòü äîïîëíåíèå îòêðûòîãî ìíî-
æåñòâà. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî V ⊂ Rn çàìêíóòî â Rn, åñëè ìíîæåñòâî
U = Rn�V îòêðûòî. Ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
Åñëè ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî äîïîëíåíèåì çàìêíóòîãî ìíî-
æåñòâà áóäåò ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅, êîòîðîå îòêðûòî.

Ïåðåñå÷åíèå äâóõ (à ïîòîìó è ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà) îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ òàêæå îòêðûòî. Åñëè ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ áóäåò ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî, òî îíî òàêæå îòêðûòî. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî, äàæå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òàêæå îòêðûòî.

Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî. Îáúåäèíåíèå
êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî.

Ñïåöèàëüíûé ðàçäåë ãåîìåòðèè � òîïîëîãèÿ (îò ãðå÷. τoπoς � ìåñòî,
λoγoς � ñëîâî, ó÷åíèå), � èçó÷àåò íàèáîëåå ãëóáîêèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ìíîæåñòâ è ïðîñòðàíñòâ, îñíîâàííûå íà èäåå íåïðåðûâíîñòè.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åñòü ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íåêîòîðûå
ïîäìíîæåñòâà âûäåëåíû êàê îòêðûòûå, ïðè÷¼ì ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà è îáúåäèíåíèå ëþáîãî (äàæå áåñêîíå÷íîãî) ÷èñëà ýòèõ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ îòêðûòî.

Îêðåñòíîñòüþ äàííîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ êàæäîå ñîäåð-
æàùåå ýòó òî÷êó îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Òî÷êà ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, åñëè èìååò îêðåñòíîñòü, öå-
ëèêîì ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó. Òî÷êà íàçûâàåòñÿ âíåøíåé, åñëè èìå-
åò îêðåñòíîñòü, öåëèêîì íå ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó. Îñòàëüíûå òî÷êè
íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ Rn, òî÷êè
ν ∈ Rn è å¼ îêðåñòíîñòè B âñåãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíà èç òðåõ âîçìîæíî-
ñòåé:

1. Ñóùåñòâóåò òàêîå B, ÷òî ν ∈ B ⊂ A.

2. Ñóùåñòâóåò òàêîå B, ÷òî ν ∈ B ⊂ Rn�A.

3. Äëÿ ν âñÿêîå B ñîäåðæèò êàê òî÷êè èç A, òàê è òî÷êè èç Rn�A.

Âíóòðåííèå òî÷êè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì 1, îáðàçóþò âíóòðåííîñòü
ìíîæåñòâà A (IntA îò interior). Âíåøíèå òî÷êè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì 2,
îáðàçóþò âíåøíîñòü ìíîæåñòâà A. Ãðàíè÷íûå òî÷êè, îáëàäàþùèå ñâîé-
ñòâîì 3, îáðàçóþò ãðàíèöó ∂A ìíîæåñòâà A.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âíóòðåííîñòü âñÿêîãî ìíîæåñòâà A âñåãäà åñòü
îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òàê êàê öåëèêîì ñîñòîèò èç âíóòðåííèõ òî÷åê. Òî æå
âåðíî è äëÿ âíåøíîñòè A, èáî îíà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê âíóòðåííîñòü Rn�A.
Òàêèì îáðàçîì, èõ îáúåäèíåíèå îòêðûòî, òàê ÷òî ãðàíèöà ∂A, ÿâëÿÿñü åãî
äîïîëíåíèåì, äîëæíà áûòü çàìêíóòîé.

Çàìûêàíèå [A] ìíîæåñòâà A åñòü (òðè ðàâíîçíà÷íûõ îïðåäåëåíèÿ):

1. ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ðàññìàòðèâàåìîå
ìíîæåñòâî;
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2. ìèíèìàëüíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ðàññìàòðèâàåìîå ìíî-
æåñòâî;

3. ñîâîêóïíîñòü âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà è åãî ãðàíèöû.

Åñëè ìíîæåñòâî çàìêíóòî, òî [A] = A. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà îáðàçîâà-
íî òî÷êàìè, áëèçêèìè ýòîìó ìíîæåñòâó. Èõ íàçûâàþò òî÷êàìè ïðèêîñíî-
âåíèÿ äàííîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð. Ïóñòü A � êðóã íà ïëîñêîñòè, òîãäà IntA � îòêðûòûé êðóã, [A]
� çàìêíóòûé êðóã, ∂A � îêðóæíîñòü (îïðåäåëåíèÿ ñì. íèæå).

Ìíîæåñòâî âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå, åñëè â ñêîëü óãîäíî ìàëîé
îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà åñòü òî÷êà ðàññìàòðèâàåìîãî ìíî-
æåñòâà.

Çàìûêàíèå âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà � âñ¼ ïðîñòðàíñòâî.
Èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî íåêîòîðàÿ å¼ îêðåñò-

íîñòü íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà.
Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà � â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñîäåð-

æèòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà òî÷êà äàííîãî ìíîæåñòâà, îòëè÷íàÿ îò íå¼
ñàìîé. Íàïðèìåð, ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà åñòü åãî ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà, à ëþáàÿ èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé. Íî
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó. Íàïðè-
ìåð, ëþáàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäåëüíîé
òî÷êîé, íî íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó.

Ïðîèçâîäíîå ìíîæåñòâî åñòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê.
Ïðîèçâîäíîå ìíîæåñòâî ïîëó÷àåòñÿ âû÷èòàíèåì èç çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà
âñåõ åãî èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.

Ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî, ñîâïàäàþùåå ñî ñâîèì ïðîèçâîä-
íûì ìíîæåñòâîì.

Íåïðåðûâíîñòè ïðîòèâîïîñòàâëÿåòñÿ äèñêðåòíîñòü (îò ëàò. discretus �
ðàçäåëåííûé, ïðåðûâèñòûé). Íàïðèìåð, ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ N, öåëûõ
Z, ðàöèîíàëüíûõ Q è èððàöèîíàëüíûõ I ÷èñåë � äèñêðåòíûå. Õîòÿ ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ Q è èððàöèîíàëüíûõ I ÷èñåë âñþäó ïëîòíî
â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

Ñâÿçíîñòü � ñâîéñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåå â òîì,
÷òî åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ îòäåë¼ííûõ äðóã îò
äðóãà ÷àñòåé. Ñâÿçíîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ñîñòîÿùåå êàê áû èç îäíîãî êóñêà, ò.å. òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì åãî ðàçáè-
åíèè íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà îäíî èç íèõ ñîäåð-
æèò ïðåäåëüíóþ òî÷êó äðóãîãî. Íàïðèìåð: ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè áóäóò
îòðåçîê, îêðóæíîñòü, êðóã, øàð, èíòåðâàë, ïðÿìàÿ. Îáúåäèíåíèå ñâÿçíûõ
ìíîæåñòâ, èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ñâÿçíî.

Îáëàñòüþ íàçûâàåòñÿ îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.
Îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü � îáëàñòü, â êîòîðîé ëþáîé êîíòóð (çàìêíóòàÿ

êðèâàÿ) ìîæåò áûòü íåïðåðûâíî äåôîðìèðîâàíà (ñòÿíóòà) â òî÷êó, îñòàâà-
ÿñü âñå âðåìÿ â ïðåäåëàõ îáëàñòè.

Ìíîãîñâÿçíàÿ îáëàñòü � îáëàñòü, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå êðè-
âûå, íå ñòÿãèâàåìûå â ïðåäåëàõ ýòîé îáëàñòè â òî÷êó.

9



1.2 Ïîäìíîæåñòâà (ôèãóðû) â ïðîñòðàíñòâå

Â êà÷åñòâå ¾òî÷åê¿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò âûñòóïàòü ëþáàÿ
íåïðåðûâíàÿ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, ÿâëåíèé è äàæå ¾ñîñòîÿíèé¿. Íàïðè-
ìåð, íåâåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ êàê y = ax+ b. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îäíà ïðÿìàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé ÷èñåë (a, b) è ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê òî÷êà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (a, b). Ýòà ïëîñêîñòü íàçûâà-
åòñÿ äâîéñòâåííîé ê èñõîäíîé ïëîñêîñòè. Å¼ òî÷êè � ýòî ïðÿìûå èñõîäíîé
ïëîñêîñòè.

Ñîâðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ ïîíèìàåòñÿ êàê íàóêà, èçó÷àþùàÿ ñàìûå ðàç-
íûå è ïðè÷óäëèâûå ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå ¾ôèãóðû¿ èëè îáúåêòû, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëè÷íûå ïîäìíîæåñòâà (ìíîæåñòâà) â ýòèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ïîäìíîæåñòâà (ôèãóðû) â ïðî-
ñòðàíñòâå.

Èíòåðâàë (îò ëàò. intervalum � ïðîìåæóòîê, ðàññòîÿíèå) îáîçíà÷àåìûé
I = (a, b) èëè a < x < b, åñòü ïðîñòåéøåå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé.

Ñåãìåíò (îò ëàò. segmentum � îòðåçîê) îáîçíà÷àåìûé a 6 x 6 b èëè
[a, b], åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé. Êðóãëàÿ ñêîáêà îáîçíà÷àåò, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèé êîíåö èíòåðâàëà íå ïðèíàäëåæèò ê ðàññìàòðèâàåìîìó
ìíîæåñòâó, à êâàäðàòíàÿ � ÷òî ïðèíàäëåæèò.

Îáîçíà÷åíèå (a, b) ââ¼ë Ã.Êîâàëåâñêèé (1909), [a, b] � Õ.Õàí (1921).
Áåñêîíå÷íûé èëè íåñîáñòâåííûé èíòåðâàë: (a,+∞) èëè (−∞, a) � åñòü

îòêðûòîå ìíîæåñòâî (îòêðûòàÿ ïîëóïðÿìàÿ). Äîïîëíåíèå îòêðûòîé ïîëó-
ïðÿìîé äî ïðÿìîé, îáîçíà÷àåìîå (−∞, a] è [a,+∞), åñòü çàìêíóòîå ìíîæå-
ñòâî (çàìêíóòàÿ ïîëóïðÿìàÿ èëè ëó÷).

Èíòåðâàë I òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî R, íå
ñâîäÿùååñÿ ê îäíîé òî÷êå. Îí ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì, çà-
ìêíóòûì, îòêðûòûì èëè ïîëóîòêðûòûì.

Îêðóæíîñòü � çàìêíóòàÿ ïëîñêàÿ (ïðèíàäëåæàùàÿ ïëîñêîñòè) êðèâàÿ
(îäíîìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü), îáîçíà÷àåìàÿ S1, âñå òî÷êè êîòîðîé îäèíàêîâî
óäàëåíû îò äàííîé òî÷êè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðîì.

Ñôåðà (îò ãðå÷. σφαϊρα � øàð, ìÿ÷) � ïîâåðõíîñòü â (n+1)-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, îáîçíà÷àåìàÿ Sn, âñå òî÷êè êîòîðîé îäèíàêîâî óäàëåíû îò îäíîé
òî÷êè, öåíòðà ñôåðû. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòð ñôåðû (îêðóæíîñòè) ñ
êàêîé-ëèáî å¼ òî÷êîé, íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì r ñôåðû. Ñôåðó òàêæå ìîæíî
ïîëó÷èòü âðàùåíèåì êîíöà ðàäèóñà âîêðóã öåíòðà. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé
äâå òî÷êè ñôåðû, íàçûâàåòñÿ õîðäîé. Íàèáîëüøàÿ èç õîðä, ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç öåíòð íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì.

Êðóã D � ÷àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ îêðóæíîñòüþ è ñîäåðæàùàÿ å¼
öåíòð.Øàð Dn � ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííàÿ ñôåðîé è ñîäåðæàùàÿ
å¼ öåíòð, òîãäà ñôåðà � ãðàíèöà øàðà

Sn = ∂Dn. (1.5)

Âíóòðåííîñòü øàðà (êðóãà) îáðàçóåò îòêðûòûé øàð (êðóã), êîòîðûé
óäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè òî÷êè.
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Èíäóêöèÿ (îò ëàò. inductio � íàâåäåíèå, ïîáóæäåíèå) � ìåòîä, êîãäà
óòâåðæäåíèå φ(n), çàâèñÿùåå îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàí-
íûì, åñëè äîêàçàíî φ(1) è äîêàçàíî φ(n + 1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óòâåð-
æäåíèå φ(n) âåðíî.

Òîð (îò ëàò. torus � âàëèê, âûïóêëîñòü, óçåë) � ïîâåðõíîñòü

T 2 = S1 × S1, (1.6)

êîòîðàÿ îáðàçóåòñÿ âðàùåíèåì îêðóæíîñòè âîêðóã ïðÿìîé, ëåæàùåé â
ïëîñêîñòè ýòîé îêðóæíîñòè, íî íå ïåðåñåêàþùåé åãî. Ôîðìó òîðà èìååò,
íàïðèìåð, áóáëèê.

Òîð n-ìåðíûé åñòü îáðàçóåìàÿ ïî èíäóêöèè ïîâåðõíîñòü

Tn = Tn−1 × S1 (1.7)

â (n+ 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Öèëèíäð åñòü ïðîèçâåäåíèå îêðóæíîñòè íà ñåãìåíò:

C = S1 × [a, b]. (1.8)

Ðàçëè÷íûå ñòåïåíè n-ìåðíîãî ñåãìåíòà äàþò êâàäðàò I2 = I × I, êóá I3,
n-ìåðíûé êóá In. Âñå êóáû ñâÿçíû.

Ýëëèïñ (îò ãðå÷. έλλειψις � íåäîñòàòîê) � ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè,
çàäàííîå óðàâíåíèåì

(
x
a

)2
+
(
y
b

)2
= 1, ãäå a, b � ïîëóîñè. Åñëè a = b = r, òî

ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü ðàäèóñà r.
Ýëëèïñîèä (îò ãðå÷. έλλειψις � íåäîñòàòîê è ãðå÷. ειδoς � âèä) � ìíîæå-

ñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, çàäàííîå óðàâíåíèåì
(
x
a

)2
+
(
y
b

)2
+
(
z
c

)2
= 1, ãäå

a, b, c � ïîëóîñè òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà. Åñëè b = c, òî òð¼õîñíûé ýëëèï-
ñîèä ïðåâðàùàåòñÿ â ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ, ïîëó÷àåìûé âðàùåíèåì ýëëèïñà(
x
a

)2
+
(
y
b

)2
= 1 âîêðóã ïîëóîñè a.

Ïëîñêîñòüþ èëè m-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî Rm × {0} = { ν ∈ Rn : xm+1 = 0, . . . , xn = 0 }. Ãèïåðïëîñêîñòüþ
èëè (n−1)-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
Rn−1.

Ïîëóïðîñòðàíñòâîì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Hn ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî { ν ∈ Rn : xn > 0 }. Íàïðèìåð: ïîëóïðÿìàÿ èëè ëó÷ H1 = [0,+∞);
ïîëóïëîñêîñòü H2 = { (x, y) : y > 0 } � ñîâîêóïíîñòü òî÷åê ïëîñêîñòè, ëåæà-
ùàÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò îñè y (ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè); ïîëóïðîñòðàíñòâî
H3 = { (x, y, z) : z > 0 } � ñîâîêóïíîñòü òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ëåæàùàÿ ïî
îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè { (x, y) } (ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà) è ò.ä.

Óãîë � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ëó÷åé
(çàìêíóòûõ ïîëóïðÿìûõ), âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè. Ëó÷è íàçûâàþòñÿ
ñòîðîíàìè óãëà, à èõ îáùåå íà÷àëî � âåðøèíîé. Äâà óãëà íàçûâàþò ñìåæ-

íûìè, åñëè ó íèõ îáùèå âåðøèíà è îäíà ñòîðîíà, à äâå äðóãèå îáðàçóþò
ïðÿìóþ. Óãîë, ó êîòîðîãî ñòîðîíû îáðàçóþò ïðÿìóþ, íàçûâàåòñÿ ðàçâ¼ðíó-
òûì. Óãîë, ðàâíûé ñâîåìó ñìåæíîìó óãëó, íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì. Óãîë ìåíü-
øèé ïðÿìîãî, íàçûâàåòñÿ îñòðûì, áîëüøèé ïðÿìîãî è ìåíüøèé ðàçâ¼ðíó-
òîãî � òóïûì. Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå (ñîäåðæàùèå èõ ïëîñêîñòè) �
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ýòî ïðÿìûå (ïëîñêîñòè) A è B, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êîòîðûõ ñîñòàâëÿ-
åò ïðÿìîé óãîë A ⊥ B. Çíàê ⊥ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ââ¼ë
Ï. Ýðèãîí (1634).

Íå ñëåäóåò ñìåøèâàòü ïîíÿòèå óãëà � ãåîìåòðè÷åñêîé ôèãóðû, è âåëè-
÷èíû ýòîãî óãëà � êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì. Âåëè÷èíà ðàçâ¼ðíóòîãî óãëà
ðàâíà ñóììå âåëè÷èí ñìåæíûõ óãëîâ è ïðèíèìàåòñÿ çà ÷èñëî π, êîòîðîå
îáîçíà÷àåò îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê äèàìåòðó. Âåëè÷èíû ñìåæíûõ
óãëîâ áóäóò, ñîîòâåòñòâåííî φ è π − φ.

Òðåóãîëüíèê (÷åòûðåõóãîëüíèê, ìíîãîóãîëüíèê) � òðè (÷åòûðå, n) îò-
ðåçêà èëè ñòîðîíû ýòîé ôèãóðû, ñîåäèí¼ííûå êîíöàìè â òð¼õ (÷åòûð¼õ, n)
âåðøèíàõ � íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé òî÷êàõ ïëîñêîñòè.

Áèññåêòðèñà (îò ëàò. bis � äâàæäû è seco � ðàññåêàþ) � ïðÿìàÿ, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó óãëà è äåëÿùàÿ åãî ïîïîëàì. Áèññåêòðèñû òð¼õ óãëîâ
òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå � öåíòðå âïèñàííîãî â òðåóãîëü-
íèê êðóãà.

Ïàðàëëåëîãð�àìì (îò ãðå÷. παράλλoς � ïàðàëëåëüíûé è γράµµα � ëè-
íèÿ) � ýòî ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ïîïàðíî
ïàðàëëåëüíû, ò. å. ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè
ïàðàëëåëîãðàììà ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, êâàäðàò è ðîìá.

Çàìêíóòûé ïàðàëëåëîãðàìì ýòî åñòåñòâåííûé àíàëîã ñåãìåíòà (îòðåç-
êà) â R2 = R× R, îïðåäåëÿåìûé êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ

P 2 = [a1, b1]× [a2, b2], (1.9)

ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê (x1, x2) ∈ R2 ñ x1 ∈ [a1, b1] è x2 ∈ [a2, b2], à àíàëîã
èíòåðâàëà � îòêðûòûé ïàðàëëåëîãðàìì (a1, b1)× (a2, b2).

Ïàðàëëåëåïèïåä â R3 (îò ãðå÷. παράλλoς � ïàðàëëåëüíûé è ãðå÷. επιπεδoν
� ïëîñêîñòü) � øåñòèãðàííèê, ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè (â äàííîì ñëó÷àå
÷åòûðåõóãîëüíèêè) êîòîðîãî ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïîïàðíî ðàâíûå ïàðàëëåëîãðàììû.

Çàìêíóòûé è îòêðûòûé ïàðàëëåëåïèïåäû â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ:

P 3 = [a1, b1]× [a2, b2]× [a3, b3] è (a1, b1)× (a2, b2)× (a3, b3). (1.10)

Çàìêíóòûì ïàðàëëåëåïèïåäîì â Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Pn = [a1, b1]× · · · × [an, bn] ⊂ Rn, (1.11)

à îòêðûòûì ïàðàëëåëåïèïåäîì � ìíîæåñòâî (a1, b1)× · · · × (an, bn).
Îòêðûòûé ïàðàëëåëåïèïåä, êàê è îòêðûòûé øàð, óäîáíî ðàññìàòðèâàòü

â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè òî÷êè, è ýòèì ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ.
Äëèíà êàê çàìêíóòîãî [a, b], òàê è îòêðûòîãî (a, b) èíòåðâàëà îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê ÷èñëî, ðàâíîå ðàçíèöå ÷èñåë b− a.
Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà P , êàê çàìêíóòîãî, òàê è îòêðûòîãî, âû÷èñ-

ëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå äëèí èíòåðâàëîâ íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

S(P ) = (b1 − a1)(b2 − a2) sinφ. (1.12)
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Çà φ ïðèíèìàåòñÿ óãîë ìåæäó îáðàçóþùèìè ïàðàëëåëîãðàìì èíòåðâà-
ëàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèé π.

Îáú¼ì çàìêíóòîãî è îòêðûòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

V (P ) = (b1 − a1)(b2 − a2)(b3 − a3) sinφ sin θ. (1.13)

Çà φ ïðèíèìàåòñÿ óãîë ìåæäó îáðàçóþùèìè ïàðàëëåëîãðàìì èíòåðâà-
ëàìè, à çà θ � óãîë ìåæäó ïàðàëëåëîãðàììîì è òðåòüèì èíòåðâàëîì. Îáà
óãëà íå ïðåâîñõîäÿò π.

Îáú¼ì çàìêíóòîãî è îòêðûòîãî n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî èíäóêöèè:

V (P ) = (b1 − a1) . . . (bn − an) sinφ1 . . . sinφn−1. (1.14)

Ìíîæåñòâà (a, b), [a, b] è [a, b) åñòü îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â îòëè-
÷èå îò ìíîæåñòâ (a,+∞), (−∞, a), (−∞, a] è [a,+∞). Îòêðûòûå è çàìêíó-
òûå ïàðàëëåëåïèïåäû òàêæå åñòü îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà. Ïîäìíîæåñòâî
îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà è îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îãðàíè÷åííûõ
ìíîæåñòâ òàêæå åñòü îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà.

Âñÿêîå çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Rn êîìïàêòíî. Îáðàòíîå
òàêæå âåðíî: âñÿêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Rn çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.
Íàïðèìåð: Çàìêíóòûé èíòåðâàë [a, b] êîìïàêòåí (ýòîò ðåçóëüòàò íàçûâàåò-
ñÿ òåîðåìà Áîðåëÿ�Ëåáåãà). Åñëè ìíîæåñòâà A ⊂ Rn è B ⊂ Rm êîìïàêòíû,
òî A × B ⊂ Rn+m êîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìíîæåñòâà A1, . . . , An
êîìïàêòíû, òî ìíîæåñòâî A1 × · · · ×An êîìïàêòíî. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé çà-
ìêíóòûé ïàðàëëåëåïèïåä êîìïàêòåí. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå íåîãðàíè÷åííîå
ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå íåêîìïàêòíî.

Êîíòèíóóìîì íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.
Îïðåäåëèì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå: Ñåìåéñòâî

Θ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A
(èëè, êðàòêî, ïîêðûâàåò A), åñëè êàæäàÿ òî÷êà ν ∈ A ïðèíàäëåæèò íåêîòî-
ðîìó ìíîæåñòâó ñåìåéñòâà Θ, ò.å. îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà Θ ñîäåð-
æèò A. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè âñÿêîå åãî îòêðûòîå
ïîêðûòèå Θ ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî (êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ),
òàêæå ïîêðûâàþùåå A.

Èñòîðè÷åñêè â ìàòåìàòèêå âîçíèêëî íåñêîëüêî òåðìèíîâ, êîòîðûå, ïî
ñóòè, ÿâëÿþòñÿ ñèíîíèìàìè: ìåòðèêà, íîðìà, ìîäóëü è àáñîëþòíàÿ âåëè÷è-
íà.

Ìåòðèêà (îò ãðå÷. µέτρoν � ìåðà, ðàçìåð) åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-
ìÿ òî÷êàìè (ýëåìåíòàìè) ìíîæåñòâà M : ν, τ ∈M ⊂ Rn èëè äëèíà ñîåäèíÿ-
þùåãî èõ îòðåçêà ξ = ν − τ , ò.å. ÷èñëî:

ρ(ξ) = ρ(ν, τ) = ∥ν − τ∥ èëè ρ : M ×M → R. (1.15)

Ñâîéñòâà ìåòðèêè:

1. ρ(ν, τ) > 0, ïðè÷¼ì ρ(ν, τ) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ν = τ ;
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2. ρ(ν, τ) = ρ(τ, ν);

3. ρ(ν, τ) + ρ(τ, υ) > ρ(ν, υ).

Çàïèñü âèäà x = ρ(ν, τ) îçíà÷àåò îòîáðàæåíèå ρ ýëåìåíòîâ ν è τ â ýëå-
ìåíò x. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ν è τ � ýòî ÷èñëî, ò.å. â äàííîé çàïè-
ñè ïîä ìåòðèêîé (ðàññòîÿíèåì) ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå ýëåìåíòîâ ν, τ ∈M
â òî÷êó (÷èñëî) íà ÷èñëîâîé îñè.

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà èëè ìîäóëü |a| (îò ëàò. modulus � ìåðà) äåéñòâè-
òåëüíîãî ÷èñëà a � íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ïî ïðàâèëó: åñëè
a > 0, òî |a| = a, åñëè a < 0, òî |a| = −a.

Íîðìà èëè ìîäóëü (îò ëàò. norma � ðóêîâîäÿùåå íà÷àëî, ïðàâèëî, îá-
ðàçåö) � îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ÷èñëà: |ν − τ | > 0, èëè
∥ν − τ∥ > 0. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èçó÷àòü íîðìû ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ñ
íîðìîé � íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïåðåìåííàÿ � âåëè÷èíà, êîòîðàÿ â èçó÷àåìîé çàäà÷å ïðèíèìàåò ðàç-
ëè÷íûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷¼ì òàê, ÷òî âñå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû íàïåð¼ä çàäàííûìè óñëîâèÿìè.

Ïðåäåë � îäíî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, îçíà÷àþ-
ùåå ÷òî íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå å¼ ïðèìåíåíèÿ
íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê êàêîìó-òî ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ èëè, êàê
ãîâîðÿò, ñõîäèòñÿ. Ïîíÿòèå ïðåäåëà èñïîëüçîâàëîñü åù¼ Íüþòîíîì âî âòî-
ðîé ïîëîâèíå 17-ãî âåêà è ìàòåìàòèêàìè 18-ãî âåêà, òàêèìè êàê Ýéëåð è
Ëàãðàíæ, îäíàêî îíè ïîíèìàëè ïðåäåë èíòóèòèâíî. Ïåðâûå ñòðîãèå îïðå-
äåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.16) äàëè Áîëüöàíî (1816) è Êîøè
(1821).

Ìåðà ìíîæåñòâà � îáîáù¼ííîå ïîíÿòèå äëèíû îòðåçêà, ïëîùàäè ïëîñ-
êîé (ëåæàùåé íà ïëîñêîñòè) ôèãóðû è îáú¼ìà òåëà íà ìíîæåñòâà áîëåå
îáùåé ïðèðîäû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè îïðåäåëåíèå ìåðû Ëå-

áåãà , ââåä¼ííîé À. Ëåáåãîì â 1902, äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ, ëåæàùèõ
íà ïëîñêîñòè. Îïðåäåëåíèå ìåðû íàïîìèíàåò îáû÷íûé ïðîöåññ èçìåðåíèÿ
ïëîùàäè.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìåðû Ëåáåãà:

1. Ìåðà ëþáîãî ìíîæåñòâà A íåîòðèöàòåëüíà: m(A) > 0.

2. Ìåðà ñóììû êîíå÷íîé èëè ñ÷¼òíîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ìíîæåñòâ A1, . . . , An, . . .: A =

∑∞
n=1An ðàâíà ñóììå èõ ìåð:

m(A) =
∑∞
n=1m(An).

3. Ïðè ïåðåìåùåíèè ìíîæåñòâà êàê òâ¼ðäîãî òåëà åãî ìåðà íå ìåíÿåòñÿ.

Äëÿ áîëåå óçêèõ êëàññîâ ìíîæåñòâ ìåðà, ñîâïàäàþùàÿ ñ ìåðîé Ëåáåãà
áûëà ðàíåå îïðåäåëåíà Ê. Æîðäàíîì (1893) è Ý. Áîðåëåì (1898).

Ìíîæåñòâî, èìåþùåå ìåðó, íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ìíîæåñòâîì.
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Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn èìååò (n-ìåðíóþ) ìåðó íóëü m(A) = 0, åñëè äëÿ
âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ïîêðûòèå {U1, U2, . . . } ýòîãî ìíîæåñòâà
çàìêíóòûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè, ÷òî

∑∞
i=1 V (Ui) < ε. Âìåñòî çàìêíóòûõ

ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæíî áðàòü îòêðûòûå.
Ñâîéñòâà ìåðû 0:

1. Ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê, î÷åâèäíî, èìååò
ìåðó 0.

2. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, êîòîðûå ìîãóò
áûòü çàíóìåðîâàíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàêæå èìååò ìåðó 0. Âàæ-
íûì è íåîæèäàííûì ïðèìåðîì òàêîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâî A âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìåæäó 0 è 1: m(A) = 0.
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî B âñåõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (òî÷åê) òîãî æå
èíòåðâàëà èìååò ìåðó 1: m(B) = 1. Ïðè ýòîì îáà ìíîæåñòâà A è B
ñõîäíû â òîì ñìûñëå, ÷òî âñþäó ïëîòíû íà (0, 1), ò.å. ìåæäó ëþáû-
ìè äâóìÿ òî÷êàìè óêàçàííîãî èíòåðâàëà íàéäóòñÿ êàê òî÷êè ìíîæå-
ñòâà A, òàê è òî÷êè ìíîæåñòâà B.

3. Åñëè A èìååò ìåðó 0, òî B ⊂ A èìååò ìåðó 0.

4. Åñëè A = A1 ∪A2 ∪ . . . è êàæäîå Ai èìååò ìåðó 0, òî A èìååò ìåðó 0.

5. Åñëè a < b, òî îòðåçîê [a, b] ⊂ R íå ìîæåò èìåòü ìåðó 0.

Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn èìååò (n-ìåðíûé) îáú¼ì 0, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîêðûòèå {U1, . . . , Un } ýòîãî ìíîæåñòâà çàìêíó-
òûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè, ÷òî

∑n
i=1 V (Ui) < ε. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî,

èìåþùåå îáú¼ì 0, èìååò òàêæå ìåðó 0. Âìåñòî çàìêíóòûõ ïàðàëëåëåïèïå-
äîâ ìîæíî, êàê è ðàíüøå, âîñïîëüçîâàòüñÿ îòêðûòûìè.

Ñâîéñòâà îáú¼ìà 0:

1. Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A, èìåþùåå ìåðó 0, èìååò òàêæå (n-ìåðíûé)
îáú¼ì 0. Ýòî çàêëþ÷åíèå íåâåðíî, åñëè A íåêîìïàêòíî (íå èìååò êî-
íå÷íîãî ïîêðûòèÿ). Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
ìåæäó 0 è 1 èìååò ìåðó 0, íî íå ìîæåò èìåòü îáú¼ì 0.

2. Íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íå ìîæåò èìåòü îáú¼ì 0.

1.3 Îòîáðàæåíèÿ

Ìîðôèçì èëè îòîáðàæåíèå ω ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y çàïèñûâàåòñÿ
êàê: ω : X → Y . Îòîáðàæåíèå ýëåìåíòà x ∈ X â ýëåìåíò y ∈ Y çàïèñûâàåòñÿ
êàê: ω : x 7→ y èëè y = ω(x). Ïðè ýòîì ýëåìåíò y íàçûâàåòñÿ îáðàç x, à
ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàç y.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ω : X → Y � åñòü U = {x : ω(x) ∈ Y } ⊂ X. Çàïèñü
â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ îçíà÷àåò ¾ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x, òàêèõ ÷òî ω(x) ∈
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Y ¿. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ω îïðåäåëåíî íå íà âñ¼ì X, à íà íåêîòîðîì åãî
ïîäìíîæåñòâå U , òî U � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ω.

Îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ ω � åñòü V = {ω(x) : x ∈ X} ⊂ Y .
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ω(X), êîòîðîå íàçûâàþò òàêæå
îáðàç X, åñòü íå âñ¼ ìíîæåñòâî Y , à íåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî V = ω(X),
òî V � îáëàñòü çíà÷åíèé ω.

Îòîáðàæåíèå ω : X → Y ïîðîæäàåò â ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ X × Y
ìíîæåñòâî Γω = { (x, y) : y = ω(x) } ⊂ X × Y , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì
îòîáðàæåíèÿ ω è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ýòî îòîáðàæåíèå.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê ω : X → Y åñòü îòîáðàæåíèå ω−1 : Y → X,
ãäå ω−1(Y ) = { y ∈ Y : ω(y) ∈ X } (åñëè êîíå÷íî îíî ñóùåñòâóåò). Îäíî èç
îòîáðàæåíèé ïðè ýòîì íàçûâàþò ïðàâûì, à äðóãîå � ëåâûì.

Èíúåêöèÿ, èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ω : X → Y (îòîáðàæåíèå ¾â¿) �
êîãäà ðàçíûå ýëåìåíòû èç X èìåþò ðàçíûå îáðàçû â Y , ò.å. äëÿ ν, τ ∈ X
åñëè ν ̸= τ , òîãäà ω(ν) ̸= ω(τ), à åñëè ν = τ , òîãäà ω(ν) = ω(τ).

Ñþðúåêöèÿ, ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ω : X → Y (îòîáðàæåíèå ¾íà¿)
� êîãäà ëþáîé ýëåìåíò èç Y èìååò ñâîé ïðîîáðàç â X.

Áèåêöèÿ, áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ω : X → Y (îò ëàò. bi � äâîéíîé,
äâîÿêèé è jacio � áðîñàþ) èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå � îòîá-
ðàæåíèå, èíúåêòèâíîå è ñþðúåêòèâíîå îäíîâðåìåííî.

Èíúåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à âìåñòå ñ ñþðúåêöèåé, äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì áèåêöèè.

Èçîìîðôèçì (îò ãðå÷. ϊσoς � ðàâíûé è µoρφή � âèä, ôîðìà) � ýòî îòîá-
ðàæåíèå ω, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îáðàòíîå îòîá-
ðàæåíèå ω−1. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè X è Y
ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íûå â îáå ñòîðîíû (ëåâóþ è ïðàâóþ)
îòîáðàæåíèÿ ω : X → Y è ω−1 : Y → X, òî ìíîæåñòâà X è Y èçîìîðôíû
(ïîõîæè èëè ïîäîáíû), à îòîáðàæåíèå ω åñòü èçîìîðôèçì.

Ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôèçìîâ ïîäìåòèë åù¼ Ð. Äåêàðò, õîòÿ ñàì òåðìèí
âîçíèê òîëüêî â ñåðåäèíå 19 â. Îí íàçûâàë òàêèå îòíîøåíèÿ èëè îïåðàöèè
¾ïîäîáíûìè¿ è ïðåäâèäåë âîçìîæíîñòü èõ ¾îòîæäåñòâëÿòü¿. Ñîâðåìåííàÿ
òåðìèíîëîãèÿ óòâåðäèëàñü ïîñëå ðàáîò Ý. Íåòåð (1918).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè àêñèîìû ëþáîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè îïðåäåëÿþò ñèñòåìó èçó÷àåìóþ îáúåêòîâ âñåãäà òîëüêî ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Äðóãèìè ñëîâàìè, àêñèîìàòè÷åñêè ïîñòðîåííàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, ïðèìåíèìàÿ ê êàêîé-ëèáî îäíîé ñèñòåìå îáúåêòîâ,
âñåãäà ïîëíîñòüþ ïðèìåíèìà ê äðóãîé, èçîìîðôíîé åé. Ïîýòîìó êàæäàÿ
àêñèîìàòè÷åñêè èçëîæåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äîïóñêàåò íå îäíó, à
ìíîãî ¾èíòåðïðåòàöèé¿, ¾ñèñòåì¿ èëè ¾ìîäåëåé¿, ïðèìåðû êîòîðûõ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè.

Ïðåîáðàçîâàíèåì íàçûâàþò îòîáðàæåíèå φ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M â
ñåáÿ: φ : M → M (áèåêöèÿ ìíîæåñòâà â ñåáÿ). Òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì íàçûâàþò îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå êàæäûé îáúåêò ìíîæåñòâà µ
â ñåáÿ: µ 7→ µ äëÿ âñåõ µ ∈M .

Èíâîëþöèÿ (îò ëàò. involution � èçãèá, ñâ¼ðòûâàíèå) îòîáðàæåíèå îáú-
åêòà íà ñåáÿ, êâàäðàò êîòîðîãî (ïðÿìîå îòîáðàæåíèå, çàòåì îáðàòíîå îòîá-
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ðàæåíèå) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Íàïðèìåð, ñèììåòðèÿ
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Åñëè çàäàíû òðè ìíîæåñòâà X, Y , Z è äâà îòîáðàæåíèÿ α : X → Y è
β : Y → Z, òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå γ : X → Z, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì
γ(x) = β(α(x)). Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàþò êîìïîçèöèåé, ñóïåðïîçèöèåé
èëè ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé α è β è îáîçíà÷àþò β ◦ α : X → Z (èíî-
ãäà ïðîñòî βα). Êîìïîçèöèÿ α ◦ β, äàæå åñëè îíà îïðåäåëåíà, ìîæåò íå
ñîâïàäàòü ñ β ◦ α.

Àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå A íàçûâàþò îòîáðàæåíèå ω
íåêîòîðîé ïðÿìîé ñòåïåíè ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî A: ω : An → A, êî-
ãäà êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ (a1, a2, . . . , an) ñòàâèòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèå îäèí ýëåìåíò a èç A, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ a = ω(a1, a2, . . . , an).
×èñëî n � àðíîñòü îïåðàöèè ω.

Ê àëãåáðàè÷åñêèì îïåðàöèÿì îòíîñÿò ñëîæåíèå (âû÷èòàíèå), óìíîæåíèå
è âçÿòèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà. Îäíàêî, äåëåíèå, íàïðèìåð, âî ìíî-
æåñòâå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íå ÿâëÿåòñÿ,
òàê êàê íåëüçÿ ðàçäåëèòü íà íóëü. Âçÿòèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà òàê-
æå, ðàçóìååòñÿ, áóäåò àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé òîëüêî íà ïîäìíîæåñòâå
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íî íåâîçìîæíî íà ìíîæåñòâå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûìè áûëè ïîíÿòèÿ áèíàðíîé n = 2 è óíàðíîé n = 1
îïåðàöèé. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ω íàä ìíîæåñòâîì A: ω : A2 → A îáîçíà÷à-
åòñÿ a ◦ b = c, ãäå a, b, c ∈ A. Íóëüàðíûå îïåðàöèè � ýòî ôèêñèðîâàííûå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, ÷àñòî íàçûâàåìûå ïðîñòî íóëÿìè. Â äàëüíåéøåì ìû
ðàçáåðåì àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íàä âåêòîðàìè
(âåêòîðíàÿ àëãåáðà), íàä ìàòðèöàìè (àëãåáðà ìàòðèö) è ò.ä.

Ñâîéñòâà îïåðàöèé:
Àññîöèàòèâíîñòü (ïîçäíåëàò. assotiatio � ñîåäèíåíèå) èëè cî÷åòàòåëü-

íîñòü: a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c; áûâàåò àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ, êîãäà
a + (b + c) = (a + b) + c èëè óìíîæåíèÿ a(bc) = (ab)c. Òåðìèí ââåë Ó. Ãà-
ìèëüòîí (1843).

Äèñòðèáóòèâíîñòü (ëàò. distributivus � ðàñïðåäåëèòåëüíûé) èëè ðàñ-

ïðåäåëèòåëüíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ: a(b+ c) = ab+ ac è
(b+ c)a = ba+ ca. Òåðìèí ââåë Ô. Ñåðâóà (1815).

Êîììóòàòèâíîñòü (ïîçäíåëàò. commutativus � ìåíÿþùèéñÿ), ñèììåò-
ðè÷íîñòü èëè ïåðåìåñòèòåëüíîñòü: a ◦ b = b ◦ a; à òàêæå àíòèêîììóòà-
òèâíîñòü, àíòèñèììåòðè÷íîñòü èëè êîñîñèììåòðè÷íîñòü: a◦b = −b◦a.
Áûâàåò êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ, êîãäà a + b = b + a èëè óìíîæåíèÿ
ab = ba. Òåðìèí ââåë Ô. Ñåðâóà (1815).

Àëãåáðàèñòû ñêëîííû îáúåäèíÿòü õîðîøî âåäóùèå ñåáÿ îáúåêòû â ïîëå,
êîëüöî èëè ãðóïïó.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â êîòîðîì âîç-
ìîæíû âñå ÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè: ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíî-
æåíèå è äåëåíèå. Îíî çàäà¼ò ïðàâèëà èãðû.

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë íå îáðàçóåò ïîëÿ (îòñóòñòâóåò ïðàâèëî äåëå-
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íèÿ), èõ ñêðîìíûé óäåë � êîëüöî, ñîõðàíÿþùåå ïðàâèëà ñëîæåíèÿ, âû÷è-
òàíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåðìèíû ïîëå, êîëüöî è ãðóïïà â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Ãðóïïà, ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî G, íà êîòîðîì çàäàíà áèíàðíàÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1. àññîöèàòèâíîñòü a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c, ãäå a, b, c ∈ G;

2. ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò e, íàçûâàåìûé åäèíèöà, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈
G âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå a ◦ e = a;

3. äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò a−1 ∈ G, òàêîé ÷òî
a ◦ a−1 = e.

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåé ïî ñëîæåíèþ åñòü
ãðóïïà. Ðîëü e èãðàåò ÷èñëî 0, à ðîëü îáðàòíîãî ê ÷èñëó ¾z¿ ýëåìåíòà �
÷èñëî ¾−z¿.

Ïðèìåð 2. Äëÿ ôèãóðû íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî âñåõ äâèæåíèé ïëîñêî-
ñòè, ñàìîñîâìåùàþùèõ äàííóþ ôèãóðó, îáðàçóåò ãðóïïó ñèììåòðèè ôèãó-
ðû. Îïåðàöèåé ñëóæèò êîìïîçèöèÿ φ ◦ ψ äâóõ äâèæåíèé φ è ψ, åäèíèöåé
ñëóæèò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, à îáðàòíûì ê φ ýëåìåí-
òîì ñëóæèò îáðàòíîå äâèæåíèå φ−1.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé (êîììóòàòèâíîé), åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈
G âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè a ◦ b = b ◦ a.

Ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð ïðåîáðàçî-
âàíèé, åñëè âìåñòå ñ êàæäûì ïðåîáðàçîâàíèåì â íåãî âõîäèò îáðàòíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå è ñ êàæäûìè äâóìÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè � èõ ïðîèçâåäåíèå. Ýëå-
ìåíòîì åäèíèöà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæå-
ñòâà, ïåðåâîäÿùåå êàæäûé îáúåêò â ñåáÿ.

Ïîíÿòèå ãðóïïû èìååò â àëãåáðå ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå. Òàê ïî-
íÿòèå èçîìîðôèçìà âîçíèêëî â òåîðèè ãðóïï, ãäå âïåðâûå áûë ïîíÿò òîò
ôàêò, ÷òî èçó÷åíèå âíóòðåííåé ñòðóêòóðû äâóõ èçîìîðôíûõ ñèñòåì îáúåê-
òîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó è òó æå çàäà÷ó. Ïîíÿòèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâà-
íèé � îäíî èç ñàìûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äëÿ âñåé ìàòåìàòèêè è îäíîâðåìåí-
íî, îäíî èç ñàìûõ ïðîñòûõ: ÷åëîâå÷åñêîìó ìîçãó ñâîéñòâåííî ìûøëåíèå â
òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé.

Êîëüöî, ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî R, íà êîòîðîì çàäàíû äâå áèíàðíûå
àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1. êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ a+ b = b+ a, ãäå a, b ∈ R;

2. àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ a+ (b+ c) = (a+ b) + c, ãäå a, b, c ∈ R;

3. îáðàòèìîñòü ñëîæåíèÿ (âîçìîæíîñòü âû÷èòàíèÿ), ò.å. óðàâíåíèå a +
x = d èìååò ðåøåíèå x = b− a, ãäå a, b, x ∈ R;

4. Äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ a(b+c) = ab+ac
è (b+ c)a = ba+ ca, ãäå a, b, c ∈ R.
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Èç ñâîéñòâ 1�3 ÿñíî, ÷òî ýëåìåíòû êîëüöà îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó îò-
íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, íàçûâàåìóþ àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà.

Ïîëå, ýòî êîëüöî R â êîòîðîì çàäàíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:

1. êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ab = ba, ãäå a, b ∈ R;

2. àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ a(bc) = (ab)c, ãäå a, b, c ∈ R.

Ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñîáûé ïîäêëàññ êîëåö.
Åñëè â êîëüöå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî óñëîâèå 1, òî îíî íàçûâàåòñÿ êîììó-

òàòèâíûì, à åñëè òîëüêî óñëîâèå 2 � àññîöèàòèâíûì.
Åñëè â êîëüöå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ a2 = 0 è a(bc) + b(ac) + c(ab) = 0,

òî îíî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì Ëè.
×èñëîâîå ïîëå � ïîëå, ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëîâîå ïîëå ýòî ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë, â ïðåäåëàõ êî-
òîðîé âñåãäà âûïîëíèìû è îäíîçíà÷íû ÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèè
(äåéñòâèÿ) � ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå è äåëåíèå íà ÷èñëî îòëè÷-
íîå îò íóëÿ: a+ b = c, a− b = c, a · b = c, a/b = c.

Ïðèìåðàìè ÷èñëîâûõ ïîëåé è êîëåö ìîãóò ñëóæèòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïî÷òè âñå çàêîíû
ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè àêñèîì, îïðåäåëÿþùèõ
ïîëå.

Òåðìèí ¾ïîëå¿ âïåðâûå ïîÿâèëñÿ â ¾Òåîðèè ÷èñåë¿ Ï. Äèðèõëå (1871).

Ôóíêöèÿ (îò ëàò. function � èñïîëíåíèå, îñóùåñòâëåíèå) � îòîáðàæåíèå
ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè φ : Rn → Rm èëè èõ ïîäìíîæåñòâàìè φ : U → V
(U ⊂ Rn, V ⊂ Rm), ò.å. îòîáðàæåíèå υ = φ(ν), îòíîñÿùåå êàæäîé òî÷êå
ν = (x1, . . . , xn) ∈ U òî÷êó υ = (y1, . . . , ym) ∈ V . Ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, à ìíîæåñòâî V = φ(U) íàçûâàåòñÿ îáëàñòü
çíà÷åíèé ôóíêöèè φ èëè îáðàç U . Êîîðäèíàòû òî÷êè x1, . . . , xn íàçûâà-
þòñÿ ïåðåìåííûìè ôóíêöèè. Åñëè ïåðåìåííûå íå çàâèñÿò îò äðóãèõ ïåðå-
ìåííûõ, òî îíè íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè èëè àðãóìåíòàìè
(ëàò. argumentum, çäåñü � ïðåäìåò, çíàê).

Êîíñòàíòîé (îò ëàò. constantis � ïîñòîÿííûé, íåèçìåííûé) íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà (÷àñòî îáîçíà÷àåìàÿ const), ïðîòèâîïîëîæíàÿ ïî ñìûñëó ïåðå-
ìåííîé è èìåþùàÿ îïðåäåë¼ííîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå.

Åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, òî îíà îáîçíà÷àåòñÿ φ−1 : V → U ,
ãäå φ−1(V ) = { ν ∈ U : φ(ν) ∈ V }.

Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå φ : U → Rn âçàèìíî îäíîçíà÷íî, òî φ−1 : φ(U) →
Rn îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ν = φ−1(υ) áûëî òåì åäèíñòâåííûì
ν ∈ U , äëÿ êîòîðîãî φ(ν) = υ.

Äëÿ ôóíêöèé α : A → Rm (A ⊂ Rn) è β : B → Rk (B ⊂ Rm) îïåðàöèÿ
ñóïåðïîçèöèè (êîìïîçèöèè) åñòü ñîñòàâëåíèå íîâîé ñëîæíîé ôóíêöèè: (β ◦
α)(ν) = β(α(ν)), ãäå ν ∈ A. Ïðè ýòîì îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ β ◦ α ñëóæèò
A ∩ α−1(B).

Ôóíêöèÿ f : R → R èëè y = f(x) íàçûâàåòñÿ � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî. Ïåðåìåííàÿ ôóíêöèè íå îáÿçàòåëüíî
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äîëæíà áûòü äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Ôóíêöèÿ f : Rn → R èëè y =
f(x1, . . . , xn) åñòü äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ äåéñòâèòåëüíûõ

ïåðåìåííûõ èëè êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ν1, ν2, . . . ∈ M � ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíî-

æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: ν : N →M . ×àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âåñü íàòóðàëüíûé
ðÿä ÷èñåë. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé M ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò ñîñòîÿòü èç
îáúåêòîâ ëþáîé ïðèðîäû. Çíà÷åíèå ν(n) ∈ M íàçûâàþò ÷ëåíîì (ýëåìåí-
òîì) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ν, èìåþùèì íîìåð n. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ν : N → R íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò îáúåêò, ê êîòîðîìó ÷ëåíû ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ (ïðèáëèæàþòñÿ) ñ ðîñòîì íîìåðà.
Íàïðèìåð, ÷èñëî p íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn: p = lim
n→∞

xn, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ïðè n→ ∞ íåîãðàíè÷åííî ïðè-

áëèæàåòñÿ ê ñâîåìó ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ p. Çàïèñü n→ ∞ îçíà÷àåò, ÷òî
¾n ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè¿. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn ñòðåìèòñÿ (ñõîäèòñÿ) ê ÷èñëó p. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãîâîðÿò, ÷òî ïðå-

äåë p ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ñóùåñòâóåò, åñëè äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî
ìàëîãî) ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ çàâèñÿùåå îò íåãî (äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå) íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n > N âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
|xn − p| < ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü νn ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ν èëè

ν = lim
n→∞

νn, (1.16)

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëîN , ÷òî ρ(νn, ν) <
ε äëÿ âñåõ n < N .

Íå ó âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ïðåäåë. Åñëè ó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ïðåäåë, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè íåò �
ðàñõîäÿùåéñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ
ìîäóëü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

|ν| = lim
n→∞

|νn|. (1.17)

Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.16) ñõîäèòñÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.17)
ðàñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò îá óñëîâíîé ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èëè ñõîäÿùàÿñÿ â
ñåáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü νn òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàäàííî-
ãî ðàññòîÿíèÿ, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî
âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè íå
áîëåå ÷åì çàäàííîå. Äðóãèìè ñëîâàìè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òî ρ(νi, νj) < ε äëÿ âñåõ i, j > N .
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Âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, íî
íå âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòî-
ðîì ñõîäèòñÿ ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå ïîëíî, åãî ìîæíî ïîïîëíèòü, àíàëî-
ãè÷íî òîìó, êàê ïîïîëíÿåòñÿ ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èððàöèîíàëü-
íûìè äî ñîâîêóïíîñòè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Çàïèñü, ôóíêöèÿ φ èìååò â òî÷êå τ ïðåäåë ξ:

lim
ν→τ

φ(ν) = ξ (1.18)

îçíà÷àåò, ÷òî φ(ν) ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê ξ, âçÿâ òî÷êó ν
äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê òî÷êå τ , íî íå ñîâïàäàþùåé ñ τ .

Ïëîòíîñòü ρ (èçìåðèìîãî) ìíîæåñòâà A ⊂ Rn ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë
(åñëè îí ñóùåñòâóåò) îòíîøåíèÿ:

ρ = lim
m(P )→0

m(A ∩ P )
m(P )

. (1.19)

ãäå P � ïàðàëëåëåïèïåä â Rn,
m � ìåðà ìíîæåñòâà.

Ôóíêöèè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáúåêòû äëÿ îòîáðàæåíèé, ò.å.
íàä ôóíêöèÿìè â ñâîþ î÷åðåäü ïðîèçâîäÿò îòîáðàæåíèÿ. Â ìàòåìàòèêå
ñóùåñòâóåò ðÿä îòîáðàæåíèé ðàçíûõ óðîâíåé: Îòîáðàæåíèå íàä ÷èñëàìè
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé, îòîáðàæåíèå íàä ôóíêöèÿìè íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-

ðîì (ïîçäíåëàò. operator � ðàáîòíèê, èñïîëíèòåëü), îòîáðàæåíèå íàä îïå-
ðàòîðàìè � ôóíêòîðîì (ëàò. fungo � îñóùåñòâëÿþ, âûïîëíÿþ) è ò.ä. Â
ðåçóëüòàòå ôóíêöèè è îïåðàòîðû, ò.å. îòîáðàæåíèÿ, ñòàíîâÿòñÿ îáúåêòàìè
äëÿ îòîáðàæåíèé.

Íàïðèìåð, íàä ôóíêöèÿìè f, g : Rn → R ìîæíî âûïîëíÿòü ÷åòûðå îïå-
ðàöèè � ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ôóíêöèé:

f + g, f − g, f · g è f/g.

1.4 Êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâà

×èñëà â n-÷ëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.4) íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè (îò
ëàò. co � ñîâìåñòíî, è ordinatus � óïîðÿäî÷åííûé, îïðåäåë¼ííûé) ðàññìàò-
ðèâàåìîé òî÷êè, à âûáðàííûå ÷èñëîâûå îñè, íà êîòîðûå ýòà òî÷êà ïðîåöè-
ðóåòñÿ � êîîðäèíàòíûìè îñÿìè ïðîñòðàíñòâà.

Ñèñòåìîé êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü âûáðàííûõ
(ñîâìåñòíî îïðåäåë¼ííûõ) ÷èñëîâûõ îñåé. Ñèñòåìó êîîðäèíàò óäîáíî âû-
áðàòü òàê, ÷òîáû èõ íóëåâûå òî÷êè ñîâïàäàëè. Ïðè òàêîì ñîâìåùåíèè íó-
ëåâûõ òî÷åê ìû ïîëó÷àåì íà÷àëî êîîðäèíàò, â êîòîðîì âñå êîîðäèíàòíûå
îñè ïåðåñåêàþòñÿ. Êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâà äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû. Íà
ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì çàäàâàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ
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êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî, êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâà äîëæíû áûòü ñóùåñòâåí-
íû, ò.å. äîëæíû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà.
Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò äîëæíî
áûòü ðàâíî ðàçìåðíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà. Íåçàâèñèìîñòü è
ñóùåñòâåííîñòü ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿìè ïðè âû-
áîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â îñòàëüíîì âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò äîñòàòî÷íî
ïðîèçâîëåí.

Êðîìå ïðîñòðàíñòâà Rn ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An,
êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò Rn òåì, ÷òî â í¼ì ¾íå ôèêñèðîâàíî íà÷àëî êîîðäè-
íàò¿ è âñå åãî òî÷êè àáñîëþòíî ðàâíîïðàâíû. Îäíàêî èíîãäà àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿþò ïî-äðóãîìó. Òàê Àíäðå Àðãî â ñâîåé êíèãå ¾Ìà-
òåìàòèêà äëÿ ýëåêòðî- è ðàäèîèíæåíåðîâ¿ [3, ñ. 238] îïðåäåëÿåò àôôèí-
íûì ïðîñòðàíñòâî, êîîðäèíàòû êîòîðîãî èìåþò ðàçíûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ.
Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ñëóæèò ïðîñòðàíñòâî òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, â êîòîðîì ïî êîîðäèíàòíûì îñÿì îòêëàäûâàþòñÿ, íàïðèìåð, äàâëåíèå,
óäåëüíûé îáú¼ì è òåìïåðàòóðà. Äðóãèì ïðèìåðîì ñëóæèò Ìèð � ÷åòûð¼õ-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ: R × R3 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îñè âðåìåíè t
íà òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R3.

Ìûñëü î ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âûðàæàë È. Êàíò (1746), à î ïðèñî-
åäèíåíèè ê ïðîñòðàíñòâó â êà÷åñòâå 4-é êîîðäèíàòû âðåìåíè ïèñàë Æ. Äà-
ëàìáåð (1764). Ïîñòðîåíèå æå åâêëèäîâîé (ñì. íèæå) ìíîãîìåðíîé ãåîìåò-
ðèè áûëî îñóùåñòâëåíî À. Êýëè (1843), Ã. Ãðàññìàíîì (1844) è Ë. Øëåôëè
(1852). Ïåðâîíà÷àëüíûå ñîìíåíèÿ è ìèñòèêà, ñâÿçàííûå ñî ñìåøåíèåì ýòèõ
îáîáùåíèé ñ ôèçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì áûëè ïðåîäîëåíû, è n-ìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî óêðåïèëîñü â ìàòåìàòèêå.

Ñìûñë êîîðäèíàò ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë. Îäíàêî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â
ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì êîîð-
äèíàò íàì ïîíàäîáÿòñÿ òåðìèíû èç ñëåäóþùèõ ãëàâ, òàêèå êàê áàçèñ (2.17),
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (2.68), êàñàòåëüíûé âåêòîð (ñ. 110).

Äîïóñòèì, ìû èìååì òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âûáðàííûìè êîîðäè-
íàòàìè x, y, z è õîòèì çàäàòü â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íîâóþ êîîðäèíàòíóþ ñè-
ñòåìó ñ âûáðàííûìè êîîðäèíàòàìè u, v, w, êîòîðûå ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì
îêàæóòñÿ ëó÷øå.

Âî-ïåðâûõ, âûáðàííàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà ìîæåò íå áûòü îðòîãî-
íàëüíîé. Òàêîé áàçèñ íàçûâàåòñÿ êîñîóãîëüíûì. Âïðî÷åì òàêèå ñèñòåìû
ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, è ìû èõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Åñëè
ìû âûáèðàåì íîâóþ êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó îðòîãîíàëüíîé, çíà÷èò íîâîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî � åâêëèäîâî.

Âî-âòîðûõ, êîîðäèíàòíûå îñè íå îáÿçàòåëüíî ìîãóò áûòü ïðÿìûìè ëè-
íèÿìè. Íàïðèìåð, ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ, çàäàííóþ íà êàêîé-ëèáî ïî-
âåðõíîñòè, è íàì óäîáíî, ÷òîáû êîîðäèíàòíûå îñè öåëèêîì ëåæàëè íà ýòîé
ïîâåðõíîñòè, íî ïðè ýòîì îñòàâàëèñü îðòîãîíàëüíûìè (ïåðïåíäèêóëÿðíûìè
äðóã äðóãó â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè êðèâûìè ëèíèÿìè). Òàêèå êîîðäè-
íàòû ñ îðòîãîíàëüíûìè êðèâîëèíåéíûìè îñÿìè íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûìè
êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè, â îòëè÷èå îò îðòîãîíàëüíûõ ïðÿìîëèíåé-
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íûõ êîîðäèíàò, êîòîðûå íàçûâàþò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (ðèñ. 1.1).

x y

z

θ

φ

ρ

(ρ, φ, θ)r
�����

-

6

Ðèñ. 1.1: Äåêàðòîâû (x, y, z) è ñôå-
ðè÷åñêèå (ρ, φ, θ) êîîðäèíàòû.

Â-òðåòüèõ, âûáðàííàÿ êîîðäèíàò-
íàÿ ñèñòåìà ìîæåò íå èìåòü ôèêñèðî-
âàííîãî íà÷àëà êîîðäèíàò è íàïðàâëå-
íèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè êîîðäèíàòíûå îñè � êðèâûå
ëèíèè, òî áàçèñíûå âåêòîðû â êàæ-
äîé òî÷êå ýòèõ êðèâûõ åñòü êàñàòåëü-
íûå âåêòîðû. Î÷åâèäíî, ÷òî â ðàçíûõ
òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà ýòè êàñàòåëüíûå
âåêòîðû áóäóò èìåòü ðàçíîå íàïðàâëå-
íèå. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà (äàííîì íà÷àëå êîîðäèíàò) ìû áó-
äåì èìåòü òðè ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì êðèâîëèíåéíûå êîîð-
äèíàòíûå îñè, ñîîòâåòñòâóþùèå òîëüêî ýòîé òî÷êå, è òðè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèÿ ýòèõ îñåé. Òàêèì îáðàçîì, íàøè êðèâîëè-
íåéíûå êîîðäèíàò áóäóò ôóíêöèåé ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà
u, v, w = u, v, w(x, y, z), à îðòû êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû îáðàçóþò áàçèñ â
êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê êîîðäèíàòíûì êðèâûì, ò.å. òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó áàçèñ êðèâîëè-
íåéíîé ñèñòåìû íàçûâàþò ïîäâèæíûì ðåïåðîì.

Òàêèì îáðàçîì, â îðòîãîíàëüíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷èñ-
ëîâûå (êîîðäèíàòíûå) ïðÿìûå ñòàíîâÿòñÿ êîîðäèíàòíûìè êðèâûìè, à êî-
îðäèíàòíûå ïëîñêîñòè � êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Êàæäàÿ êîîðäè-
íàòà îáðàçóåò ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ëèíèé (êîîðäèíàòíóþ ïîâåðõíîñòü).
Âíóòðè ñåìåéñòâà êîîðäèíàòíûå ëèíèè íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Êðè-
âûå èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïîä
ïðÿìûì óãëîì. Âçÿòûå âî âñåé èõ ñîâîêóïíîñòè êîîðäèíàòíûå ëèíèè îáðà-
çóþò êîîðäèíàòíóþ ñåòêó.

Êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííûå ñåìåéñòâàìè êîîðäèíàòíûõ
ëèíèé, òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì â êàæäîé òî÷êå.

Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå îðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíà-
òû ñâÿçàíû ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x, y, z ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íà ïëîñêîñòè:

1. Ïîëÿðíûå x = r cosφ, y = r sinφ, ãäå 0 6 r < ∞, 0 6 φ < 2π. Êî-
îðäèíàòíûå ëèíèè � êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè r = const è ëó÷è
φ = const (ðèñ. 1.5).

2. Ïàðàáîëè÷åñêèå x = u2 − v2, y = 2uv, ãäå −∞ < u < ∞, −∞ < v <
∞. Êîîðäèíàòíûå ëèíèè � äâå ñèñòåìû ïàðàáîë ñ ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåííûìè îñÿìè, êîãäà u = cont, ëèáî v = const.

Â ïðîñòðàíñòâå:

1. Öèëèíäðè÷åñêèå x = r cosφ, y = r sinφ, z = z, ãäå 0 6 r < ∞,
0 6 φ < 2π, −∞ < z < ∞ (ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì äîáàâëÿåòñÿ
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îñü z). Êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè � êðóãîâûå öèëèíäðû r = const,
ïîëóïëîñêîñòè φ = cont è ïëîñêîñòè z = const. Íàçâàíèå ïðåäëîæèë
Ð. Áàëüòöåð (1882).

2. Ñôåðè÷åñêèå x = ρ cosφ sin θ, y = ρ sinφ sin θ, z = ρ cos θ, ãäå 0 6 ρ <
∞, 0 6 φ < 2π, 0 6 θ 6 π (ðèñ. 1.1). Êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè �
êîíöåíòðè÷åñêèå ñôåðû (ρ = const), ïîëóïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
îñü z (φ = const), êðóãîâûå êîíóñû ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò
è îñüþ z (θ = const). Ôîðìóëû ïðèâ¼ë Æ. Ëàãðàíæ (1773), íàçâàíèå
ïðåäëîæèë Ð. Áàëüòöåð (1882).

3. Ïàðàáîëè÷åñêèå , x = u2 − v2, y = 2uv, z = z ãäå −∞ < u < ∞, −∞ <
v < ∞, −∞ < z < ∞. Êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè � äâå ñèñòåìû
ïàðàáîëè÷åñêèõ öèëèíäðîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè îñÿìè,
êîãäà u = const, ëèáî v = const è ïëîñêîñòè z = const.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû ìîãóò èìåòü ðàçíûå
åäèíèöû èçìåðåíèÿ: âåëè÷èíû r è ρ èìåþò ìåðó äëèíû, óãëû φ è θ �
áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, a u è v � êîðåíü èç ìåðû äëèíû.

1.5 Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

Ãðàôèê (îò ãðå÷. γραφικύς � íà÷åðòàííûé) ôóíêöèè åñòü å¼ èçîáðàæåíèå
â ïðîñòðàíñòâå â âèäå ìíîæåñòâà òî÷åê.

Ãðàôèêîì ôóíêöèè φ : Rn → Rm íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

{ (ν, υ) : υ = φ(ν) } ⊂ Rn × Rm. (1.20)

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè f : A → R, ãäå A ⊂ R2, ìîæíî ïîëó÷èòü
óäîáíîå èçîáðàæåíèå, ïîñòðîèâ å¼ ãðàôèê � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê âèäà
Γf = { (x, y, z) : z = f(x, y) } ⊂ R2 × R = R3, îáðàçóþùåå íåêîòîðóþ ôèãóðó
â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè y = f(x), îáîçíà÷àåòñÿ

x = f−1(y) èëè y = f−1(x). (1.21)

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íà, åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ èíúåêòèâíà.
Åñëè îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íà, òî f−1(f(x)) ≡ x ïðè âñåõ x èç

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) è f(f−1(x)) ≡ x ïðè âñåõ x èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f−1(x).

Ãðàôèêè ôóíêöèé y = f(x) è y = f−1(x) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
áèññåêòðèñû ïåðâîãî è òðåòüåãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ (ðèñ. 1.2).

Ñóùåñòâóþò ñëîâåñíûé, ãðàôè÷åñêèé è òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíê-
öèé. Îäíàêî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì çàäàíèÿ ôóíêöèé ÿâëÿ-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ f çàäàåòñÿ ôîðìóëîé â
òàê íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè: ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ xa

è îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ x
1
a , ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ex è îáðàòíàÿ
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ê íåé ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ lnx, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè sinx,
cosx è îáðàòíûå ê íèì ôóíêöèè arcsinx, arccosx.

Ôóíêöèÿ x
1
n = n

√
x, ãäå n ∈ N, íàçûâàåòñÿ òàêæå ðàäèêàë (îò ïîçäíåëàò.

radicalis � èìåþùèé êîðíè, ëàò. radix � êîðåíü), çíàê
√
ÿâëÿåòñÿ èçìåí¼í-

íîé ëàòèíñêîé r, à äåéñòâèå íàçûâàþò èçâëå÷åíèåì êîðíÿ.
Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ x2 íàçûâàåòñÿ êâàäðàò x, à x3 � êóá x.

y

x

1

1

ex

lnx

-

6 y

x

1

1

x2

√
x

−
√
x

-

6
y

x

1

1

π
2

π
2

−1

−1

−π
2

−π
2

arcsin x

sin x

arcsin x

sin x

-

6

Ðèñ. 1.2: Ãðàôèêè íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Íàä ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè f, g, êàê è íàä ÷èñëàìè, ìîæíî âûïîë-
íÿòü ÷åòûðå îïåðàöèè � ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ôóíê-
öèé f+g, f−g, f ·g è f/g. Åñëè óêàçàííûå îïåðàöèè ïðèìåíÿëèñü êîíå÷íîå
÷èñëî ðàç, òî ðåçóëüòàò îïåðàöèè òàêæå îòíîñÿò ê ýëåìåíòàðíûì ôóíêöè-
ÿì. Íàïðèìåð, ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ax = ex ln a, òàíãåíñ tg x = sin x

cos x è
ò.ä., à òàêæå îáðàòíûå ê íèì ôóíêöèè loga x, arctg x è ò.ä.

×¼òíàÿ ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿ f(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: f(−x) =
f(x) äëÿ âñåõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Íàïðèìåð, x2, cosx,
ln |x|. Ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå ÷¼òíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ
÷¼òíûìè ôóíêöèÿìè.

Íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ�ôóíêöèÿ f(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: f(−x) =
−f(x) äëÿ âñåõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Íàïðèìåð, x3, sinx,
tg x. Ñóììà è ðàçíîñòü íå÷¼òíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ íå÷¼òíûìè ôóíêöèÿ-
ìè, à ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå äâóõ íå÷¼òíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè
ôóíêöèÿìè. Ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
íå÷¼òíûìè ôóíêöèÿìè.

Ãðàôèê ÷¼òíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, à ãðà-
ôèê íå÷¼òíîé ôóíêöèè � îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ìíîãî÷ëåí (ïîëèíîì) îäíîãî ïåðåìåííîãî n-îé ñòåïåíè òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé è èìååò âèä:

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, (1.22)

ãäå x � äåéñòâèòåëüíîå ïåðåìåííîå,
a0, a1, . . . , an ∈ R è n ∈ N � ÷èñëà.

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî x � ôóíêöèÿ âèäà ax+b, ãäå a, b
� ÷èñëà. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ, èëè ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè
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îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn � ôóíêöèÿ âèäà a0 + a1x
1 + . . . + anx

n, ãäå
a0, a1, . . . , an � ÷èñëà.

Ê ÷èñëó âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ îòíîñèòñÿ òåîðåìà Âåéåð-

øòðàññà: ëþáóþ íåïðåðûâíóþ (ñì. íèæå) ôóíêöèþ ìîæíî ñ ïðîèçâîëüíî
ìàëîé îøèáêîé (ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ) çàìåíèòü ìíîãî÷ëåíîì. Òî÷íàÿ
å¼ ôîðìóëèðîâêà òðåáóåò, ÷òîáû äàííàÿ ôóíêöèÿ áûëà íåïðåðûâíà íà êîì-
ïàêòíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ôîðìà (ëàò. forma) èëè îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí � ìíîãî÷ëåí îò íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ, âñå ÷ëåíû êîòîðîãî èìåþò îäíó è òó æå ñòåïåíü. Ïîä
ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà xα1 x

β
2 . . . x

γ
m ïîíèìàþò ÷èñëî n = α+ β + . . .+ γ. Â çà-

âèñèìîñòè îò ñòåïåíè ôîðìû íàçûâàþò ëèíåéíûìè n − 1, êâàäðàòè÷íûìè
n = 2, êóáè÷åñêèìè n = 3, è ò.ä. Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ ôîðìû
íàçûâàþò áèíàðíûìè m = 2 òåðíàðíûìè m = 3 è ò.ä.. Êâàäðàòè÷íûå ôîð-
ìû òåñíî ñâÿçàíû ñ ëèíèÿìè è ïîâåðõíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà (ñì. � 3.6) è
ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå âàæíûìè äëÿ ïðèëîæåíèé. Íàïðèìåð: a1x1+ . . .+anxn

� ëèíåéíàÿ ôîðìà, xy + 2y2 + z2 � òåðíàðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.
Îáùåå ÷èñëî ÷ëåíîâ ôîðìû ðàâíî

(x1 + . . .+ xm)N = mN . (1.23)

Î÷åíü èçâåñòíîé áèíàðíîé ôîðìîé ÿâëÿåòñÿ áèíîì Íüþòîíà

(x+ y)N = xN + C1
Nx

N−1y + . . .+ CnNx
N−nyn + . . .+ yN , (1.24)

ãäå CnN � êîýôôèöèåíòû,
n,N ∈ N.

Îáùåå ÷èñëî ÷ëåíîâ áèíîìà ðàâíî ñóììå êîýôôèöèåíòîâ:

N∑
n=0

CnN = 2N (1.25)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèíîìèíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ CnN íàì ïîíàäîáÿòñÿ
íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç êîìáèíàòîðèêè (îò ïîçäíåëàò. combino � ñîåäèíÿþ)
� ðàçäåëà ìàòåìàòèêè, ïîñâÿù¼ííîãî ðåøåíèþ çàäà÷ âûáîðà è ðàñïîëîæå-
íèÿ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî, îáû÷íî êîíå÷íîãî, ìíîæåñòâà â ñîîòâåòñòâèè
ñ îïðåäåëåííûìè ïðàâèëàìè (êîìáèíàòîðèêó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ïðîñòî
òåîðèåé êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ).

Ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(êîðòåæ) äëèíû n, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàçëè÷íû. Íàïðèìåð, äâà ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòà x1, x2 îáðàçóþò äâå ïåðåñòàíîâêè (x1, x2), (x2, x1). Êîëè÷åñòâî
ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ðàâíî:

n! = n · (n− 1) · . . . · 1 = n · (n− 1)! ïðè÷¼ì 0! = 1! = 1. (1.26)

Ðàçìåùåíèåì èç N ýëåìåíòîâ ïî n íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (êîðòåæ) äëèíû n èç ýòèõ N , âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàçëè÷íû. Ýëå-
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ìåíòû N ïðèíÿòî íàçûâàòü ÿ÷åéêàìè (èëè óðíàìè), à ýëåìåíòû n � ÷àñòè-
öàìè (èëè øàðàìè). Êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé ðàâíî:

AnN = N · (N − 1) · . . . · (N − n+ 1) =
N !

(N − n)!
, òàê Ann = n!. (1.27)

Ñî÷åòàíèåì èç N ýëåìåíòîâ ïî n íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé íàáîð n ðàç-
ëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç N (ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ íå âàæíà). Ðàñ-
ñìîòðèì âñå ðàçìåùåíèÿ èç N ýëåìåíòîâ ïî n. Ðàçîáüåì èõ íà ðàçëè÷íûå
ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ðàçìåùåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì
ýëåìåíòîâ, íî íå ñîñòàâîì, à äâå ðàçëè÷íûå ãðóïïû îòëè÷àþòñÿ õîòÿ áû
îäíèì ýëåìåíòîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ãðóïï ñîâïàäàåò ñ ÷èñ-
ëîì ñî÷åòàíèé èç N ýëåìåíòîâ ïî n. ×èñëî ðàçìåùåíèé âíóòðè ãðóïïû èç n
ýëåìåíòîâ ðàâíî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê, ò.å. n!. Êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé ðàâíî:

CnN =
AnN
n!

=
N !

n!(N − n)!
=
AnN
Ann

. (1.28)

Áèíîìèíàëüíûå êîýôôèöèåíòû â (1.24) ðàâíû ÷èñëó ñî÷åòàíèé.
Ïðàâèëî äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

CnN = Cn−1
N−1 + CnN−1. (1.29)

Ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Pn(x)

Qm(x) . Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè n < m,
è íåïðàâèëüíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìíîãî÷ëåí Pn(x) åñòü íå òîëüêî ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x, íî è ôóíêöèÿ
ïåðåìåííîé n, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: (P1, . . . , P2, . . .).

Áåñêîíå÷íûé ìíîãî÷ëåí îáðàçóåò ¾ðÿä ñòåïåííûõ ôóíêöèé¿ èëè ¾ôóíê-
öèîíàëüíûé ðÿä¿. Ñòåïåííûå ôóíêöèè anx

n íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà.
Ìíîãî÷ëåí Pn(x) ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà ïîðÿäêà
n. Ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ (ðÿä ñõîäèòñÿ), åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì Pn(x).

Íàïðèìåð:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . =

∞∑
n=0

xn

n!
èëè ex = lim

n→∞

(
1 +

x

n

)n
. (1.30)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ ex ìîæíî îïðåäåëèòü íå òîëüêî êàê ðÿä, íî è
êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Âàæíåéøèì ñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ, èçîáðàæåíèÿ è ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè â âèäå áåñêîíå÷íîãî ìíî-
ãî÷ëåíà èëè ðÿäà ñòåïåííûõ ôóíêöèé.

Äðóãèå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè òàêæå ¾ðàçëàãàþòñÿ â ðÿä¿:

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n
x2n

(2n)!
, (1.31)

sinx =
x

1!
− x3

3!
+ . . .+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, (1.32)
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äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ x. È

1

1− x
= 1 + x+ x2 + . . .+ xn + . . . , äëÿ x2 < 1; (1.33)

ln(1 + x) = x− x2

2
+ . . .+ (−1)n+1x

n

n
+ . . . , äëÿ −1 < x 6 1; (1.34)

ln(1− x) = −
[
x+

x2

2
+ . . .+

xn

n
+ . . .

]
, äëÿ −1 < x 6 1; (1.35)

arctg x = x− x3

3
+ . . .+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ . . . , äëÿ x2 < 1. (1.36)

Íå âñå ôóíêöèè ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû. Ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà, íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé.

Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, ñòîÿùèå ñëåâà â (1.30�1.36), íåïðåðûâíûå àíà-
ëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, à ñòîÿùèå ñïðàâà ÷ëåíû ðÿäà îáðàçóþò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, ò.å. óïîðÿäî÷åííîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì,
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ìîæíî èçó÷àòü, ðàçëàãàÿ â äèñêðåòíûå ðÿäû, à
äèñêðåòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî èçó÷àòü ïðè ïîìîùè íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé. Â îáùåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ìèðà

ïîñòðîåíî íà òîíêîé èãðå íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî. Èíòóèòèâíî èäåÿ
íåïðåðûâíîñòè âûðàæàåò êîðåííîå ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè è èìå-
åò, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîçíàíèÿ. Äèñêðåòíîå
áîëåå çàìåòíî.

Ñïîñîá èçó÷åíèÿ ôóíêöèé ïðè ïîìîùè áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ îòêðûë Íüþ-
òîí. Èìåííî ýòî îòêðûòèå, à âîâñå íå äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå
èñ÷èñëåíèå èëè çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, Íüþòîí ñ÷èòàë ñàìûì âàæ-
íûì ñâîèì äîñòèæåíèåì è èìåííî åãî çàêîäèðîâàë â ïèñüìå ê Ëåéáíèöó
24 îêòÿáðÿ 1676 ãîäà, â êîòîðîì îïèñàë àíàëèç. Íüþòîí ïîíèìàë ïîä àíà-
ëèçîì èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ. Îñíîâíîå
îòêðûòèå Íüþòîíà, èíûìè ñëîâàìè, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèè ðàñ-
êëàäûâàþòñÿ â áåñêîíå÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû, ðÿäû ïîäñòàâëÿþòñÿ äðóã â
äðóãà, ïðèðàâíèâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, è òàêèì
îáðàçîì îäèí çà äðóãèì íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.

Óðàâíåíèå � àíàëèòè÷åñêàÿ çàïèñü çàäà÷è î ðàçûñêàíèè çíà÷åíèé íåèç-
âåñòíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ äâóõ äàííûõ ôóíêöèé ðàâíû.
Íåèçâåñòíûå ïåðåìåííûå ïðè ýòîì íàçûâàþò àðãóìåíòàìè, à çíà÷åíèÿ àð-
ãóìåíòîâ, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ðàâíû, � ðåøåíèÿìè (êîðíÿìè)
óðàâíåíèÿ. Ïðèìåð óðàâíåíèÿ: y = f(x), ãäå y � èçâåñòíîå çíà÷åíèå ôóíê-
öèè.

Ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ àðãó-
ìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîâðåìåííî âñåì ýòèì óðàâíåíèÿì, íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìîé óðàâíåíèé. Çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîâðåìåí-
íî âñåì óðàâíåíèÿì ñèñòåìû � ðåøåíèÿìè ñèñòåìû.
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Íàïðèìåð, ñèñòåìà n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè èìååò âèä:
y1 = f1(x

1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = fn(x
1, . . . , xn).

(1.37)

Íàèáîëåå èçó÷åíû àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèè f
ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Pk:

Pk(x
1, . . . , xn) = 0. (1.38)

Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ, íàçûâàþòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèìè (íàïðèìåð, ñîäåðæàùèå òîëüêî ýëåìåíòàðíûå ñòåïåííûå
ôóíêöèè). Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùèå àëãåáðàè÷åñêèìè, íà-
çûâàþò òðàíñöåíäåíòíûìè (íàïðèìåð, ïîêàçàòåëüíûå, ëîãàðèôìè÷åñêèå,
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå). Ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè íè-
êàêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàçûâàþòñÿ òðàíñöåíäåíò-
íûìè (íàïðèìåð, ÷èñëà π è e).

Îäíî èç ñàìûõ ïðîñòûõ è âàæíûõ � êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:

ax2 + 2bx+ c = 0, ãäå a ̸= 0. (1.39)

Ðåøåíèÿ (êîðíè) êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 2-
é ñòåïåíè) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

x1,2 =
−b±

√
b2 − ac

a
. (1.40)

Åñëè äèñêðèìèíàíò D = ac − b2 < 0 îòðèöàòåëåí, óðàâíåíèå èìååò
äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü íà
ñîìíîæèòåëè ïåðâîé ñòåïåíè ax2 + 2bx + c = a(x − x1)(x − x2), à ãðàôèê
ôóíêöèè ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ x â äâóõ òî÷êàõ, è ôóíêöèÿ y(x) = ax2 +
2bx+ c ìåíÿåò çíàê ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ x.

Ïðè D = 0 óðàâíåíèå èìååò äâà îäèíàêîâûõ ðåøåíèÿ x1,2 = − b
a èëè

êàê ãîâîðÿò � êîðåíü êðàòíîñòè äâà. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèê öåëèêîì ðàñ-
ïîëîæåí â âåðõíåé èëè íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ x,
à ôóíêöèÿ y(x) íå ìåíÿåò çíàê çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé òî÷êè − b

a , ãäå y = 0
è ãðàôèê êàñàåòñÿ îñè àáñöèññ x.

Ïðè D > 0 óðàâíåíèå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé (êîðíåé). Â
ýòîì ñëó÷àå ãðàôèê òàêæå öåëèêîì ðàñïîëîæåí â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè, è
ôóíêöèÿ y(x) íå ìåíÿåò çíàê ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x.

1.6 Ôóíêöèè è íåïðåðûâíîñòü

Ïóñòü φ : A→ Rm, ãäå A ⊂ Rn, è ïóñòü ν, τ ∈ A.
Ôóíêöèÿ φ : A→ Rm íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå τ , åñëè

lim
ν→τ

φ(ν) = φ(τ). (1.41)
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Äðóãèìè ñëîâàìè äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0,
÷òî |φ(ν)− φ(τ)| < ε äëÿ âñåõ ν, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |ν − τ | < δ.

Â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòè òî÷êè îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè âûãëÿäèò
òàê: Îòîáðàæåíèå φ : A→ Rm íåïðåðûâíî â òî÷êå ν, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñò-
íîñòè V òî÷êè φ(ν) ∈ Rm ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè ν, ÷òî
φ(U) ⊂ V .

Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè èñòîðè÷åñêè ðàíüøå ïîäâåðãëîñü ìà-
òåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêå, ÷åì ëîãè÷åñêè ïðåäøåñòâóþùåå åìó ïîíÿòèå íåïðå-
ðûâíîñòè ìíîæåñòâà. Èäåÿ íåïðåðûâíîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî áëèçêèå äðóã
ê äðóãó òî÷êè îòîáðàæàþòñÿ â áëèçêèå òî÷êè. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ýòî
ôóíêöèÿ, ïîëó÷àþùàÿ áåñêîíå÷íî ìàëûå (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìåíü-
øå ëþáîãî íàïåð¼ä çàäàííîãî ÷èñëà) ïðèðàùåíèÿ ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ
ïðèðàùåíèÿõ àðãóìåíòà.

Ôóíêöèÿ φ : A→ Rm íàçûâàåòñÿ (ïðîñòî) íåïðåðûâíîé, åñëè îíà íåïðå-
ðûâíà â êàæäîé òî÷êå τ ∈ A.

Åñëè ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíà è ìíîæåñòâî A êîìïàêòíî, òî ìíîæåñòâî
φ(A) êîìïàêòíî. Ìíîæåñòâî ñâÿçíî (ñì. � 1.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäèò îò îäíîãî çíà÷åíèÿ ê äðóãîìó,
ïðèíèìàÿ âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

Òî÷êà ðàçðûâà � òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.
Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå A è íå îïðåäåëåíà â
òî÷êå τ , íî òî÷êà τ /∈ A � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (ñì. � 1.1) ìíîæåñòâà A, òî τ �
òî÷êà ðàçðûâà. Äðóãîé ñëó÷àé: åñëè τ ∈ A, íî lim

ν→τ
φ(ν) ̸= φ(τ) (â ÷àñòíîñòè,

åñëè ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò), òî τ � òî÷êà ðàçðûâà.
Åñëè ïðåäåë lim

ν→τ
φ(ν) = ξ ñóùåñòâóåò, òî τ � óñòðàíèìàÿ òî÷êà ðàçðûâà.

Êîãäà τ /∈ A è φ(τ) íå îïðåäåëåíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü φ(ν) = ξ, à êîãäà
τ ∈ A, íî lim

ν→τ
φ(ν) ̸= φ(τ), îïðåäåëèòü lim

ν→τ
φ(ν) = φ(τ).

Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî f : R → R èëè f(x) èìååò
â òî÷êå a äâà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà ñïðàâà è ñëåâà:

lim
x→a−0

f(x) = f(a− 0), lim
x→a+0

f(x) = f(a+ 0), (1.42)

òîãäà òî÷êà a� ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, à ðàçíîñòü f(a+0)−f(a−0) íàçûâàåòñÿ
ñêà÷îê ôóíêöèè â òî÷êå a. Åñëè ñêà÷îê ðàâåí íóëþ, òî a � óñòðàíèìàÿ
òî÷êà ðàçðûâà èëè èçëîì.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, çà èñêëþ÷åíè-
åì, áûòü ìîæåò, ñàìîé a, è õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ íå
ñóùåñòâóåò, òîãäà òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà. Íàïðèìåð, äëÿ
ôóíêöèé 1

x , sin
1
x òî÷êà x = 0 � ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.

Ïðèìåðû òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.3.
Îñîáîå çíà÷åíèå èìåþò òå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñó-

ùåñòâóþò íåïðåðûâíûå îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü U è V � îòêðûòûå
ìíîæåñòâà â Rn. Íåïðåðûâíàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ φ : U → V ,
èìåþùàÿ îáðàòíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ φ−1 : V → U , åñòü ãîìåîìîð-

ôèçì (îò ãðå÷. óµoιoς � ïîäîáíûé è µoρφη � ôîðìà, îáðàç), ò.å. åñëè âçà-
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èìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (èçîìîðôèçì) ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè
íåïðåðûâíî â îáå ñòîðîíû, òî òàêîå îòîáðàæåíèå åñòü ãîìåîìîðôèçì, à ýòè
ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè, èëè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû-
ìè (òîïîëîãè÷åñêè íåðàçëè÷èìûìè).

f(x) f(x)

f(a+0)

f(a−0)

xa xa
ïåðâîãî ðîäà âòîðîãî ðîäà

-

6

-

6r
r

Ðèñ. 1.3: Òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè

Ãëàâíîé çàäà÷åé òî-
ïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ âûäå-
ëåíèå è èçó÷åíèå òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðî-
ñòðàíñòâ èëè òîïîëî-

ãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ,
ò.å. ñâîéñòâ, ñîõðàíÿþ-
ùèõñÿ ëþáûìè ãîìåî-
ìîðôèçìàìè îäíîãî òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íà äðóãîå.

Ê ÷èñëó âàæíåéøèõ,
óæå èçâåñòíûõ íàì òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ îòíîñÿòñÿ ñâÿçíîñòü, êîì-
ïàêòíîñòü è ðàçìåðíîñòü.

Êðèâàÿ èëè ëèíèÿ � ãåîìåòðè÷åñêîå ïîíÿòèå, îïðåäåëÿåìîå ïî ðàçíî-
ìó â ðàçíûõ ðàçäåëàõ ãåîìåòðèè, åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà â
ïðîñòðàíñòâî

C : [0, 1] → Rn. (1.43)

Îòîáðàæåíèå In : [0, 1]n → Rn, ãäå [0, 1]n = [0, 1] × . . . × [0, 1] íàçûâà-
åòñÿ ñòàíäàðòíûé n-ìåðíûé êóá, åñëè In(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn) èëè
In(x) = x äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]n. Íàïðèìåð, ñòàíäàðòíûé íóëüìåðíûé êóá
åñòü ÷èñëî íóëü I0 = [0, 1]0 = {0}. Îáû÷íî [0, 1]0 îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
{0}. Ñòàíäàðòíûé îäíîìåðíûé êóá åñòü åäèíè÷íûé îòðåçîê I1 = [0, 1], ñòàí-
äàðòíûé äâóìåðíûé êóá åñòü åäèíè÷íûé êâàäðàò I2 = [0, 1]2 è ò.ä.

Ñèíãóëÿðíûé m-ìåðíûé êóá â A (îò ëàò. singularis � îòäåëüíûé, îñîáûé)
åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ C : [0, 1]m → A, ãäå A � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â
Rn ñ n > m.

Òàê êàê ôóíêöèÿ C íåïðåðûâíà, à Im êîìïàêòåí, òî îáðàç C (Im) ⊂
A � êîìïàêòåí. Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíûå êóáû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â Rn.

Ñèíãóëÿðíûé íóëüìåðíûé êóá â A åñòü ôóíêöèÿ C : {0} → A èëè C(0) =
(x1, . . . , , xn), ò.å. òî÷êà â A. Ñèíãóëÿðíûé îäíîìåðíûé êóá C : [0, 1] → A
èëè C(s) =

(
x1(s), . . . , xn(s)

)
äëÿ âñåõ ÷èñåë s ∈ [0, 1] åñòü êîìïàêòíàÿ

êðèâàÿ â A. Ñèíãóëÿðíûé äâóìåðíûé êóá C : [0, 1]2 → A èëè C(u, v) =(
x1(u, v), . . . , xn(u, v)

)
äëÿ âñåõ ïàð ÷èñåë u, v ∈ [0, 1]2 � êîìïàêòíàÿ ïî-

âåðõíîñòü â A. Ñèíãóëÿðíûé m-ìåðíûé êóá åñòü m-ìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ

ïîâåðõíîñòü â A ⊂ Rn.
Åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè ν ìíîæåñòâàM ⊂ Rn ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ,

ãîìåîìîðôèçì φ : U → V è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

φ(U ∩M) = V ∩ (Rm × { 0 }) = { ν ∈ V : xm+1 = . . . = xn = 0 },
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òî M íàçûâàåòñÿ m-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê ν ýòî
óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, íî âûïîëíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå:

φ(U ∩M) = V ∩ (Hm × { 0 }) = { ν ∈ V : xm > 0 è xm+1 = . . . = xn = 0 },

òî M íàçûâàåòñÿ m-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì.
Ëþáàÿ òî÷êà m-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè äîïóñêàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è

íåïðåðûâíîå â îáå ñòîðîíû îòîáðàæåíèå ëèáî íà Rm, ëèáî íà Hm. Äðóãèìè
ñëîâàìè, îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè m-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè U ∩M ¾ñ òî÷-
íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà¿ åñòü ëèáî ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà Rm × { 0 }, ëèáî
÷àñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà Hm × { 0 }.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ íå ìîãóò îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòüñÿ
äëÿ îäíîé è òîé æå òî÷êè ν. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ν ∈ M , óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ âòîðîìó óñëîâèþ, íàçûâàåòñÿ êðàåì ïîâåðõíîñòè M è îáîçíà÷àåòñÿ
∂M . Êàê äëÿ ïåðâîãî, òàê è äëÿ âòîðîãî óñëîâèÿ m < n. Åñëè m = n, òî M
åñòü íå ïîâåðõíîñòü, à ìíîæåñòâî ñ êðàåì ∂M .

Ãèïåðïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ (n− 1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Âåðõíÿÿ ãðàíü íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáîçíà-
÷àåòñÿ supX (îò ëàò. supremum � íàèâûñøåå) � íàèìåíüøåå ÷èñëî b, îãðà-
íè÷èâàþùåå ñâåðõó ýòî ìíîæåñòâî. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå: åñëè äëÿ
êàæäîãî x ∈ X ñïðàâåäëèâî x 6 b è, êàêîâî áû íè áûëî b′ < b, ñóùåñòâóåò
òàêîå x′ ∈ X, ÷òî x′ > b′.

Íèæíÿÿ ãðàíü íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáîçíà-
÷àåòñÿ infX (îò ëàò. in�mum � íàèíèçøåå) � íàèáîëüøåå ÷èñëî a, îãðàíè-
÷èâàþùåå åãî ñíèçó. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå: åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ X
ñïðàâåäëèâî x > a è, êàêîâî áû íè áûëî a′ > a, ñóùåñòâóåò òàêîå x′ ∈ X,
÷òî x′ < a′.

Íàïðèìåð: inf[a, b) = a, inf(a, b) = a, sup[a, b] = b, sup(a, b) = b.
Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿ, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðîé îãðà-

íè÷åíî. Â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ â âèäó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íà ÷èñëîâîé
îñè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : A→ R, ãäå A ⊂ Rn, îãðàíè÷åíà â òî÷êå τ ∈ A, òîãäà
äëÿ ëþáîãî δ > 0 ïîëîæèì:

M(τ, f, δ) = sup{f(ν) : ν ∈ A è |ν − τ | < δ} � âåðõíÿÿ ãðàíü f, (1.44)

m(τ, f, δ) = inf{f(ν) : ν ∈ A è |ν − τ | < δ} � íèæíÿÿ ãðàíü f. (1.45)

Ôèãóðíûå ñêîáêè îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî, â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ôóíêöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè τ .

Åñëè ôóíêöèÿ íå íåïðåðûâíà â òî÷êå, íî ïðè ýòîì îãðàíè÷åíà, òî ñòå-
ïåíü å¼ îòêëîíåíèÿ îò íåïðåðûâíîñòè ìîæíî òî÷íî èçìåðèòü.

Êîëåáàíèå o(f, τ) ôóíêöèè f â òî÷êå τ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

o(f, τ) = lim
δ→0

[M(τ, f, δ)−m(τ, f, δ)] . (1.46)

Ýòîò ïðåäåë âñåãäà ñóùåñòâóåò, òàê êàê M −m óáûâàåò ïðè óáûâàíèè
âåëè÷èíû δ.

Ñ êîëåáàíèåì ñâÿçàíû äâà âàæíûõ ôàêòà:
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1. Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå τ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà o(f, τ) = 0.

2. Ïóñòü A ⊂ Rn � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åí-
íîé ôóíêöèè A : A→ R è âñÿêîãî ε > 0 ìíîæåñòâî { ν ∈ A : o(f, ν) > }
çàìêíóòî.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïîíÿòèå ãðàíèöû ìíîæåñòâà.
Ãðàíèöó ìíîæåñòâà íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ åãî êðàåì. Íàïðèìåð, ó îòêðû-

òîãî ìíîæåñòâà A = { ν ∈ Rn : |ν| < 1 èëè 1 < |ν| < 2 }, ãðàíèöà åñòü
ìíîæåñòâî ∂A = { ν ∈ Rn : |ν| = 1 èëè |ν| = 2 }. Îáúåäèíåíèå A ñ åãî ãðàíè-
öåé ∂A åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M = { ν ∈ Rn : |ν| 6 2 }. Êðàé ìíîæåñòâà
∂M = { ν ∈ Rn : |ν| = 2 } íå ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ∂A.

Îïðåäåëèì òåïåðü ãðàíèöó ìíîæåñòâà ÷åðåç åãî ãðàíè.
Ãðàíè åäèíè÷íîãî îòðåçêà I1 = [0, 1] åñòü òî÷êè 0 è 1.
Ãðàíè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà I2 = [0, 1]2 ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.4.

I2(1,0) I2(1,1)

I2(2,0)

I2(2,1)

-

6
-
6 I2(1,0)(x) = (0, x2),

I2(1,1)(x) = (1, x2),

I2(2,0)(x) = (x1, 0),

I2(2,1)(x) = (x1, 1).

Ðèñ. 1.4: Ãðàíè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà

Ãðàíè ñòàíäàðòíîãî òðåõìåðíîãî êóáà I3 = [0, 1]3 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
øåñòü åäèíè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòîâ.

Ãðàíèöà âñåõ ýòèõ ìíîãîìåðíûõ êóáîâ In = [0, 1]n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñîâîêóïíîñòü èõ ãðàíåé. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çàïèñàòü ýòó
ñîâîêóïíîñòü íåêèì ôîðìàëüíûì îáðàçîì.

Äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i îò 1 äî n ñòàíäàðòíîãî n-ìåðíîãî êóáà In îïðåäå-
ëèì äâà (n−1)-ìåðíûõ êóáà In(i,0) è I

n
(i,1) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî

ν = (x1, . . . , xn−1) ∈ [0, 1]n−1 ïîëîæèì:

In(i,0)(ν) = In(x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn−1) =

= (x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn−1),

In(i,1)(ν) = In(x1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn−1) =

= (x1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn−1).

(1.47)

Íàçîâ¼ì In(i,0) (i, 0)-ãðàíüþ In, à In(i,1) (i, 1)-ãðàíüþ è ïîëîæèì, ÷òî ãðà-
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íèöà ∂In èìååò âèä:

∂In =
n∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+αIn(i,α). (1.48)

Ïðèìåðû:
1. Ãðàíèöà åäèíè÷íîãî îòðåçêà èç äâóõ òî÷åê 0 è 1 èìååò âèä:

∂I1 = −I1(1,0) + I1(1,1). (1.49)

2. Ïðè îáõîäå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, îòðåçêè ñ
ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì áåðóòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ. Òîãäà ãðàíèöà
ñòàíäàðòíîãî êâàäðàòà åñòü îáúåäèíåíèå ÷åòûðåõ ãðàíåé (åäèíè÷íûõ îò-
ðåçêîâ) ñî ñëåäóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè:

∂I2 = −I2(1,0) + I2(1,1) + I2(2,0) − I2(2,1). (1.50)

3. Ãðàíèöà ñòàíäàðòíîãî òðåõìåðíîãî êóáà áóäåò ñîñòîÿòü èç øåñòè ãðà-
íåé (åäèíè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ êâàäðàòîâ), âçÿòûõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
êîýôôèöèåíòàìè:

∂I3 = −I3(1,0) + I3(1,1) + I3(2,0) − I3(2,1) − I3(3,0) + I3(3,1). (1.51)

Òåïåðü ïåðåéä¼ì îò ñòàíäàðòíîãî êóáà ê ïðîèçâîëüíîìó êîìïàêòíîìó
ìíîæåñòâó. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî n-ìåðíîãî ìíîæåñòâà (ñèíãó-
ëÿðíîãî n-ìåðíîãî êóáà) ñíà÷àëà îïðåäåëèì (i, α)-ãðàíü:

C(i,α) = C ◦
(
In(i,α)(ν)

)
(1.52)

è çàòåì ïîëîæèì åãî ãðàíèöåé âûðàæåíèå:

∂C =

n∑
i=1

∑
α=0,1

(−1)i+αC(i,α). (1.53)

Íàïðèìåð, ãðàíèöà äâóìåðíîãî êðóãà åñòü îäíîìåðíàÿ îêðóæíîñòü, ãðà-
íèöà òðåõìåðíîãî øàðà åñòü äâóìåðíàÿ ñôåðà, ãðàíèöà n-ìåðíîé îáú¼ìíîé
ôèãóðû åñòü (n− 1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ôèãóðû è ò.ä.

Îáúåäèíåíèå ñèíãóëÿðíûõ m-ìåðíûõ êóáîâ íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ m-
ìåðíàÿ öåïü â A è çàïèñûâàåòñÿ êàê èõ ôîðìàëüíàÿ ñóììà:

C =
∑

aiCi, (1.54)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai � öåëûå ÷èñëà.
Öåïè ïîÿâèëèñü â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî ìîæåò ñîñòî-

ÿòü èç íåñêîëüêèõ êóñêîâ, êîòîðûå èìåþò ¾ñàìîïåðåñå÷åíèÿ¿, ¾ñêëàäêè¿ è
ò.ä. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé êóñîê ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì êóáîì, à ïðîèç-
âîëüíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî èëè ôèãóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿð-
íóþ öåïü.
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Íàêîíåö, îïðåäåëèì ãðàíèöó ñèíãóëÿðíîé n-ìåðíîé öåïè:

∂C = ∂
(∑

aiCi

)
=
∑

ai∂Ci. (1.55)

Ãðàíèöà ñèíãóëÿðíîé n-ìåðíîé öåïè åñòü (n − 1)-ìåðíàÿ öåïü, ò.å. ãðà-
íèöà n-ìåðíîãî ìíîæåñòâà åñòü åãî (n− 1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü.

Ïóñòü çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå ψ : Rn → Rn, òîãäà

∂(ψC) = ψ(∂C). (1.56)

Òåîðåìà: ∂(∂C) = 0 äëÿ âñÿêîé ñèíãóëÿðíîé n-ìåðíîé öåïè â A.
Êîðîòêî, ∂ 2 = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i 6 j. Åñëè ν = (x1, . . . , xn−2) ∈ [0, 1]n−2, òî(

In(i,α)

)
(j,β)

(ν)
(1.47)
= In(i,α)

(
In−1
(j,β)(ν)

)
=

= In(i,α)(x
1, . . . , xj−1, β, xj , . . . , xn−2) =

= In(x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xj−1, β, xj , . . . , xn−2).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì(
In(j+1,β)

)
(i,α)

(ν) = In(j+1,β)

(
In−1
(i,α)(ν)

)
=

= In(j+1,β)(x
1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xn−2) =

= In(x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xj−1, β, xj , . . . , xn−2).

Òàêèì îáðàçîì, (In(i,α))(j,β) = (In(j+1,β))(i,α) ïðè i 6 j.
Ñëåäîâàòåëüíî, (C(i,α))(j,β) = (C(j+1,β))(i,α) ïðè i 6 j äëÿ ëþáîãî ñèíãó-

ëÿðíîãî n-ìåðíîãî êóáà C. Íî

∂(∂C) = ∂

(
n∑
i=1

∑
α=0,1

C(i,α)

)
=

n∑
i=1

∑
α=0,1

n−1∑
j=1

∑
β=0,1

(−1)i+α+j+β
(
C(i,α)

)
(j,β)

.

Â ýòó ñóììó (C(i,α))(j,β) è (C(j+1,β))(i,α) âõîäÿò ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè
çíàêàìè, ïîòîìó âñå ÷ëåíû ïîïàðíî âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, è

∂(∂C) = 0. (1.57)

Íàïðèìåð, äëÿ ãðàíèöû ñòàíäàðòíîãî êâàäðàòà (1.50) ïîëó÷èì:

∂ 2I2 =
(
I2(1,0)

)
(1,0)

−
(
I2(1,0)

)
(1,1)

−
(
I2(1,1)

)
(1,0)

+
(
I2(1,1)

)
(1,1)

−

−
(
I2(2,0)

)
(1,0)

+
(
I2(2,0)

)
(1,1)

+
(
I2(2,1)

)
(1,0)

−
(
I2(2,1)

)
(1,1)

=

= I2(0,0) − I2(0,1) − I2(1,0) + I2(1,1) − I2(0,0) + I2(0,1) + I2(1,0) − I2(1,1) = 0.

(1.58)
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Ïîñêîëüêó òåîðåìà âåðíà äëÿ âñÿêîãî ñèíãóëÿðíîãî n-ìåðíîãî êóáà, îíà
âåðíà òàêæå äëÿ ëþáîé ñèíãóëÿðíîé n-ìåðíîé öåïè.

Íàïðèìåð, ãðàíèöà îáú¼ìíîé ôèãóðû, êîòîðàÿ åñòü ïîâåðõíîñòü ôèãó-
ðû, ñàìà ãðàíèöû íå èìååò (îêðóæíîñòü èëè êîíòóð (çàìêíóòàÿ êðèâàÿ),
ñôåðà è ò.ä.)

Öèêëîì íàçûâàåòñÿ öåïü C, êîòîðàÿ íå èìååò ãðàíèöû (∂C = 0).

1.7 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ôóíêöèè

y

x

z

φ

6

-�
�
�

�
�
�
�

�
�
��

Ðèñ. 1.5: Êîìïëåêñíîå ÷èñëî
íà ïëîñêîñòè

Îäíîé èç íåðàçðåøèìûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè-
êè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëå-
íèå êîðíÿ èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà, íàïðè-
ìåð,

√
−α, ëèáî âû÷èñëåíèå ëîãàðèôìà îò-

ðèöàòåëüíîãî ÷èñëà, íàïðèìåð ln(−α), ãäå
α > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî òàêèõ âå-
ëè÷èí äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ
íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íå ñóùå-
ñòâóåò. Òàêæå îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì íà-
õîäèòü ðåøåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé âèäà cosφ = α, ãäå α � ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì â ìàòåìàòèêå
ââîäèòñÿ ìíèìàÿ åäèíèöà, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç i è îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì

i2 = −1. (1.59)

Êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè íàçûâàþò âåëè÷èíû âèäà

z = x+ iy èëè z = (x, y), (1.60)

ãäå x è y âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Åñëè äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èçîáðàæàþò òî÷êîé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R,

òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî ìîæíî èçîáðàæàòü òî÷êîé z = (x, y) íà ÷èñëîâîé
ïëîñêîñòè R2. Ïðè ýòîì ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàþò âåëè÷èíó x èëè âåùå-
ñòâåííóþ ÷àñòü x = ℜ(z), à ïî îñè êîðäèíàò � âåëè÷èíó y èëè ìíèìóþ

÷àñòü y = ℑ(z) (ðèñ. 1.5).
Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü âåùåñòâåííóþ ïëîñêîñòü R2, êîòîðóþ íàçû-

âàþò ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êàê êîìïëåêñíóþ ïðÿìóþ C.
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü î ÷èñëå èëè òî÷êå z ïëîñêîñòè, ìîæíî ãî-

âîðèòü î íàïðàâëåííîì îòðåçêå íà ïëîñêîñòè, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, êîíåö � ñ òî÷êîé z, à x è y � ïðîåêöèè îòðåçêà íà
îñè êîîðäèíàò. Äëèíà îòðåçêà ðàâíà ðàññòîÿíèþ r îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè, à åãî íàïðàâëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ óãëîì φ ìåæ-
äó îòðåçêîì è îñüþ x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó

çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:

z = r(cosφ+ i sinφ) = (r cosφ, r sinφ), (1.61)
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ãäå r = |z| � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ðàâíûé äëèíå îòðåçêà,
φ = arg z � àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Ýéëåð âïåðâûå çàìåòèë, ÷òî èç âûðàæåíèé (1.30, 1.31, 1.32, 1.61) ïîëó-

÷àþòñÿ ôîðìóëû, êîòîðûå òåïåðü òàê è íàçûâàþò ôîðìóëû Ýéëåðà:

eix = cosx+ i sinx, e−ix = cosx− i sinx. (1.62)

Ñëåäîâàòåëüíî,

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
. (1.63)

Íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêîé è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîëó÷àåì ïîêàçàòåëüíóþ

ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z = r · eiφ = r(cosφ+ i sinφ) = x+ iy. (1.64)

Ðàâåíñòâî äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâíîñèëüíî äâóì âåùåñòâåííûì ðà-
âåíñòâàì. Çíàêàìè íåðàâåíñòâà êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñîåäèíÿòü íåëüçÿ.

Äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæíî ââåñòè àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè:

z1 ± z2 = (x1 ± x2, y1 ± y2) � ñóììà è ðàçíîñòü,

z1 · z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1) = r1r2 e
i(φ1+φ2) =

= (r1r2 cos(φ1 + φ2), r1r2 sin(φ1 + φ2)) � ïðîèçâåäåíèå,

1

z
=

(
x

x2 + y2
,

y

x2 + y2

)
=
e−iφ

r
=

(
cosφ

r
,
sinφ

r

)
� îáðàòíîå ÷èñëî,

z1
z2

=

(
x1x2 + y1y2
x22 + y22

,
x2y1 − x1y2
x22 + y22

)
=
r1
r2
ei(φ1−φ2) =

=

(
r1
r2

cos(φ1 − φ2),
r1
r2

sin(φ1 − φ2)

)
� ÷àñòíîå,

zn = rneinφ = (rn cosnφ, rn sinnφ) � âîçâåäåíèå â ñòåïåíü,

n
√
z = n

√
rei

φ+2kπ
n , ãäå k = 0, 1, . . . , n− 1 � èçâëå÷åíèå êîðíÿ.

Ê ýòèì ïðàâèëàì äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàäî äîáàâèòü ïðèíöèï àíàëè-
òè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, ñîãëàñíî îäíîé èç âåðñèé êîòîðîãî äëÿ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ëþáîå òîæäåñòâî, ñïðàâåäëè-
âîå äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì è äëÿ èõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé. Íàïðèìåð, èç òîæäåñòâà
cos2 x+ sin2 x ≡ 1 ñëåäóåò cos2 ix+ sin2 ix ≡ 1 è ò.ï.

Ýêñïîíåíòîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ iy íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ez
(1.62)
= ex(cosx+ i sinx)

(1.30)
= lim

n→∞

(
1 +

z

n

)n
. (1.65)

Âîçâåäåíèå ýêñïîíåíòû â ìíèìóþ ñòåïåíü îçíà÷àåò ïîâîðîò åäèíè÷íîãî
îòðåçêà íà ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìíèìûõ ñòåïåíÿõ
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ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ eiφ ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ïîâîðà÷èâàÿ åäè-
íè÷íûé îòðåçîê íà ðàçëè÷íûå óãëû, ïîëó÷àåì:

1 = ei2πn, i = ei(
π
2 +2πn), −1 = ei(π+2πn), −i = ei(

3
2π+2πn). (1.66)

Ëîãàðèôì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ln z = ln r + i(φ+ 2πn) (1.67)

è èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.
Èç âûðàæåíèé (1.66) ïîëó÷àåì:

ln 1 = i2πn, ln i = i(π/2 + 2πn),

ln(−1) = i(π + 2πn), ln(−i) = i(3π/2 + 2πn).

Óðàâíåíèå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè âèäà cosφ = α ðåøàåòñÿ
èñõîäÿ èç óðàâíåíèé (1.63): (eiφ)2 − 2αeiφ + 1 = 0, òîãäà eiφ = α±

√
α2 − 1.

Çàìå÷àÿ, ÷òî α−
√
α2 − 1 = 1/(α+

√
α2 − 1), ò.å. ln(α−

√
α2 − 1) = − ln(α+√

α2 − 1), ïîëó÷àåì ðåøåíèå

φ = ± i ln(α+
√
α2 − 1) + 2πn. (1.68)

Ðåøàÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì óðàâíåíèå sinφ = α, ëèáî ïðîñòî çàìå÷àÿ,
÷òî sin(φ+ π/2) = cosφ, ïîëó÷èì:

φ = ± i ln(α+
√
α2 − 1) + π(2n+ 1). (1.69)

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî çíàêîì ìíèìîé ÷àñòè,
íàçûâàþò ñîïðÿæåííûìè:

z = x+ iy = reiφ; z = z∗ = x− iy = re−iφ. (1.70)

Êîìïëåêñíûå z è êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå ÷èñëà (z èëè z∗) íà ïëîñêî-
ñòè âñåãäà ðàñïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè
îðäèíàò. Ëþáîå ðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, îñòàåòñÿ ñïðà-
âåäëèâûì, åñëè ýòè ÷èñëà çàìåíèòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûìè ñ íèìè.
Êâàäðàò ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ìîæíî âû÷èñëèòü, óìíîæèâ åãî íà
êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå:

z · z = r2 = x2 + y2. (1.71)

Â îòëè÷èå îò ìíîãî÷ëåíà âåùåñòâåííîãî ÷èñëà (1.22), ëþáîé ìíîãî÷ëåí
n-îé ñòåïåíè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñîìíîæèòåëè 1-é
ñòåïåíè:

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ a0 = an(z − z1) . . . (z − zn), (1.72)

ãäå a0, a1, . . . , an ∈ R, an ̸= 0.

38



×èñëà z1, . . . , zn íàçûâàþòñÿ íóëÿìè èëè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P (z).
Ýòîò ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí óòâåðæäåíèþ, ÷òî, â îòëè÷èå îò âåùåñòâåííûõ
÷èñåë, ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ñòåïåíè n èìå-
åò n êîðíåé.

Íàïðèìåð, x3 = 1 èìååò êîðíè x1 = 1, x2 = − 1
2 + i

√
3
2 , x3 = −1

2 − i
√
3
2 , â òî

âðåìÿ êàê íàõîæäåíèå ÷èñëà âåùåñòâåííûõ êîðíåé íåëåãêàÿ çàäà÷à. Êîì-
ïëåêñíûå êîðíè â àëãåáðàè÷åñêîì óðàâíåíèè âñåãäà âñòðå÷àþòñÿ ïàðàìè �
êîìïëåêñíîå ÷èñëî è åãî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå.

Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ êîðíåé àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Â îòëè÷èå îò âñåãî ìíîæåñòâà êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë � ñ÷¼òíîå.

Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå íóëè ìíîãî÷ëåíà (êîðíè àëãåáðàè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ) ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äåé-
ñòâèòåëüíûå êîðíè ëåæàò íà äåéñòâèòåëüíîé ÷èñëîâîé îñè. Êîìïëåêñíûå
êîðíè ðàñïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ïàðàìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëü-
íîé îñè. Ïîëîâèíà êîìïëåêñíûõ êîðíåé ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,
ïîëîâèíà � â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûì ÷èñëàì.

Îòìåòèì, ÷òî èç ôîðìóëû Ýéëåðà (1.62) ëåãêî ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî ôîð-
ìóë, òðåáóþùèõ, ïðè ñòàíäàðòíîì âûâîäå, áîëüøîå êîëè÷åñòâî äåéñòâèé.
Íàïðèìåð:

cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ) = ei(φ+ψ) =

= eiφeiψ = (cosφ+ i sinφ) · (cosψ + i sinψ).

Ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, ñðàçó ïîëó÷àåì:

cos(φ+ ψ) = cosφ cosψ − sinφ sinψ, (1.73)

sin(φ+ ψ) = sinφ cosψ + cosφ sinψ. (1.74)

Âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, ìíèìûå âåëè÷èíû ïîÿâèëèñü â òðóäå Äæ. Êàðäà-
íî ¾Âåëèêîå èñêóññòâî, èëè Îá àëãåáðàè÷åñêèõ ïðàâèëàõ¿ (1545), êîòîðûé
ñ÷åë èõ áåñïîëåçíûìè è íåïðèãîäíûìè ê óïîòðåáëåíèþ. Âïëîòü äî 19 â.
êîìïëåêñíûå ÷èñëà îñòàâàëèñü äëÿ ìàòåìàòèêîâ ïðåäìåòîì îòâëå÷¼ííûõ
ìàíèïóëÿöèé, êîãäà íîðâåæåö Ãàñïàð Âåññåëü ïåðâûì ââ¼ë èõ ãåîìåòðè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïîçäíåå èðëàíäñêèé ìàòåìàòèê Óèëüÿì Ðîóýí Ãà-
ìèëüòîí (1837) ðàçâèë ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ñîãëàñíî êîòîðîé
êàæäîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî çàäà¼òñÿ ïàðîé îáû÷íûõ ÷èñåë.

Ïðè ââåäåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè óäàåòñÿ çà-
äàòü íà âñåì ìíîæåñòâå ÷èñåë (íàïðèìåð, âû÷èñëèòü ëîãàðèôì è êîðåíü
îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà). Êðîìå òîãî, çíà÷åíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (ò.å.
ïåðåìåííûå îáðàòíûõ ôóíêöèé) çàäàþòñÿ íà âñåì ìíîæåñòâå ÷èñåë, íà-
ïðèìåð, çíà÷åíèåì ýëåìåíòàðíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü
ëþáîå ÷èñëî (à íå òîëüêî íà îòðåçêå [−1,+1]).

È ÷òî ñàìîå çàìå÷àòåëüíîå, ââåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñëåäíèì ðàñøèðåíèåì ÷èñëîâîé ñèñòåìû (ïîñëå íàòóðàëüíûõ, öåëûõ è äåé-
ñòâèòåëüíûõ), ò.å. íàì íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ íîâûõ ÷èñåë. Áîëåå òîãî, â
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êîíöå 19 â. áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ÷èñëà çà ïðå-
äåëû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå îòêàçà îò êàêèõ-ëèáî
ïðèâû÷íûõ ñâîéñòâ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : C → C èëè w = f(z) � åñòü ôóíêöèÿ êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.
Çàïèøåì êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ w = f(z) â âèäå:

w = u(x, y) + iv(x, y). (1.75)

ãäå u(x, y) è v(x, y) � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè,
x è y � âåùåñòâåííûå ÷èñëà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ iy.

Çàäàíèå êîìïëåêñíîé ôóíêöèè ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ äâóõ âåùåñòâåí-
íûõ ôóíêöèé îò äâóõ âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ êàæäàÿ. Íàïðèìåð, ðàâåí-
ñòâî w = ez ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå èç äâóõ ðàâåíñòâ u = ex cos y, v = ex sin y.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè z â âåùåñòâåííóþ
ïëîñêîñòü w ìîæíî çàïèñàòü â âèäå u, v : R2 → R2.

Ïîñêîëüêó äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíû òå æå îïåðàöèè, ÷òî è
äëÿ âåùåñòâåííûõ, òî îñòàþòñÿ â ñèëå âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà, âûâåäåííûå
äëÿ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî. Íàïðèìåð:

(f1 + f2)(z) = f1(z) + f2(z), (f1 · f2)(z) = f1(z) · f2(z). (1.76)

Åñëè ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ îäíîãî êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî (àíàëîãè÷íî ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, ñì.
(1.30�1.36)) â áåñêîíå÷íûé ðÿä â òî÷êå z0:

f(z) = a0 + a1(z − z0) + . . .+ an(z − z0)
n + . . . , (1.77)

òî òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ýòîé òî÷êå.
Ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå, íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.
Êàê è äëÿ ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî äëÿ ôóíêöèè êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîñòè.
Ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè z â ïëîñêîñòü w. Åñëè

ýòî çíà÷åíèå f åäèíñòâåííîå, òî ôóíêöèÿ w = f(z) íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷-

íîé. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê f (îáðàòíîå îòîáðàæåíèå)
z = f−1(w). Åñëè ýòî çíà÷åíèå z åäèíñòâåííîå, òî ôóíêöèÿ f−1 îäíîçíà÷íà,
à îòîáðàæåíèå w = f(z) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ îäíîëèñòíûì. Îäíîçíà÷-
íîå îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå èíà÷å íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Îä-
íîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíîé (îò ãðå÷. öλoς
� âåñü, öåëûé è µoρφή � ôîðìà, îáðàç). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå
w = f(z) íàçûâàåòñÿ ìíîãîëèñòíûì � îíî ìîæåò áûòü äâóëèñòíûì, òðåõ-
ëèñòíûì è ò.ä., äàæå áåñêîíå÷íîëèñòíûì. Íàïðèìåð, ôóíêöèè f = n

√
z, zn,

ln z, arcsin z, arctg z, àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè è ò.ä. íåîäíîçíà÷íû, îäíîìó
çíà÷åíèþ z ñîîòâåòñòâóåò n èëè áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé f .

Îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ðàñøèðÿåòñÿ è íàëàãàåò-
ñÿ íà ñåáÿ, äîñòàâëÿÿ íîâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ïëîñêîñòè, ãäå îíà
óæå áûëà îïðåäåëåíà. Ïðîöåññ ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè â áîëüøóþ îáëàñòü,
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ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìîé â öåëîì,
ò.å. âî âñåé ñâîé åñòåñòâåííîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ. Òàêîé ïðîöåññ íîñèò
íàçâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî Âåéåðøòðàññó. ×òîáû èçáàâèòü-
ñÿ îò ìíîãîçíà÷íîñòè, ôóíêöèþ f ðàññìàòðèâàþò íå êàê ôóíêöèþ òî÷åê
ïëîñêîñòè, à êàê ôóíêöèþ òî÷åê íåêîòîðîé ìíîãîëèñòíîé ïîâåðõíîñòè, íà
êîòîðîé ôóíêöèÿ f ñòàíîâèòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé. Èäåÿ ïåðåõîäà ê òà-
êèì ïîâåðõíîñòÿì, êîòîðûå ïîçâîëèëè çàìåíèòü òåîðèþ ìíîãîçíà÷íûõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé òåîðèåé îäíîçíà÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïðè-
íàäëåæèò Á. Ðèìàíó, à ñàìè îíè íîñÿò íàçâàíèå ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé .
Ëèñòû ïîâåðõíîñòè íîñÿò íàçâàíèå âåòâåé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ñ êàæ-
äîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ñâÿçûâàåòñÿ òàêàÿ
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ýòîé ôóíêöèè.

Ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ââ¼ë Ã. Âåéëü (1913). Òåð-
ìèí ¾ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ¿ áûë ââåä¼í äâóìÿ ó÷åíèêàìè Êîøè, Áðèî
(1817�82) è Áîêå (1819�95).

Êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé èñêëþ÷èòåëüíî âàæåí. Âî-ïåðâûõ, îí äî-
ñòàòî÷íî øèðîê è îõâàòûâàåò áîëüøèíñòâî ôóíêöèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â ìà-
òåìàòèêå, åñòåñòâîçíàíèè è òåõíèêå. Âî-âòîðûõ, îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
îñíîâíûõ îïåðàöèé àðèôìåòèêè, àëãåáðû è àíàëèçà: ò.å. ïðè ïðèìåíåíèè
ýòèõ îïåðàöèé ê àíàëèòè÷åñêèì ôóíêöèÿì âíîâü ïîëó÷àþòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè. Â-òðåòüèõ, îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè, êàæäàÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾åäèíóþ¿ ôóíêöèþ âî âñåé
ñâîåé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî êðîìå îáû÷-
íûõ, êîíå÷íûõ, òî÷åê ïëîñêîñòè z èìååòñÿ åùå îäíà íåñîáñòâåííàÿ, èíà÷å,
áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà z = ∞. Ïëîñêîñòü ñ äîáàâëåííîé ê íåé áåñ-
êîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòüþ. Ñôåðà,
êàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâà ñôåðà � îäíî èç âîçìîæíûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé ñîâîêóïíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ââåäåííîå
Á. Ðèìàíîì.

Òî÷êà z = 0, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ ôóíêöèè f = n
√
z, èìåþùåé

n âåòâåé. Äðóãîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ¾áåñêî-
íå÷íóþ òî÷êó¿ z = ∞.

Òî÷êà âåòâëåíèÿ z = 0 ôóíêöèè ln z èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåòâåé è
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Åñëè ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå íàçûâà-
åòñÿ òàêæå àíàëèòè÷åñêèì. Ïðåäñòàâèì ñåáå ïëîñêîñòè z è w îòîáðàæåíèÿ
w = f(z) ñîâìåùåííûìè â íåêîòîðîé òî÷êå. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì îòîáðà-
æåíèè âñÿ ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè èñïûòàåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ
÷ëåíîâ âûñøåãî ïîðÿäêà, ïîñòóïàòåëüíûé ïåðåíîñ, âñåñòîðîííåå ðàñòÿæå-
íèå è ïîâîðîò. Çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé â ñîâìåùåííîé
òî÷êå ñëóæàò, ñîîòâåòñòâåííî, êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ è óãëîì ïîâî-
ðîòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàç êàæäîé ìàëîé ôèãóðû áóäåò ñ òî÷íîñòüþ äî
ìàëûõ ÷ëåíîâ âûñøåãî ïîðÿäêà ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîáåí ïðîîáðàçó. Îðèåí-
òàöèÿ ïëîñêîñòè òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å. åñëè îáõîäèòü ìàëûé çàìêíóòûé
êîíòóð ïëîñêîñòè â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè, òî è îáðàç áóäåò îáõîäèòüñÿ â
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òîì æå íàïðàâëåíèè.
Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå (îäíîçíà÷íîå îäíîëèñòíîå) íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå íåêîòîðîé ïëîñêîé îáëàñòè, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ ïîäîáèå (ôîð-
ìà) áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôèãóð è îðèåíòàöèÿ ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ êîíôîðì-
íûì (îò ïîçäíåëàò. conformis � ïîäîáíûé). Äëÿ êîíôîðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ è îáðàòíàÿ ê íåé â ðàññìàòðèâà-
åìîé îáëàñòè áûëè îäíîçíà÷íûìè è àíàëèòè÷åñêèìè.

Åñëè ïîäîáèå ôèãóð ñîõðàíÿåòñÿ, íî îðèåíòàöèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ, òî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ àíòèêîíôîðìíûì.

Îñîáûå òî÷êè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè � òî÷êè, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ
ñâîéñòâî àíàëèòè÷íîñòè. Íàïðèìåð, ôóíêöèþ 1

z íåëüçÿ ñ÷èòàòü àíàëèòè÷å-
ñêîé íà âñåé ïëîñêîñòè z. Ýòà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè, ïîëó÷åí-
íîé âûáðàñûâàíèåì èç ïëîñêîñòè z òî÷êè z = 0, â êîòîðîé íåïðåðûâíîñòü, à
ïîòîìó è àíàëèòè÷íîñòü íàðóøàþòñÿ. Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷-
êîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè èëè îñîáåííîñòüþ.

Ðàññìàòðèì èçîëèðîâàííóþ îñîáóþ òî÷êó (äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü, ñâîáîäíàÿ îò äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê) îäíîçíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè. Åñëè f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â êîëüöå 0 < |z− z0| < r ñ öåíòðîì
â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå z0, òî ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ýòîì êîëüöå â
ðÿä Ëîðàíà:

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n =
∞∑
n=1

a−n
(z − z0)n

+
∞∑
n=0

an(z − z0)
n, (1.78)

ñîäåðæàùèé êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè z − z0.
Ñîâîêóïíîñòü ÷ëåíîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè � ïðàâèëüíàÿ ÷àñòü,

ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè � ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà. Ãëàâíàÿ ÷àñòü
îïðåäåëÿåò õàðàêòåð ôóíêöèè f â òî÷êå z0.

Åñëè ÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè îòñóòñòâóþò, òî z0 íàçûâàåòñÿ
ïðàâèëüíîé òî÷êîé (óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé), òàê êàê ñóùåñòâóåò è êî-
íå÷åí ïðåäåë: lim

z→z0
f(z) = a0. Ïîëàãàÿ f(z0) = a0, ïîëó÷àþò àíàëèòè÷åñêóþ

ôóíêöèþ âî âñåì êðóãå |z − z0| < r.
Åñëè ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè êîíå÷íî:

f(z) =

+∞∑
n=−m

an(z − z0)
n, m > 0, am ̸= 0, (1.79)

òî òî÷êà íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè f(z) ïîðÿäêà èëè êðàòíîñòè m, â
êîòîðîì lim

z→ z0
f(z) = ∞. Ïîëþñ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ïðè m = 1.

Åñëè ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè áåñêîíå÷íî, (an ̸= 0 äëÿ
áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îòðèöàòåëüíûõ èíäåêñîâ n), òî òî÷êà z0 íàçûâàåò-
ñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé. Âáëèçè ýòîé òî÷êè f(z) îñòàåòñÿ îäíîçíà÷-
íîé, íî â z0 íå ñóùåñòâóåò íè êîíå÷íîãî, íè áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè
f(z). Íàïðèìåð, sin( 1z ), exp(

1
z ).
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Öåëàÿ ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z), ãîëîìîðô-
íàÿ íà âñåé êîíå÷íîé ïëîñêîñòè, ò.å. ïðåäñòàâèìàÿ ñòåïåííûì ðÿäîì Òåéëî-
ðà (ñì. ãë. 3), ñõîäÿùèìñÿ ïðè ëþáîì z. Áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà z = ∞
åñòü èçîëèðîâàííàÿ è óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà öåëîé ôóíêöèè. Êîíå÷íûõ
îñîáûõ òî÷åê ó öåëîé ôóíêöèè íåò. Åñëè z = ∞ � ïîëþñ äëÿ öåëîé ôóíê-
öèè, òî f(z) = a0+ a1z+ . . .+ anz

n+ . . ., ñõîäÿùèìèñÿ âî âñåé ïëîñêîñòè. Ê
íèì îòíîñÿòñÿ ìíîãî÷ëåíû îò z. Åñëè z = ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà,
òî f(z) � òðàíñöåíäåíòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, íàïðèìåð, sin z, cos z, ez.
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Ãëàâà 2

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû êàê âåêòîð,
ìàòðèöà, òåíçîð. Ñ ôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòè îáúåêòû
ñîñòîÿò èç íàáîðîâ (êîðòåæåé) ÷èñåë, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè
(ýëåìåíòàìè) äàííîãî îáúåêòà. Îäíàêî îíè íå ðàñïàäàþòñÿ íà îòäåëüíûå
÷èñëà, à îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ñàìîñòîÿòåëüíûõ îáúåêòîâ.

Ìíîæåñòâà èç ýòèõ îáåêòîâ îáðàçóþò íåïðåðûâíûå (ïîëíûå) ïðîñòðàí-
ñòâà, èìåþùèå îáùåå íàçâàíèå � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.

Âñå ýòè îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè � îíè íå çàâèñÿò îò ñèñòåìû
êîîðäèíàò, õîòÿ èõ êîìïîíåíòû ïðè ýòîì èçìåíÿþòñÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ ýòèìè îáúåêòàìè äî îïðåäåë¼ííîé ñòåïåíè ìîæíî
îáðàùàòüñÿ êàê ñ ÷èñëàìè.

Îäíîòèïíûå îáúåêòû ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ÷èñëà. Îäíàêî
ïåðåìíîæåíèå îáúåêòîâ äðóã íà äðóãà èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó è îïðåäåë¼í-
íûå îãðàíè÷åíèÿ.

Íàïðèìåð, äëÿ âåêòîðîâ ñóùåñòâóåò âíóòðåííå (ñêàëÿðíîå) è âíåøíåå
ïðîèçâåäåíèå. Äëÿ ìàòðèö îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ íå êîììóòàòèâíà. Ïðè
ïåðåñòàíîâêå ñîìíîæèòåëåé ìåñòàìè ðåçóëüòàò ìîæåò îòëè÷àòüñÿ.

Êðîìå îïåðàöèé, ïîõîæèõ íà àðèôìåòè÷åñêèå, êàæäûé êëàññ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ îáëàäàåò ñâîèìè ñïåöèôè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè, íàïðèìåð,
òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû èëè ñâ¼ðòêà òåíçîðà.

Îòäåëüíûé êëàññ îáúåêòîâ � çàäàííûå íà âåêòîðàõ ñêàëÿðíûå ôóíêöèè
(ëèíåéíûå ôîðìû). Äëÿ êàæäîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî çàäàòü
ñîïðÿæ¼ííîå èëè äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôîðì.

2.1 Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

Âåêòîðíûì èëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (íàä ïîëåìK) íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ (ýëåìåíòîâ ëþáîé ïðèðîäû) â êîòîðîì îïðå-
äåëåíà îïåðàöèÿ ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè, ò.å. çàäàíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
îáúåêòîâ è óìíîæåíèÿ îáúåêòîâ íà ÷èñëî èç ïîëÿ K.
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Âåêòîðîì (îò ëàò. vector, áóêâàëüíî � íåñóùèé) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò
ýòîãî íåïðåðûâíîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèìåðû:
1. Ïðîñòåéøèé âåêòîð � ýòî ïðîñòî òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå èëè n-÷ëåííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ν = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. ×èñëà â n-÷ëåííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàçûâàþò êîìïîíåíòàìè âåêòîðà.

Îò íà÷àëà êîîðäèíàò, äî çàäàííîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ν = (x1, . . . , xn)
ìîæíî ïîñòðîèòü íàïðàâëåííûé îòðåçîê, êîòîðûé èìååò ñïåöèàëüíîå íà-
çâàíèå � ðàäèóñ-âåêòîð: r = (x1, . . . , xn).

Íà÷àëó êîîðäèíàò â Rn ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé âåêòîð 0 = (0, . . . , 0), ó
êîòîðîãî âñå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ, è îí íå èìååò íàïðàâëåíèÿ.

2. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Rn íåïðåðûâíî, è äëÿ äâóõ åãî ïðîèçâîëüíûõ òî-
÷åê ν = (x1, . . . , xn) ∈ Rn è τ = (y1, . . . , yn) ∈ Rn ìîæíî çàïèñàòü îïåðàöèè
ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè íàä ïîëåì R (c ∈ R):

ξ = ν + τ = (x1 + y1, . . . , xn + yn) ∈ Rn,
ζ = cν = (cx1, . . . , cxn) ∈ Rn.

(2.1)

Òîãäà Rn, íàäåë¼ííîå îïåðàöèÿìè ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè íàä ïîëåì
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V .

3. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê ξ, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè ν = (x1, . . . , xn) è
τ = (y1, . . . , yn), åñòü âåêòîð:

ξ = ν − τ = (x1 − y1, . . . , xn − yn). (2.2)

Îáû÷íî ïîä âåêòîðîì ïîíèìàþò íå òî÷êó, à íàïðàâëåííûé îòðåçîê,
íåïðèâÿçàííûé ê îïðåäåëåííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà (íà÷àëüíàÿ òî÷êà ìî-
æåò áûòü âûáðàíî ïðîèçâîëüíî), ò.å. âåêòîð ìîæíî ïðîèçâîëüíî ïåðåìå-
ùàòü â ïðîñòðàíñòâå, ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ åãî íàïðàâëåíèÿ.

Êîìïîíåíòû òàêîãî âåêòîðà � íàïðàâëåííîãî îòðåçêà, ýòî åãî ïðîåêöèè
íà êîîðäèíàòíûå îñè.

Äëèíà îòðåçêà (1.15) ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ν è τ íàçûâàåòñÿ äëèíîé
âåêòîðà ρ(ν, τ), à òàêæå íîðìîé ∥ν − τ∥ èëè ìîäóëåì |ν − τ | âåêòîðà.

Ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò â àëãåáðå òàêîå æå ôóíäàìåí-
òàëüíîå çíà÷åíèå, êàê è ïîíÿòèå ãðóïïû. Ãðóïïà è âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ÿâëÿþòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû.

Â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå îïåðàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáúåêòû, êî-
òîðûå îáðàçóþò ìíîæåñòâî îïåðàöèé (íàä ðàçëè÷íûìè êëàññàìè îáúåêòîâ),
ò.å. îáðàçóþò ìíîæåñòâî, íàäåë¼ííîå àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ýëåìåí-
òàìè ìíîæåñòâà îïåðàöèé (óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû) ñëóæàò îïåðàöèè íàä
îïðåäåëåííûì êëàññîì îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, àëãåáðà ÷èñåë, âåêòîðíàÿ àë-
ãåáðà, àëãåáðà ìàòðèö è ò.ä. Àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ íà-
áîð èñïîëüçóåìûõ â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå îïåðàöèé. Ìíîæåñòâî óíèâåð-
ñàëüíûõ àëãåáð ñ îïðåäåë¼ííûì íàáîðîì îïåðàöèé îáðàçóåò ñîîòâåòñòâó-
þùèé êëàññ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð. Òàê ëèíåéíàÿ àëãåáðà èëè âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî åñòü àëãåáðà íàä ïîëåì.
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Â õîäå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè ïåðâîíà÷àëüíî âûäåëèëèñü ñðàâíèòåëüíî
íåìíîãèå òèïû óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð: ãðóïïû, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, àñ-
ñîöèàòèâíûå êîëüöà è àëãåáðû, ìîäóëè. Â äàëüíåéøåì ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ
ñòàëè òàêæå äðóãèå êëàññû: íåàññîöèàòèâíûå êîëüöà è àëãåáðû (â òîì ÷èñ-
ëå àëãåáðû Ëè), ðåø¼òêè (äîëãîå âðåìÿ íàçûâàâøèåñÿ ñòðóêòóðàìè) è ò.ä.

Åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè f : Rn → R èëè y = f(x1, . . . , xn) çàâèñèò òîëüêî
îò âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) è íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû êî-
îðäèíàò, êîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðà x1, . . . , xn èçìåíÿþòñÿ, òî òàêàÿ ôóíê-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, è å¼ ìîæíî çàïèñàòü êàê ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ îò
âåêòîðà y = f(x). Èíâàðèàíòíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ îò âåêòîðà íàçûâàåòñÿ
ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé n ïåðåìåííûõ èëè ñêàëÿðíûì ïîëåì (îò ëàò. scalaris �
ñòóïåí÷àòûé), à å¼ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ ñêàëÿðàìè, êîòîðûå íå
òîæäåñòâåííû ÷èñëàì.

Ïðèìåð. Êîìïîíåíòû âåêòîðà � ÷èñëà, íî îíè íå ñêàëÿðû, òàê êàê íå
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè (ïðîåêöèè íà îñè èçìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå îñåé). À
âîò äëèíà âåêòîðà � îäíîâðåìåííî è ÷èñëî, è ñêàëÿð, òàê êàê îò èçìåíåíèÿ
êîîðäèíàòíûõ îñåé íå çàâèñèò.

Ñêàëÿðíîå èëè âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ν, τ ∈ Rn åñòü
ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò íîðìû âåêòîðîâ è êîñèíóñ óãëà φ
ìåæäó íèìè:

ν · τ = |ν||τ | cosφ, ν · ν = |ν|2. (2.3)

Çà φ ïðèíèìàåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèé π.
Âåëè÷èíà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ � ýòî ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ

íîðì âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà φ ìåæäó íèìè, èëè ïðîèçâåäåíèå ïðîåêöèè
îäíîãî âåêòîðà íà äëèíó âòîðîãî.

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå (ν, τ), íî
âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî îáîçíà÷åíèå òîëüêî äëÿ
åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû (ñì. íèæå).

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1. c(ν · τ) = ν · (cτ), ãäå c ∈ R � àññîöèàòèâíîñòü, äàííîå ñâîéñòâî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ;

2. ν · τ = τ · ν êîììóòàòèâíîñòü (ñèììåòðè÷íîñòü);

3. ν · τ = 0 ïðè íåíóëåâûõ ν è τ , òîëüêî åñëè âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû,
÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñ ó÷¼òîì cos π2 ;

4. ν · (τ + υ) = ν · τ + ν · υ � äèñòðèáóòèâíîñòü (áèëèíåéíîñòü), ñëåäóåò
èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, òàê êàê ñóììà ïðîåêöèé âåêòîðîâ τ
è υ íà âåêòîð ν ðàâíà ïðîåêöèè âåêòîðà τ + υ íà ν;

5. åñëè υ = ν + τ , òî ïîëó÷àåì ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà υ · υ = ν · ν +
τ · τ + 2(ν · τ) èëè |υ|2 = |ν|2 + |τ |2 − 2|ν||τ | cosφ ñ ó÷¼òîì óãëà ïðè
ïîñòðîåíèè, òàê êàê cos(π − φ) = − cosφ (ðèñ. 2.1).
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Ñâîéñòâà íîðìû:

1. ∥ν∥ > 0, ïðè÷åì ∥ν∥ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ν = (0, . . . , 0), ÷òî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ;

2. ∥cν∥ = |c| · ∥ν∥, ãäå c ∈ R, ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ;

3. ∥ν ·τ∥ 6 ∥ν∥·∥τ∥ (ïðè÷åì ∥ν ·τ∥ = ∥ν∥·∥τ∥ òîëüêî åñëè τ = cν) � íåðà-

âåíñòâî Øâàðöà ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ
ó÷¼òîì cosφ 6 1;

4. ∥ν + τ∥ 6 ∥ν∥ + ∥τ∥ � àêñèîìà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò èç ïðàâèëà ïà-
ðàëëåëîãðàììà;

5. åñëè ν · τ = 0, òî èç ïðàâèëà ïàðàëëåëîãðàììà ïîëó÷àåì òåîðåìó

Ïèôàãîðà ∥ν + τ∥2 = ∥ν∥2 + ∥τ∥2.

υ = ν + τ

τ

φ
π − φ

ν

�������*

PPPPPPPPPPq

B
B
B
B
B
BBN

��

Ðèñ. 2.1: Ïðàâèëî ïàðàëëå-
ëîãðàììà |υ|2 = |ν|2 + |τ |2 −
2|ν||τ | cosφ

Ïðÿìàÿ n-ÿ ñòåïåíü ìíîæåñòâà êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë C îáðàçóåò n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå
ïðîñòðàíñòâî Cn = C× . . .× C.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî çàäàíî äâóìÿ âåùå-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè z = (x, y). Ñîîòâåò-
ñòâåííî, òî÷êà υ ∈ Cn çàäàíà äâóìÿ âåùå-
ñòâåííûìè âåêòîðàìè υ = (ν, τ) è åñòü ýëå-
ìåíò ÷¼òíîìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Rn èëè 2n-÷ëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
υ = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn).

Êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî Cn, íàäåë¼í-
íîå îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì

ëèíåéíûì êîìïëåêñíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Êâàäðàò ìîäóëÿ (íîðìû) êîìïëåêñíîãî ÷èñëà âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâå-

äåíèå ÷èñëà íà êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå z · z (1.71)
= r2.

Àíàëîãè÷íî êîìïëåêñíîìó ÷èñëó, êâàäðàò ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî âåêòîðà
â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Cn âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
êîìïëåêñíîãî âåêòîðà íà êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûé âåêòîð. Ýòà àíàëîãèÿ
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîèçâîëüíûõ âåêòî-
ðîâ â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Cn, êîòîðîå íàçûâàþò ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå:

ν · ν = |ν|2, ν · τ = |ν||τ | cosφ. (2.4)

Ñâîéñòâà íîðìû êîìïëåêñíîãî âåêòîðà è ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ:

1. ν · ν = |ν|2 > 0 ïðè ν ̸= 0, ò.å. ñêàëÿðíûé êâàäðàò íåíóëåâîãî âåêòîðà
åñòü ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;

2. c(ν · τ) = (cν) · τ = ν · (c · τ), ãäå c ∈ C;
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3. ν · (τ + υ) = ν · τ + ν · υ;

4. ν · τ = τ · ν ýêâèâàëåíòíî ν · τ = τ · ν;

5. ∥ν · τ∥2 6 (ν · ν)(τ · τ) íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî, îòêóäà îïðåäåëèì:

cos2 φ =
∥ν · τ∥2

(ν · ν)(τ · τ)
èëè cosφ = ± ∥ν · τ∥

∥ν∥∥τ∥
. (2.5)

Çíà÷èò ìåæäó êîìïëåêñíûìè âåêòîðàìè â Cn ìîæíî îïðåäåëèòü âå-
ùåñòâåííûé óãîë. Òîãäà çàïèøåì åù¼ îäíî ñâîéñòâî:

6. ν · τ = 0 ïðè íåíóëåâûõ ν è τ , òîëüêî åñëè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû.

Ïàðàëëåëîãðàìì îïðåäåë¼í êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòðåçêîâ èëè
èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ îí ïîñòðîåí. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ïîä îòðåçêàìè
ïîíèìàþò âåùåñòâåííûå âåêòîðû ν è τ , òî èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå åñòü ïî-
ñòðîåííûé íà íèõ ïàðàëëåëîãðàìì. Â ëèíåéíîé àëãåáðå ýòó àëãåáðàè÷åñêóþ
îïåðàöèþ íàçûâàþò âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:

P 2(ν, τ)
(1.9)
= ν × τ. (ðèñ. 2.2) (2.6)

Êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ν è τ âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïëîùàäü �
îñíîâíàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïàðàëëåëîãðàììà:

S = [ν, τ ]
(1.12)
= |ν||τ | sinφ. (2.7)

Çà φ ïðèíèìàåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèé π.
Îáîçíà÷åíèå [ν, τ ] ÷àñòî òàêæå íàçûâàþò âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì âåê-

òîðîâ, íî âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû ìû áóäåì åãî èñïîëüçîâàòü òîëüêî äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ êîñîñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Çíàê êîñîñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàâèñèò îò óãëà φ (ðèñ. 2.2) è ñâÿçàí
ñ îðèåíòàöèåé ïðîñòðàíñòâà. Êàê äëèíà îòðåçêà ìîæåò ïðèíÿòà ïîëîæè-
òåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé, òàê è ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ìîæåò áûòü
ïðèíÿòà ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé.

Îðèåíòàöèÿ ïðîñòðàíñòâà (ôðàíö. orientation, áóêâ. � íàïðàâëåíèå íà
âîñòîê) � îáîáù¼ííîå ïîíÿòèå íàïðàâëåíèÿ, çàäàåòñÿ îðèåíòàöèåé çàìêíó-
òîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò êóñîê ïðîñòðàíñòâà.

Íàïðàâëåíèå îáõîäà ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò êó-
ñîê ïîâåðõíîñòè, ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ïðè
ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòü âíóòðè êðèâîé îðèåíòèðîâàíà ïðàâûì îá-
ðàçîì, à ïëîùàäü âíóòðè êðèâîé ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé. Íà-
ïðàâëåíèå îáõîäà çàìêíóòîé êðèâîé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ÷èòàåòñÿ îòðèöà-
òåëüíûì, ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü âíóòðè êðèâîé ñ÷èòàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé
ëåâûì îáðàçîì, à ïëîùàäü âíóòðè êðèâîé ñ÷èòàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé âåëè-
÷èíîé.
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Ðèñ. 2.2: Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå

Ñîîòâåòñòâåííî, òð¼õìåðíûé êó-
ñîê ïðîñòðàíñòâà îðèåíòèðîâàí ïðà-
âûì (ëåâûì) îáðàçîì, åñëè åãî íà-
áëþäàåìàÿ íàðóæíÿÿ çàìêíóòàÿ ïî-
âåðõíîñòü îðèåíòèðîâàíà ïðàâûì
(ëåâûì) îáðàçîì. Îò âûáîðà îðè-
åíòàöèè ïðîñòðàíñòâà çàâèñèò çíàê
îáú¼ìîâ, îãðàíè÷åííûõ îðèåíòèðî-
âàííûìè çàìêíóòûìè ïîâåðõíîñòÿ-
ìè, ò.å. îáú¼ì ïðîñòðàíñòâà, îðèåí-
òèðîâàííîãî ïðàâûì îáðàçîì, ñ÷è-

òàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ïîíÿòèå îðèåíòàöèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òàêæå è íà
ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà.

×òîáû ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà áûëà ïîëîæèòåëüíîé, óãîë φ êîñîñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíîãî âðàùåíèÿ, ò.å. ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè îò ν ê τ (ðèñ. 2.2).

Ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ óãîë φ, ñîîòâåòñòâåííî, sinφ è
ïëîùàäü â êîñîñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè ìåíÿþò çíàê.

Ñâîéñòâà êîñîñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ:

1. [ν, τ ] = −[τ, ν] � êîñîñèììåòðè÷íîñòü;

2. [ν, ν] � êîñîîðòîãîíàëüíîñòü;

3. c[ν, τ ] = [cν, τ ] = [ν, cτ ], c ∈ R � àññîöèàòèâíîñòü;

4. [ν, τ + υ] = [ν, τ ] + [ν, υ] � äèñòðèáóòèâíîñòü.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèñòåìû êîîðäèíàò âåêòîðû ñîõðàíÿþò äëèíû è
îáðàçîâàííûå èìè óãëû, à çíà÷èò ñêàëÿðíîå è êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèÿ ïî îïðåäåëåíèþ òàêæå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè èëè ãåîìåòðè÷åñêèìè
îáúåêòàìè. Òîãäà ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå:

|[ν, τ ]|2 + |ν · τ |2
(2.3)
(2.7)
= |ν|2|τ |2(sin2 φ+ cos2 φ) = |ν|2|τ |2. (2.8)

Ïàðàëëåëåïèïåä åñòü âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ âåêòîðîâ ν, τ, υ, íà êî-
òîðûõ îí ïîñòðîåí

P 3(ν, τ, υ)
(1.10)
= ν × τ × υ. (2.9)

Êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ âåêòîðîâ âû÷èñëÿåòñÿ êàê îáú¼ì �
îñíîâíàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïàðàëëåëåïèïåäà:

V = [ν, τ, υ]
(1.13)
= |ν||τ ||υ| sinφ sin θ. (2.10)

Çà φ ïðèíèìàåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, íà êîòîðûõ ïîñòðîåí ïàðàë-
ëåëîãðàìì, à çà θ � óãîë ìåæäó ïàðàëëåëîãðàììîì è òðåòüèì âåêòîðîì.
Îáà óãëà íå ïðåâîñõîäÿò π.
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Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå k âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξk â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äà-
¼ò ïîñòðîåííûé íà ýòèõ âåêòîðàõ k-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä:

P k(ξ1, . . . , ξk)
(1.11)
= ξ1 × . . .× ξk, (2.11)

îáú¼ì êîòîðîãî ðàâåí èõ êîñîñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ:

V = [ξ, . . . , ξk]
(1.14)
= |ξ1| · . . . · |ξk| sinφ1 . . . sinφk−1. (2.12)

Òåðìèí âåêòîð ââ¼ë Ãàìèëüòîí (îê. 1845). Ïîíÿòèÿ è íàçâàíèÿ ¾ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå¿ è ¾âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå¿ ââåäåíû Ó. Ãàìèëüòîíîì
(1853); ïîä íàçâàíèåì ¾âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå¿ è ¾âíåøíåå ïðîèçâåäå-
íèå¿ èõ óïîòðåáëÿë Ã. Ãðàññìàí (1844). Îáîçíà÷åíèå [ν, τ ] ââåäåíî Ã. Ãðàñ-
ñìàíîì (1844), îáîçíà÷åíèÿ ν · τ è ν× τ âïåðâûå âñòðå÷àþòñÿ ó Äæ. Ãèááñà
(1881), (ν, τ) � ó Î. Õåíðè÷è (1903).

2.2 Áàçèñíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ

Óìíîæåíèå âåêòîðà íà íåíóëåâîå ÷èñëî c îçíà÷àåò óäëèíåíèå âåêòîðà íà
ñîîòâåòñòâóþùóþ âåëè÷èíó

ξ = c · ζ. (2.13)

Íåíóëåâûå âåêòîðû ξ è ζ, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ýòî óðàâíåíèå, èìå-
þò îäèíàêîâîå èëè ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå è íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî

çàâèñèìûìè èëè êîëëèíåàðíûìè. Îäèíàêîâûå âåêòîðû ïðîòèâîïîëîæíîãî
íàïðàâëåíèÿ ξ = −ζ íàçûâàþò ïîëÿðíûìè.

Âåêòîðîì íàïðàâëåíèÿ èëè íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé íàçûâàþò
ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð s = (s1, . . . , sn) â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàþ-
ùèé ïðÿìóþ (íà êîòîðîé îí ëåæèò).

Ïóñòü âåêòîð ξ ∈ Rn ñîåäèíÿåò äâå òî÷êè ν = (x1, . . . , xn) è τ =
(y1, . . . , yn): ξ = ν − τ = (x1 − y1, . . . , xn − yn) è ÿâëÿåòñÿ êîëëèíåàðíûì
âåêòîðó íàïðàâëåíèÿ: ξ = c ·s. Íåíóëåâûå ïðîåêöèè êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
ïðîïîðöèîíàëüíû, ïîýòîìó äëÿ íåíóëåâûõ ïðîåêöèé ýòèõ äâóõ êîëëèíåàð-
íûõ âåêòîðîâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

x1 − y1

s1
= . . . =

xn − yn

sn
= c. (2.14)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì â îòðåçêàõ èëè êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé.

Åñëè ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòíîé îñè, òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà si è êîëëèíåàðíîãî åìó
âåêòîðà xi−yi ðàâíû íóëþ, è ìû çàïèñûâàåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé
ïðÿìîé çà èñêëþ÷åíèåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ i-îé êîîðäèíàòû.

Âåêòîðû ξ1, . . . , ξn íàçûâàþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè óñëîâèå:

ξ1c
1 + . . .+ ξnc

n = 0, (2.15)
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ãäå c1, . . . , cn � âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà,

ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî êîãäà c1 = . . . = cn = 0.

Åñëè n âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξn â n-ìåðíîì âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (èëè ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè áîëüøå ÷åì n) ëèíåéíî çàâèñèìû,
òî ãîâîðÿò, ÷òî îíè êîìïëàíàðíû è ëåæàò â ñîîòâåòñòâóþùåé (n−1)-ìåðíîé
ïëîñêîñòè èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, çàäàþò ïëîñêîñòü.

Äîïóñòèì, ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè
x10, . . . , x

n
0 ïðèíàäëåæèò (n − 1)-ìåðíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà (n − 1)-ïëîñêîñòü

åñòü ìíîæåñòâî êîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ èëè òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn),
óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:

ξ1(x
1 − x10) + . . .+ ξn(x

n − xn0 ) = 0 èëè ξ1x1 + . . .+ ξnx
n = const. (2.16)

ãäå âåêòîðû ξ1, . . . , ξn çàäàþò (n− 1)-ìåðíóþ ïëîñêîñòü.

Ïðèìåð: ïàðà êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ëåæèò íà ïðÿìîé, à òðîéêà âåê-
òîðîâ, ñîäåðæàùàÿ ïàðó êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ � êîìïëàíàðíà è ëåæèò
íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè.

Åñëè n+1 ëèíåéíî çàâèñèìûé âåêòîð çàäà¼ò n-ìåðíóþ ïëîñêîñòü, ñëåäî-
âàòåëüíî, n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ òàêæå çàäàþò n-ìåðíîå âåêòîð-
íîå (ëèíåéíîå) ïðîñòðàíñòâî, òàê êàê ìû âñåãäà ìîæåì çàäàòü ñ èõ ïîìîùüþ
åù¼ îäèí ëèíåéíî çàâèñèìûé âåêòîð.

Áàçèñîì (îò ãðå÷. βάσις � îñíîâàíèå) n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V íàçûâàþò ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (âåùåñòâåííûõ
èëè êîìïëåêñíûõ) ξ1, . . . , ξn, ò.å. òàêèõ, ÷òî íè îäèí èç âåêòîðîâ áàçèñà íå
ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ îñòàâøèõñÿ. Áàçèñ äàåò íà-
áîð âåêòîðîâ, êîòîðûõ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ çàïèñè ïðîèçâîëüíîãî
âåêòîðà η n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ
âåêòîðîâ, ò.å. ëþáûõ n− 1 âåêòîðîâ íåäîñòàòî÷íî, à ëþáûå n+ 1 âåêòîðîâ
áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû:

η = ξ1x
1 + . . .+ ξnx

n =

n∑
j=1

ξjx
j = ξj x

j , (2.17)

ãäå x1, . . . , xn � êîìïîíåíòû âåêòîðà â áàçèñå ξ1, . . . , ξn;
j � èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ, êîòîðûé äîëæåí èìåòü ðîâíî äâà âõîæäåíèÿ
� îäíî íà âåðõíåì óðîâíå è îäíî íà íèæíåì (Ýéíøòåéí ïðåäëîæèë
âîîáùå íå çàïèñûâàòü ñèìâîë ñóììèðîâàíèÿ

∑
, èìåÿ ââèäó íåÿâíîå

ñóììèðîâàíèå ïî ýòîìó èíäåêñó).

Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(2.17) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ïî áàçèñó.

Âûáîð íîâîãî áàçèñà îçíà÷àåò âûáîð íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è çàäà-

íèå íîâîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Îáðàòíî, åñëè ìû õîòèì çàäàòü
n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ìû äîëæíû âûáðàòü â êà÷åñòâå áàçèñà n
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.
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Ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì èç n âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì. Áåñ-
êîíå÷íîìåðíûì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ìîæíî íàéòè ëèíåéíî
íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó èç ëþáîãî ÷èñëà âåêòîðîâ.

Ïðè èçìåíåíèè áàçèñà âåêòîð íå èçìåíÿåòñÿ. Âåêòîðû, êàê ãåîìåòðè-
÷åñêèå îáúåêòû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàïðàâëåííûå îòðåçêè, è äëÿ èõ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ íå òðåáóþòñÿ áàçèñû. Ïîýòîìó âåêòîðû îñòàþòñÿ èíâàðèàíò-
íûìè � íåèçìåííûìè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ ïðè çàìåíå
îñåé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Îäíàêî êîìïîíåíòû âåêòîðîâ çàâèñÿò îò âûáðàííîãî áàçèñà. Ïðè âûáî-
ðå äðóãîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (äðóãîãî áàçèñà) êîìïîíåíòû âåêòîðà èçìå-
íÿþòñÿ. Âåêòîð êàê ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, êîòîðûå
íå âèäíû ïðè çàäàíèè âåêòîðà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë.

Ïóñòü â íîâîì áàçèñå ζ1, . . . , ζn âåêòîð η èìååò âèä:

η = ζ1y
1 + . . .+ ζny

n =

n∑
i=1

ζjy
j = ζj y

j , (2.18)

ãäå y1, . . . , yn � êîìïîíåíòû âåêòîðà â áàçèñå ζ1, . . . , ζn;

Òîãäà

η
(2.17)
= ξj x

j (2.18)
= ζi y

i. (2.19)

Äâà âåêòîðà ðàâíû, òîëüêî è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ êîìïîíåíòû
â îäíîì è òîì æå áàçèñå.

Êàæäîé êîîðäèíàòå ïðîñòðàíñòâà Rn ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð åäèíè÷íîé
äëèíû (êàê ãîâîðÿò, íîðìèðîâàííûé íà åäèíèöó) èëè îðò (îò ãðå÷. óρϑoς
� ïðÿìîé) � îòðåçîê, íàïðàâëåííûé âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé îñè êîîðäèíàò.
Îðò èìååò òîëüêî îäíó ïðîåêöèþ, ò.å. çàäàåòñÿ îäíèì ÷èñëîì ei. Îðòû ïðî-
ñòðàíñòâà Rn îáðàçóþò íîðìèðîâàííûé èëè ñòàíäàðòíûé áàçèñ e1, . . . , en,
ãäå ei = (0, . . . , 1, . . . , 0), ñ ÷èñëîì 1 íà i-îì ìåñòå è 0 íà âñåõ îñòàëüíûõ. Ïðî-
èçâîëüíûé âåêòîð ξ = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê ëèíåéíàÿ
ñóïåðïîçèöèÿ îðòîâ:

ξ = e1x
1 + . . .+ enx

n = eix
i. (2.20)

Â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Cn íîðìèðîâàííûì (åäèíè÷íûì) âåêòîðîì
èëè îðòîì íàçûâàåòñÿ âåêòîð ei, äëÿ êîòîðîãî |ei| = 1.

Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò â R3 îáû÷íî âûáèðàþò x, y, z. Áàçèñ äåêàðòîâîé
(îðòîãîíàëüíîé è ïðÿìîëèíåéíîé) ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèíÿòî çàäàâàòü îð-
òàìè i, j, k èëè îðòàìè ex, ey, ez, ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàì x, y, z. Òî-
ãäà, íàïðèìåð, ðàäèóñ-âåêòîð â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

r = i · x+ j · y + k · z èëè r = exx+ eyy + ezz. (2.21)

Äàëüíåéøèé ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà ïîñâÿù¼í îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ
îäèí-ôîðìà è èçëàãàåòñÿ äëÿ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà Rn.

53



Îïðåäåëèâ â Rn âåêòîð êàê ëèíåéíóþ ñóïåðïîçèöèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(2.20) ìû, íà ñàìîì äåëå, èñïîëüçîâàëè íå îäíó, à äâå n-÷ëåííûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè: ïåðâàÿ � êîìïîíåíòû âåêòîðà x1, . . . , xn ñ âåðõíèì èíäåêñîì,
âòîðàÿ � áàçèñíûå âåêòîðû e1, . . . , en ñ íèæíèì èíäåêñîì.

Âûáîð áàçèñà e1, . . . , en çàäà¼ò ìíîæåñòâî n-÷ëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ξ = (x1, . . . , xn) èëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V . Åñëè æå ôîðìàëü-
íûì îáðàçîì ïðîèçâåñòè âûáîð êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà â äàííîé òî÷êå
x1, . . . , xn â êà÷åñòâå íåêîãî ñîïðÿæ¼ííîãî áàçèñà, òî òåì ñàìûì áóäåò çà-
äàíî ïðîñòðàíñòâî V ∗ n-÷ëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íèæíèì èíäåêñîì
ω = (a1, . . . , an), ñîïðÿæ¼ííîå èëè äâîéñòâåííîå âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó
V . Ýòî ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ω(ξ) çàäàíî íà ýëå-
ìåíòàõ ω ∈ V ∗, íàçûâàåìûõ 1-ôîðìû.

Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ω : V → R íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé èëè ëè-
íåéíîé ôîðìîé (êîðîòêî, 1-ôîðìîé) îò âåêòîðà ξ ∈ V , åñëè:

ω(ξ1 + ξ2) = ω(ξ1) + ω(ξ2), ω(c ξ) = c ω(ξ), ãäå c ∈ R; (2.22)

ò.å. åñëè ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ àðãóìåíòà äà¼ò ëèíåéíóþ ñóïåðïîçèöèþ
ôóíêöèè, òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé.

Êàæäîìó âåêòîðó ξ = e1x
1+. . .+enx

n ∈ V (êàæäîé òî÷êå â ïðîñòðàíñòâå
V ñ âûáðàííûìè êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn) 1-ôîðìà ω = (a1, . . . , an) îòíî-
ñèò íåêîòîðîå ÷èñëî ω(ξ), ðàâíîå äëèíå îáðàçà âåêòîðà ξ â ñîïðÿæ¼ííîì
ïðîñòðàíñòâå V ∗.

Îäèí-ôîðìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ:

ω(ξ) = ω(e1)x
1(ξ) + . . .+ ω(en)x

n(ξ) = a1x
1 + . . .+ anx

n. (2.23)

×èñëà
ω(ei) = ai (i = 1, . . . , n) (2.24)

íàçûâàþò êîìïîíåíòû 1-ôîðìû, n-÷ëåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, . . . , an
ñ íèæíèì èíäåêñîì íàçûâàþò êîâåêòîð, ÷èñëî ω(ξ) íàçûâàþò ñâ¼ðòêà 1-
ôîðìû ω ñ âåêòîðîì ξ, âåëè÷èíû x1(ξ), . . . , xn(ξ), âûáðàííûå â êà÷åñòâå
ñîïðÿæ¼ííîãî áàçèñà, íàçûâàþò áàçèñíûå 1-ôîðìû îò âåêòîðà ξ ∈ V .

Èç âûðàæåíèÿ (2.23) ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèè âåêòîðà ξ íà êîîðäèíàòíûå
îñè åñòü áàçèñíûå 1-ôîðìû

xi(ξ) = xi (i = 1, . . . , n). (2.25)

Èç âûðàæåíèÿ ω(ei) = a1x
1(e1) + . . .+ anx

n(en) ñëåäóåò ÷òî

xi(ej) = δij (i, j = 1, . . . , n), (2.26)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, êîòîðûé ðàâåí íóëþ δij = 0 ïðè i ̸= j è åäèíèöå
δij = 1 ïðè i = j.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåëè÷èíû x1, . . . , xn äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò áàçèñ
ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗ èëè ñîïðÿæ¼ííûé (äóàëüíûé) áàçèñ, òàê êàê
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îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ìîæíî çàïèñàòü
c1x

1 + . . . + cnx
n = 0, ãäå ÷èñëà ci íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî. Òîãäà

c1x
1(e1) + . . .+ cnx

n(e1) = c1 = 0. Ïîäñòàâëÿÿ îñòàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðû
â âûðàæåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî âñå ýòè ÷èñëà ðàâíû íóëþ c1 = . . . = cn, ÷òî
äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü x1, . . . , xn.

Íà 1-ôîðìàõ ìîæíî çàäàòü îïåðàöèþ ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè:

(ω1 + ω2)(ξ) = ω1(ξ) + ω2(ξ), (c ω)(ξ) = c ω(ξ), ãäå c ∈ R, ξ ∈ V ,

àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàöèÿì äëÿ âåêòîðîâ:

(ξ1 + ξ2)(ω) = ξ1(ω) + ξ2(ω), (c ξ)(ω) = c ξ(ω), ãäå c ∈ R, ω ∈ V ∗.

Ïîýòîìó ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî 1-ôîðì V ∗ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì, àíàëîãè÷íî âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó V .

Èñõîäíîå è ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíû äðóã äðóãó (íè÷åì
íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà). Ïðîñòî âûáîð áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðèâ¼ë ê
äåëåíèþ âñåõ âåêòîðîâ íà äâà âèäà, ò.å. ê âîçíèêíîâåíèþ äâóõ ìíîæåñòâ
îáúåêòîâ, îäíè èç êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äðóãèå.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç: Âåêòîð ξ åñòü òî÷êà ïðîñòðàíñòâà V ñ êîì-
ïîíåíòàìè x1, . . . , xn, 1-ôîðìà ω åñòü òî÷êà ñîïðÿæ¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗

ñ êîìïîíåíòàìè a1, . . . , an, íàçûâàåìàÿ òàêæå êîâåêòîðîì. Îäíàêî 1-ôîðìà
êàê ôóíêöèÿ îò âåêòîðà ω(ξ) åñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ω : V ∗ → R, àíàëî-
ãè÷íî ýòîìó âåêòîð êàê ôóíêöèÿ îò 1-ôîðìû ξ(ω) åñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
ξ : V → R. Òåðìèí ¾äâîéñòâåííîå¿ ïðîñòðàíñòâî óïîòðåáëÿåòñÿ ïîòîìó, ÷òî
êàæäóþ èç ýòèõ âåëè÷èí (âåêòîðîâ è 1-ôîðì) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëè-
íåéíóþ ôóíêöèþ, àðãóìåíòîì êîòîðîé ñëóæèò äðóãàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó
è ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû è 1-ôîðìû äâîéñòâåííû äðóã äðóãó. Â ðåçóëüòàòå
ìîæíî çàïèñàòü:

ξ(ω) = ω(ξ) = ω · ξ = a1x
1 + . . .+ anx

n. (2.27)

Âåëè÷èíà ω · ξ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì êîâåêòîðà ω =
(a1, . . . , an) è âåêòîðà ξ = (x1, . . . , xn). Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå Äèðàêîì áû-
ëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèå âåêòîðà ñêîáêàìè |ξ⟩, à êîâåêòîðà ñêîáêàìè ⟨ω|.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîâåêòîðà è âåêòîðà èçîáðàæàþò ñêîáêàìè ⟨ω|ξ⟩.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êîâåêòîð îïðåäåë¼í ïîëíîñòüþ, åñëè çàäàíî åãî ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ëþáûì âåêòîðîì, è íàîáîðîò.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíî äâà ðàçëè÷íûõ áàçèñà e1, . . . , en è ξ1, . . . , ξn.
Ïðåäñòàâèì âåêòîðû áàçèñà ξ1, . . . , ξn â áàçèñå e1, . . . , en:

ξj = e1ξ
1
j + . . .+ enξ

n
j èëè ξj = ejξ

i
j (i, j = 1, . . . , n). (2.28)

Â ýòîì ñëó÷àå
xi(ξj) = ξij . (2.29)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà η çàïèøåì:

η = eix
i = ξjX

j = eiξ
i
jX

j èëè xi = ξijX
j (i, j = 1, . . . , n). (2.30)
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Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé 1-ôîðìû ω çàïèøåì:

ω(ξi) = Ai = ω(ei)ξ
i
j = aiξ

i
j èëè Ai = aiξ

i
j (i, j = 1, . . . , n). (2.31)

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà e1, . . . , en â áàçèñ ξ1, . . . , ξn (îò íà÷àëüíî-
ãî ê êîíå÷íîìó áàçèñó) ξj = eiξ

i
j ïðîòèâîïîëîæåí çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîìïîíåíò âåêòîðà xi = ξijX
j (îò êîíå÷íûõ ê íà÷àëüíûì êîìïîíåíòàì)

è àíàëîãè÷åí çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò 1-ôîðìû Ai = aiξ
i
j (îò

íà÷àëüíûõ ê êîíå÷íûì êîìïîíåíòàì). Âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûå (¾êîí-
òðà¿!) è àíàëîãè÷íûå (¾êî¿!) çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñòàðîé ëèòåðàòóðå
èìåíóþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè è êîâàðèàíòíûìè, è òî, ÷òî ìû íàçûâàåì
ïðîñòî ¾âåêòîðàìè¿, ðàíüøå íàçûâàëè ¾êîíòðàâàðèàíòíûìè âåêòîðàìè¿,
à 1-ôîðìû íàçûâàëè ¾êîâàðèàíòíûìè âåêòîðàìè¿ èëè êîâåêòîðàìè. Ïðè
ñîâðåìåííîì èçëîæåíèè ïîä÷¼ðêèâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íè âåêòîðû, íè 1-
ôîðìû íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå áàçèñà; ýòî ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, íå
çàâèñÿùèå îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Âåêòîðíîå èñ÷èñëåíèå � ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ñâîé-
ñòâà îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè. Âîçíèêíîâåíèå âåêòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ òåñíî
ñâÿçàíî ñ ïîòðåáíîñòÿìè ìåõàíèêè è ôèçèêè. Ïîíÿòèå âåêòîð âîçíèêëî êàê
ìàòåìàòè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ îáúåêòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ âåëè÷èíîé è íà-
ïðàâëåíèåì, íàïðèìåð: ïåðåìåùåíèå, ñêîðîñòü, íàïðÿæåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî
è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Äî 19 â. äëÿ çàäàíèÿ âåêòîðîâ èñïîëüçîâàëñÿ ëèøü êî-
îðäèíàòíûé ñïîñîá è îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè ñâîäèëèñü ê îïåðàöèÿì íàä
èõ êîîðäèíàòàìè. Ëèøü â ñåðåäèíå 19 â. áûëî ñîçäàíî âåêòîðíîå èñ÷èñ-
ëåíèå, â êîòîðîì îïåðàöèè ïðîâîäèëèñü íåïîñðåäñòâåííî íàä âåêòîðàìè,
áåç îáðàùåíèÿ ê êîîðäèíàòíîìó ñïîñîáó çàäàíèÿ. Îñíîâû âåêòîðíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ áûëè çàëîæåíû èññëåäîâàíèÿìè Ó. Ãàìèëüòîíà è Ã. Ãðàññìàíà.
Ñîâðåìåííûé âèä âåêòîðíîìó èñ÷èñëåíèþ ïðèäàë Äæ. Ãèááñ.

2.3 Ìàòðèöà è îïðåäåëèòåëü

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n-íåèçâåñòíûìè:

yi = α11x
1 + . . .+ α1nx

n = αijx
j (i = 1, . . . ,m). (2.32)

Ýòó ñèñòåìó óäîáíî çàïèñàòü â âèäå òàáëèöû ÷èñåë èëè äâóõèíäåêñíîãî
ìàññèâà ÷èñåë, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà (ëàò. matrix � ìàòêà, èñòî÷-
íèê, íà÷àëî):

α =

∥∥∥∥∥∥∥
α11 . . . α1n

· · · · · · · · ·
αm1 . . . αmn

∥∥∥∥∥∥∥ , òîãäà
∥∥∥∥∥∥∥
y1

· · ·
ym

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
α11 . . . α1n

· · · · · · · · ·
αm1 . . . αmn

∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
x1

· · ·
xn

∥∥∥∥∥∥∥ , (2.33)

ãäå êîýôôèöèåíòû αij (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) íàçûâàþò ýëåìåíòàìè
ìàòðèöû.
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Â ñîñòàâëåíèè äâóõèíäåêñíûõ ìàññèâîâ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðà-
âèëà: äëÿ ëþáîãî äâóõèíäåêñíîãî ìàññèâà ñ èíäåêñàìè íà îäíîì óðîâíå,
íàïðèìåð, αij èëè αij , ïåðâûé èíäåêñ � ýòî íîìåð ñòðîêè, âòîðîé èíäåêñ �
íîìåð ñòîëáöà; åñëè èíäåêñû íàõîäÿòñÿ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ αij , òîãäà âåðõ-
íèé � íîìåð ñòðîêè, à íèæíèé � íîìåð ñòîëáöà.

Ìàòðèöû ïðèíÿòî âûäåëÿòü äâóìÿ âåðòèêàëüíûìè ÷åðòî÷êàìè α =
∥αij∥, ëèáî êðóãëûìè ñêîáêàìè α = (αij). Åñëè ó ìàòðèöû m ñòðîê è
n ñòîëáöîâ, òî (m × n)-ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé; ñîîòâåòñòâåí-
íî, (n × n)-ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé; (n × 1)-ìàòðèöà � âåêòîð-

ñòîëáöîì, (1× n)-ìàòðèöà � âåêòîð-ñòðîêîé.
×èñëî n êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâàþò ïîðÿäêîì ìàòðèöû. Ãëàâíîé

äèàãîíàëüþ êâàäðàòíîé ìàòðèöû α ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ðÿä ýëåìåíòîâ
α11, . . . , αnn. Ýòè ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè. Îñòàëüíûå ýëåìåí-
òû íàçûâàþòñÿ íåäèàãîíàëüíûìè. Åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû èìåþò
íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ, à âñå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû � íóëåâûå, òî ãîâîðÿò,
÷òî ìàòðèöà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà � êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íèæå (èëè âûøå) ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ (èç i > j èëè i < j ñëåäóåò αij = 0). Ó íóëå-

âîé ìàòðèöû ∥0∥ âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E � ýòî
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû åäèíèöå
E = ∥δij∥.

Ýëåìåíòû â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (2.32) ìîãóò áûòü çàïèñàíû íå ñ
íèæíèì, à ñ âåðõíèì èíäåêñîì. Çàïèøåì òàêóþ ñèñòåìó èç n ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè è êâàäðàòíîé ìàòðèöåé:

yi = αi1x
1 + . . .+ αinx

n = αijx
j (i = 1, . . . ,m). (2.34)

Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû ìàòðèöû èìåþò êàê âåðõíèé, òàê è íèæíèé
èíäåêñû, ÷òîáû ñîîòâåòñòâîâàòü êîìïîíåíòàì yi è xj .

Çàäàííûå êîìïîíåíòû y1, . . . , yn íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé. Ìàòðèöà α, äîïîëíåííàÿ ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ,
íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà:

åñëè

∥∥∥∥∥∥∥
y1

· · ·
yn

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
α1
1 . . . α

1
n

· · · · · · · · ·
αn1 . . . α

n
n

∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
x1

· · ·
xn

∥∥∥∥∥∥∥ òî

∥∥∥∥∥∥∥
y1

· · ·
yn

∣∣∣∣∣∣∣
α1
1 . . . α

1
n

· · · · · · · · ·
αn1 . . . α

n
n

∥∥∥∥∥∥∥ (2.35)

åñòü ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà.
Âïåðâûå ìàòðèöà, êàê ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå ïîÿâèëîñü â ðàáîòàõ

Ó. Ãàìèëüòîíà, À. Êýëè è Äæ. Ñèëüâåñòðà â ñåðåäèíå 19 â. Îñíîâû òåîðèè
ìàòðèö ñîçäàíû Ê. Âåéåðøòðàññîì è Ã. Ôðîáåíèóñîì âî âòîðîé ïîëîâèíå
19 â. è íà÷àëå 20 â. Ñîâðåìåííîå îáîçíà÷åíèå � äâå âåðòèêàëüíûå ÷åðòî÷-
êè � ââ¼ë À. Êýëè (1841). Ñèìâîë Êðîíåêåðà áûë ââåä¼í Ë. Êðîíåêåðîì
(1869).

Çàïèñü ÷èñåë â âèäå ìàòðèöû îêàçàëàñü ÷ðåçâû÷àéíî ïëîäîòâîðíîé äëÿ
ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, òàê êàê îêàçàëîñü, ÷òî ýòè ìàòåìàòè÷å-
ñêèå îáúåêòû îáëàäàþò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ.
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Âî-ïåðâûõ, ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿ-

åò óïðîñòèòü è óíèôèöèðîâàòü àëãîðèòì èõ ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.35) áóäóò òàêèå çíà÷åíèÿ x1, . . . , xn,
ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïðåâðàùàþòñÿ â âåðíûå òîæ-
äåñòâà. Ñèñòåìà èìååò îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â
íåé íåò òîæäåñòâåííûõ ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèé.

Ìû ìîæåì âû÷èñëèòü íåèçâåñòíûå, ïîäñòàâëÿÿ èõ èç îäíèõ óðàâíåíèé
â äðóãèå. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ êàæäîãî íåèçâåñòíîãî â âèäå
ôîðìóë Êðàìåðà êàê ÷àñòíîå äâóõ âåëè÷èí:

xi =
∆i

∆
. (2.36)

Âåëè÷èíà ∆ èëè detα íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû
∥αij∥ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì n ýëåìåíòîâ, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî
ñòîëáöà, è ñíàáæ¼ííûõ îïðåäåë¼ííûì çíàêîì:

∆ = detα = det ∥αij∥n =

∣∣∣∣∣∣∣
α1
1 . . . α

n
1

· · · · · · · · ·
α1
n . . . α

n
n

∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

±α1
j1 · . . . · α

n
jn . (2.37)

Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì j1, . . . , jn ÷èñåë 1, . . . , n,
è ïåðåä ÷ëåíîì áåðåòñÿ çíàê ¾+¿, åñëè ïåðåñòàíîâêà j1, . . . , jn ÷¼òíàÿ, è
çíàê ¾−¿, åñëè ïåðåñòàíîâêà j1, . . . , jn íå÷¼òíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé
êîýôôèöèåíò ñîäåðæèò n! ÷ëåíîâ, èç êîòîðûõ ïîëîâèíà ÷¼òíàÿ, à ïîëîâèíà
íå÷¼òíàÿ. Êàæäûé ÷ëåí îïðåäåëèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì n ýëåìåí-
òîâ, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà, è ñíàáæ¼í
îïðåäåë¼ííûì çíàêîì.

Âåëè÷èíà ∆i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû α, ïîëó÷åííîé
çàìåíîé i-îãî ñòîëáöà êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ
y1, . . . , yn.

Èç ôîðìóë Êðàìåðà ñëåäóåò, ÷òî îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû n óðàâ-
íåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè ñóùåñòâóåò, åñëè îïðåäåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû ïîðÿäêà n îòëè÷åí îò íóëÿ detα ̸= 0.

Îïðåäåëèòåëü åñòü îñíîâíàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöû. Åñëè detα = 0 òî ãîâîðÿò, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà α âûðîæäåííàÿ,
îñîáàÿ (îñîáåííàÿ) èëè ñèíãóëÿðíàÿ (îò ëàò. singularis � îòäåëüíûé, îñî-
áûé), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åñëè detα ̸= 0, êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ
íåâûðîæäåííîé èëè íåîñîáåííîé.

Ìèíîð (îò ëàò. minor � ìåíüøèé) k-ãî ïîðÿäêà (m×n)-ìàòðèöû � îïðå-
äåëèòåëü êâàäðàòíîé (k×k)-ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ èñõîäíîé
(m × n)-ìàòðèöû, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè å¼ ïðîèçâîëüíî âûäåëåííûõ k
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ñòðîê è k ñòîëáöîâ ñ ñîõðàíåíèåì èõ ïîðÿäêà:

detαi1...ikj1...jk
=

∣∣∣∣∣∣∣
αi1j1 . . . α

ik
j1

· · · · · · · · ·
αinjk . . . α

ik
jk

∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

±αi1j1 · . . . · α
ik
jk
. (2.38)

Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì j1, . . . , jk ÷èñåë 1, . . . , k,
è ïåðåä ÷ëåíîì áåðåòñÿ çíàê ¾+¿, åñëè ïåðåñòàíîâêà ÷¼òíàÿ, è çíàê ¾−¿,
åñëè ïåðåñòàíîâêà íå÷¼òíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ìèíîð ñîäåðæèò k!
÷ëåíîâ, èç êîòîðûõ ïîëîâèíà ÷¼òíàÿ, à ïîëîâèíà íå÷¼òíàÿ.

Êàæäàÿ ìàòðèöà èìååò CknC
k
m ìèíîðîâ k-ãî ïîðÿäêà. Ìèíîðàìè 1-ãî

ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû αij . Åñëè íîìåðà ñòðîê, â êîòîðûõ
ðàñïîëîæåí ìèíîð, ñîâïàäàþò ñ íîìåðàìè ñòîëáöîâ, òî îí íàçûâàåòñÿ ãëàâ-
íûì ìèíîðîì. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n èìååò Ckn ãëàâíûõ ìèíîðîâ
k-ãî ïîðÿäêà. Ãëàâíûìè ìèíîðàìè 1-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ìàòðèöû.

Áàçèñíûé ìèíîð ìàòðèöû � îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà ýòîé
ìàòðèöû, òàêîé, ÷òî âñå ñîäåðæàùèå åãî ìèíîðû (k + 1)-ãî ïîðÿäêà ðàâíû
íóëþ èëè æå ìèíîð (k + 1)-ãî ïîðÿäêà íå ñóùåñòâóåò.

Äîïîëíèòåëüíûì ìèíîðîì ê ìèíîðó ïîðÿäêà k êâàäðàòíîé ìàòðèöû
ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n−k, ïîëó÷åííûé èç èñõîäíîé
ìàòðèöû âû÷¼ðêèâàíèåì òåõ k ñòîëáöîâ (ñòðîê), â êîòîðûõ ðàñïîëîæåí
áàçèñíûé ìèíîð.

Äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð Mij ê ýëåìåíòó ìàòðèöû αij ïîëó÷àåòñÿ âû÷¼ð-
êèâàíèåì i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà èñõîäíîé ìàòðèöû α.

Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà αij ìàòðèöû α åñòü ÷èñëî:

Aij = (−1)i+jMij . (2.39)

Íàçâàíèå ¾àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå¿ ñâÿçàíî ñ ôîðìóëàìè ðàçëîæå-
íèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïî ñòðîêå (ïî ñòîëáöó):

detα =
n∑
j=1

αijAij . (2.40)

Ðàíã ìàòðèöû: åñëè ñðåäè ìèíîðîâ ïîðÿäêà r âûðîæäåííîé ìàòðèöû α
õîòÿ áû îäèí îòëè÷åí îò íóëÿ, è âñå ìèíîðû ïîðÿäêà âûøå r ðàâíû íóëþ,
òî ÷èñëî r íàçûâàåòñÿ ðàíãîì r = rankα ýòîé ìàòðèöû. Ïîðÿäîê ëþáîãî
áàçèñíîãî ìèíîðà ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ìàòðèöû.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.33) ñ (m × n)-ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé,
åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è íåñîâìåñòíîé, åñëè îíà íå èìååò
íè îäíîãî ðåøåíèÿ. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îíà
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è íåîïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò áîëåå îäíî-
ãî ðåøåíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êàæäîå åå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì
ðåøåíèåì ñèñòåìû. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ îáùèì
ðåøåíèåì.
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Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëè äà¼ò èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà âîïðîñ î ñîâ-
ìåñòíîñòè ñèñòåìû:

1. ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ðàñøèðåííîé ìàò-
ðèöû ñèñòåìû ðàâåí ðàíãó îñíîâíîé ìàòðèöû;

2. åñëè ðàíã ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ðàâåí ÷èñëó íåèçâåñòíûõ, òî ñèñòåìà
èìååò åäèíñòâåííîé ðåøåíèå;

3. åñëè ðàíã ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî ñèñòåìà
èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Òåîðåìà ñîäåðæèòñÿ â ëåêöèÿõ, ÷èòàâøèõñÿ Ë. Êðîíåêåðîì â 1883�91.
À. Êàïåëëè (1892) âïåðâûå äàë ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì
òåðìèíà ¾ðàíã ìàòðèöû¿.

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè âñå ñâîáîä-
íûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ y1 = . . . = yn = 0. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâ-
ìåñòíà, òàê êàê èìååò íóëåâîå (òðèâèàëüíîå) ðåøåíèå x1 = . . . = xn = 0.
Åñëè ðàíã îäíîðîäíîé ñèñòåìû ðàâåí ðàçìåðó ìàòðèöû, òî òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Åñëè ðàíã îäíîðîäíîé ñèñòåìû ìåíüøå ðàçìåðà ìàò-
ðèöû, òî îíà èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà âåñüìà òðóäî¼ìêè è ïðèìåíèìû
òîëüêî äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö ïîç-
âîëÿþò óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé. Ýëåìåíòàðíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ:

1. ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ðÿäîâ ìàòðèöû;

2. óìíîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ðÿäà ìàòðèöû íà íåíóëåâîå ÷èñëî;

3. ïðèáàâëåíèå êî âñåì ýëåìåíòàì ðÿäà ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ ïàðàëëåëüíîãî ðÿäà, óìíîæåííîãî íà îäíî è òî æå ÷èñëî.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé ìàòðèöû ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ìàòðèöå. Ñïðàâåäëèâîñòü óêàçàí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûòåêàåò èç åñòåñòâåííûõ àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ìåòîä Ãàóññà � ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ �
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðè-
öà ïðèâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ìàòðèöå ñòóïåí÷àòîãî (èëè òðåóãîëüíîãî
âèäà).

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé ìàòðèöû ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ìàòðèöå. Ñïðàâåäëèâîñòü óêàçàí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûòåêàåò èç åñòåñòâåííûõ àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðîèçâîäèòü â ìàòðè÷íîì âèäå.
Äâå ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû α è β ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
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äâå êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû ξ è η, ÷òî α è β ñâÿçàíû ïðåîá-
ðàçîâàíèåì β = ηαξ. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíî ñîîòâåòñòâóþùèì
ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ìàòðèö.

Ôîðìóëû Êðàìåðà íàéäåíû Ã. Êðàìåðîì (1750). Òåðìèí ¾îïðåäåëèòåëü¿
â ñîâðåìåííîì åãî çíà÷åíèè ââ¼ë Î. Êîøè (1815), õîòÿ ðàíåå (1801) ¾äå-
òåðìèíàíòîì¿ Ê. Ãàóññ íàçâàë äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Èäåÿ
¾îïðåäåëèòåëÿ¿ âîñõîäèò ê Ã. Ëåéáíèöó (1693), êîòîðûé ïðèø¼ë ê îïðåäå-
ëèòåëþ ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé. Îáîçíà÷åíèå � âåðòèêàëüíûå ëè-
íèè � ââ¼ë À. Êýëè (1841).

Âî-âòîðûõ, ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿ-

åò ðàññìàòðèâàòü ýòó ñèñòåìó êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåê-

òîì, àíàëîãè÷íî òàêèì îáúåêòàì êàê òî÷êà, âåêòîð, ôèãóðà è ò.ä.

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.33) åñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

α : Rn → Rm

n-÷ëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ξ = (x1, . . . , xn) ∈ Rn â m-÷ëåííûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè η = (y1, . . . , ym) èëè ëèíåéíûé îïåðàòîð

η = α ξ, (2.41)

ãäå α ξ � ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà α íà âåêòîð ξ.

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà α íà âåêòîð ξ îçíà÷àåò,
÷òî êàæäûé ýëåìåíò yi èç η åñòü ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-îé ñòðî-
êè ìàòðèöû íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñòîëáöà ξ ñîãëàñíî ïðàâèëó
(2.32) yi = αijx

j èëè (2.34) yi = αijx
j .

Òåðìèí ¾ëèíåéíûé¿ îïåðàòîðà îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ àð-
ãóìåíòà äà¼ò ëèíåéíóþ ñóïåðïîçèöèþ îïåðàòîðà:

α (ξ + ζ) = α ξ + α ζ è α (c ξ) = c (α ξ) (c ∈ R).

Ðàçíèöà ìåæäó òåðìèíàìè ëèíåéíûé îïåðàòîð è ìàòðèöà ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïîä îïåðàòîðîì ïîíèìàþò âåêòîð-ôóíêöèþ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, à
ïîä ìàòðèöåé � òàáëèöó ÷èñåë. Â îñòàëüíîì èõ ñâîéñòâà îäèíàêîâû, áîëåå
òîãî êàæäûé ëèíåéíûé îïåðàòîð çàäà¼òñÿ ñâîåé ìàòðèöåé.

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (2.35) âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ çàäà¼òñÿ
êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé

α : Rn → Rn,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ èëè ìàòðèöåé ïðÿìîãî ïå-

ðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó.
Òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ëþáîãî âåêòîðà â ñàìîãî ñåáÿ çàäà¼òñÿ

åäèíè÷íîé ìàòðèöåé

ξ = E ξ.
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C-ëèíåéíûé îïåðàòîð åñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó êîìïëåêñíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè

α : Cn → Cm.

Êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûé α ê α åñòü îïåðàòîð

α : Cn → Cm èëè αξ = α ξ (ξ ∈ Cn).

Êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð òàêæå ÿâëÿåòñÿ C-ëèíåéíûì.

Êàæäóþ ñòðîêó (ñòîëáåö) ìàòðèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê n-÷ëåííóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èëè âåêòîð, çàäàííûé â íåêîòîðîì áàçèñå. Ïðÿìîóãîëü-
íàÿ (m× n)-ìàòðèöà åñòü êîðòåæ (ôðàíö. cortege) � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èç m ýëåìåíòîâ (â äàííîì ñëó÷àå � âåêòîðîâ).

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ α : Rn → Rm è èõ ìàòðèö α ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñòåïåíü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

V m = V × . . .× V = Rmn (2.42)

è ñàìî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè mn íàä ïîëåì R,
òàê êàê íà í¼ì ìîæíî çàäàòü îïåðàöèè ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè:

α ξ + β ξ = (α+ β) ξ, (c α) ξ = α (c ξ).

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé α : Rn → Rn è èõ ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n2 íàä ïîëåì R.

Ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ìàòðèö èìååò âèä:

1. Ñóììîé α+ β äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö α è β îäíîãî ðàçìåðà íà-
çûâàåòñÿ ìàòðèöà àíàëîãè÷íîãî ðàçìåðà ñ ýëåìåíòàìè αij + βij .

2. Ïðîèçâåäåíèåì c α ìàòðèöû α íà ÷èñëî c íàçûâàþò ìàòðèöó, ýëåìåí-
òû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì íà ýòî ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ìàòðèöû: c α = ∥c αij∥.

Ñâîéñòâà îïåðàöèè ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè (a, b ∈ R):

α+ β = β + α,

a (α+ β) = aα+ a β,

α+ (β + γ) = (α+ β) + γ,

(a+ b)α = aα+ b α,

(a b)α = a (b α).

Àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâó âåêòîðîâ ìû ìîæåì ââåñòè íîðìó ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà α : Rn → Rn èëè η = α ξ. Íîðìîé α íàçûâàåòñÿ ÷èñëî:

∥α∥ = sup
ξ ̸=0

∥α ξ∥
∥ξ∥

. (2.43)
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Ãåîìåòðè÷åñêè ∥α∥ îçíà÷àåò íàèáîëüøèé ¾êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ¿
ïðåîáðàçîâàíèÿ α.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íîðìà (2.43) èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. ∥cα∥ = |c|∥α∥, ãäå c ∈ R,

2. ∥α+ β∥ 6 ∥α∥+ ∥β∥,

3. ∥αβ∥ 6 ∥α∥∥β∥.

Îïðåäåëèì ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ èëè ðàññòîÿíèå ìåæäó
äâóìÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè (ìåòðèêó) êàê íîðìó èõ ðàçíîñòè

ρ(α, β) = ∥α− β∥. (2.44)

Äîêàæåì ÷òî ρ � ìåòðèêà.
Èç îïðåäåëåíèÿ (2.43) âèäíî, ÷òî: ρ > 0, åñëè α ̸= β, ρ(α, α) = 0, ρ(β, α) =

ρ(α, β). Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ρ(α, β) + ρ(β, γ) > ρ(α, γ) âûòåêàåò èç
ñâîéñòâà 2 íîðìû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïðîñòðàíñòâî L ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ
ìåòðèêîé ρ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Äâå ìàòðèöû ðàâíû, åñëè îïðåäåëÿåìîå èìè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðî-
èçâîëüíîãî âåêòîðà ξ, äàåò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò:

åñëè α ξ = β ξ, òîãäà α = β è ∥αij∥ = ∥βij∥.

Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð α : Rm → Rk çàäàí (k ×m)-ìàòðèöåé ∥αij∥, à
îïåðàòîð β : Rn → Rm � (m× n)-ìàòðèöåé ∥βij∥, òî îïåðàòîð

α ◦ β : Rn → Rk

çàäàí (k × n)-ìàòðèöåé ∥γij∥ è íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé (ïîñëåäîâàòåëü-
íûì ïðèìåíåíèåì) äâóõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ:

η = γ ξ = α ◦ β ξ.

Óìíîæåíèåì ìàòðèö íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ

γ = α ◦ β èëè γ = αβ,

êîòîðàÿ äà¼ò ìàòðèöó îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè.
Óìíîæåíèå îïðåäåëåíî òîëüêî äëÿ òàêîé ïàðû ìàòðèö, ó êîòîðîé ÷èñëî

ñòîëáöîâ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ ðàâíî ÷èñëó ñòðîê âòîðîãî. Ïðè ýòîì êàæ-
äûé ýëåìåíò γij åñòü ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè ìàòðèöû
α íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû β:

γij = αi1β1j + . . .+ αimβmj (i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , n).
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Óìíîæåíèå ìàòðèö îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (a, b, c ∈ R):

(αβ) γ = α (βγ),

(α+ β) γ = αγ + βγ,

α (β + γ) = αβ + αγ,

(a+ b)α = aα+ b α,

c (αβ) = (c α)β = α (c β).

C-ëèíåéíûå îïåðàòîðû îáëàäàþò àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû îáëàäàþò òàêæå
ñâîéñòâàìè (z ∈ C):

α+ β = α+ β,

αβ = αβ,

zα = z · α,
detα = detα.

Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà (íåì. transponieren � ïåðåêëàäûâàòü, îò
ëàò. transpono � ïåðåñòàâëÿþ) ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîé (ïðÿìîóãîëüíîé èëè
êâàäðàòíîé) (m × n)-ìàòðèöû α = ∥αij∥ ïðè çàìåíå ñòðîê ñòîëáöàìè, ò.å.
(n×m)-ìàòðèöà αT = ∥αji∥.

×èñëî ñòðîê (ñòîëáöîâ) òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ðàâíî ÷èñëó ñòîëá-
öîâ (ñòðîê) èñõîäíîé ìàòðèöû. Ïðè ýòîì äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî detαT = detα.

Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé detα ̸= 0 êâàäðàòíîé ìàòðèöû α ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà α−1, òàêàÿ ÷òî:

α−1α = E, detα−1 · detα = 1. (2.45)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå α : Rn → Rn áûëî âçàèìíî îäíîçíà÷íûì (äëÿ
ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ξ1 ̸= ξ2 ñïðàâåäëèâî α ξ1 ̸= α ξ2).

Îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîé ôóíê-
öèè, ò.å. åñëè îíà ñóùåñòâóåò, òî ξ = α−1η ïðè η = α ξ. Òîãäà ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (2.35) ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè îáðàòíîé ìàòðèöû â âèäå:

ξ = α−1η = α−1α ξ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îá-
ðàòíîé ìàòðèöû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà:

α−1
ij =

Aji
∆
. (2.46)

Íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû îñóùåñòâëÿþò òàê:
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1. âûïèñûâàþò òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó;

2. çàìåíÿþò êàæäûé ýëåìåíò òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ñâîèì àëãåá-
ðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì (2.39);

3. äåëÿò ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó íà åå îïðåäåëèòåëü (2.37 èëè 2.40).

Äîïóñòèì, ÷òî n âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξn (ξi = e1ξ
1
i + · · · + enξ

n
i = ejξ

j
i ), çà-

äàííûõ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì e1, . . . , en, ëèíåéíî çàâèñèìû,
òîãäà ξ1c1 + . . .+ ξnc

n = ξic
i = ejξ

j
i c
i = 0 (i, j = 1, . . . , n).

Êàæäàÿ ñóììà ξji c
j ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîíåíòó ñîîòâåòñòâóþùåãî

áàçèñíîãî âåêòîðà ej . Ýòà êîìïîíåíòà ðàâíà íóëþ, òàê êàê âåêòîð (ξ1i c
i, . . . , ξni c

i)
ðàâåí íóëþ, åñëè ðàâíû íóëþ âñå åãî êîìïîíåíòû. Ñîâîêóïíîñòü íóëåé îá-
ðàçóåò íóëåâîé âåêòîð â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
c1, . . . , cn òàêæå îáðàçóåò íåêèé âåêòîð c â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òîãäà:∥∥∥∥∥∥∥

ξ11 . . . ξ
1
n

· · · · · · · · ·
ξn1 . . . ξ

n
n

∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
c1

· · ·
cn

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
ξ1i c

i

· · ·
ξni c

i

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
0

· · ·
0

∥∥∥∥∥∥∥ èëè ξ c = 0. (2.47)

Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ c ∈ V , äëÿ êîòîðûõ ξ c = 0, íàçûâàåòñÿ ÿäðîì
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ξ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ker ξ (îò àíãë. kernel �
ÿäðî). Åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà ξ−1, òî èç óñëîâèÿ ξ c = 0 ñëåäóåò,
÷òî c = ξ−1ξ c = α−10 = 0, ò.å. ker ξ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ker ξ = 0
òî îïåðàòîð ξ : Rn → Rn äåéñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì,
óñëîâèå ker ξ = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
îáðàòíîé ìàòðèöû.

Åñëè ker ξ = 0, òî detα ̸= 0.
Îáðàçîì imα ëèíåéíîãî îïåðàòîðà α íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòî-

ðîâ η, ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå η = αξ.
Åñëè kerα = 0, òî imα = V .
Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ, ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ îáðàòíûõ ìàò-

ðèö, âçÿòûõ â îáðàòíîì ê èñõîäíîìó ïîðÿäêå:

(αβ . . . ω)−1 = ω−1 . . . β−1α−1. (2.48)

Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö γ, α è α′ (det γ ̸= 0) âûðàæåíèÿ âèäà

α′ = γ−1αγ (2.49)

íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ.
Ìàòðèöû α è α′, ñâÿçàííûå ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ íàçûâàþòñÿ ïî-

äîáíûìè. Ó ïîäîáíûõ ìàòðèö îäèíàêîâûé ïîðÿäîê è ðàíã.
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Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ: åñëè α′ = γ−1αγ è β′ = γ−1βγ, òî

α′ + β′ = γ−1(α+ β)γ,

α′β′ = γ−1(αβ)γ,

α′n = γ−1αnγ,

f(α′) = γ−1f(α)γ,

E = γ−1Eγ,

èç [α, β] = 0 ñëåäóåò, ÷òî [α′, β′] = 0,

det(γ−1αγ) = det(α).

Ñòåïåíü n êâàäðàòíîé ìàòðèöû α (ïîðÿäêà k) åñòü ìàòðèöà:

αn = α · . . . · α︸ ︷︷ ︸
n

(2.50)

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü n äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû α (ïîðÿäêà k) äàåò:∥∥∥∥∥∥∥
αn11 . . . 0

· · · · · · · · ·
0 . . . αnkk

∥∥∥∥∥∥∥ (2.51)

Ñëó÷àé îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé n íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòåé, åñëè
òîëüêî ìàòðèöà α íåâûðîæäåííàÿ.

Ñòåïåíü ìàòðèöû äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ìíîãî÷ëåí îò êâàäðàò-
íîé ìàòðèöû:

Pn(α) = anα
n + an−1α

n−1 + . . .+ a1α+ a0E. (2.52)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îò ìàòðèöû:

f(α) =

∞∑
n=0

anα
n. (2.53)

Ìîæíî çàäàòü îñòàëüíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè îò ìàòðèöû:

eα
(1.30)
= lim

n→∞

(
E +

α

n

)
=

∞∑
n=0

αn

n!
, ãäå α0 = E (2.54)

cosα
(1.31)
=

∞∑
n=1

(−1)n
α2n

(2n)!
, (2.55)

sinα
(1.32)
=

∞∑
n=1

(−1)n
α2n+1

(2n+ 1)!
. (2.56)

Âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè ìàòðèöû òàêæå åñòü ìàòðèöû.

66



Ìàòðèöû α êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà èìååò ñâîéñòâî:

eα = eα. (2.57)

Ïóñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà α : Rn → Rn äèàãîíàëüíàÿ, ñ äèàãîíàëüíû-
ìè ýëåìåíòàìè λ1, . . . , λn. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà eα òàêæå
äèàãîíàëüíàÿ, ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè eλ1 , . . . , eλn .

Ïðèìåð. Åñëè ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî êàê òî÷êó íà âåùå-
ñòâåííîé ïëîñêîñòè R2 â áàçèñå e1 = 1, e2 = i, à óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíîå
÷èñëî z êàê ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè α : R2 → R2 , òî îïåðàòîð α åñòü
ïîâîðîò íà óãîë arg z ñ ðàñòÿæåíèåì â |z| ðàç (1.61). Ìàòðèöà α óìíîæåíèÿ
íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ iy èìååò âèä

α =

∥∥∥∥∥x −y
y x

∥∥∥∥∥ . (2.58)

Òîãäà eα åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî ez.
Óìíîæåíèå ìàòðèö � íåêîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, ò.å. ïîðÿäîê, â êîòî-

ðîì ïðîèçâîäÿòñÿ îïåðàöèè, íåáåçðàçëè÷åí, è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìàò-
ðèöà αβ îòëè÷àåòñÿ îò βα. Êðîìå òîãî, âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ äåëåíèåì èõ
äðóã íà äðóãà. Ïîýòîìó ìàòðèöû îáðàçóþò íåêîììóòàòèâíîå êîëüöî. Åñëè
îòñåÿòü íåõîðîøèå ìàòðèöû, òî ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ïðèëè÷íîå ïîëå.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñâîéñòâà (2.45).

Âûðàæåíèå:
[αβ] = αβ − βα. (2.59)

îáû÷íî îáîçíà÷àþò êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè è íàçûâàþò êîììóòàòîðîì

êâàäðàòíûõ (n× n) ìàòðèö α è β.
Ñâîéñòâà êîììóòàòîðà:

1. [αβ] = −[βα] àíòèêîììóòàòèâíîñòü,

2. [α, β + γ] = [αβ] + [αγ] äèñòðèáóòèâíîñòü,

3. c[αβ] = [cα, β] = [α, cβ] (c � ÷èñëî) àññîöèàòèâíîñòü,

4. [α[βγ]] + [β[γα]] + [γ[αβ]] = 0 òîæäåñòâî ßêîáè,

5. [α−1, α] = 0, [c, α] = 0 (c � ÷èñëî),

6. åñëè [αβ] = 0, òî αβ = βα � ìàòðèöû ïåðåñòàíîâî÷íû (êîñîîðòîãî-
íàëüíû),

7. åñëè [αβ] = 0 è α íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî β = f(α),

8. åñëè íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà β êîììóòèðóåò ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðè-
öåé α, òî ìàòðèöà β òàêæå äèàãîíàëüíàÿ.
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Íå ñëåäóåò çàáûâàòü î òîì, ÷òî ìàòðèöà çíà÷èòåëüíåå ÷èñëà. Ó íå¼ åñòü
ñâîè, ïðèñóùèå òîëüêî åé îïåðàöèè. Íàïðèìåð, îíà èìååò ãîðèçîíòàëüíûé è
âåðòèêàëüíûé ðàçìåðû, å¼ ìîæíî ñòàâèòü íàáîê è òðàíñïîíèðîâàòü (îïðî-
êèäûâàòü).

Ïåðå÷èñëèì òåïåðü îáùèå ñâîéñòâà ìàòðèö è îïðåäåëèòåëåé.
Ñâîéñòâà êâàäðàòíûõ ìàòðèö:

1. Âñå êâàäðàòíûå ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà îáðàçóþò êîëüöî.

2. Âñå êâàäðàòíûå ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ ãðóï-
ïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ.

3. Âñå íåîñîáåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà îáðàçóþò íåêîì-
ìóòàòèâíóþ ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

Ñâîéñòâà òðåóãîëüíûõ ìàòðèö:

1. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êàê âåðõíåé, òàê è
íèæíåé òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

2. Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, òàêæå äèàãîíàëüíàÿ. Ýëå-
ìåíòû åå, íå ðàâíûå íóëþ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáðàòíûå âåëè÷èíû
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ çàäàííîé ìàòðèöû.

3. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ å¼
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî òðåóãîëüíàÿ (äèàãîíàëüíàÿ) ìàòðèöà ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîñîáåííîé òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå å¼ äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ.

4. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåðõíèõ èëè íèæíèõ òðåóãîëüíûõ (äèà-
ãîíàëüíûõ) ìàòðèö � òîæå âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ (äèàãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà) è ýòà îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíàÿ.

5. Âñå âåðõíèå èëè íèæíèå òðåóãîëüíûå è äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû n-ãî
ïîðÿäêà îáðàçóþò òðè êîììóòàòèâíûå ãðóïïû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ.

6. Âñå íåîñîáåííûå âåðõíèå (íèæíèå) òðåóãîëüíûå ìàòðèöû îáðàçóþò
íåêîììóòàòèâíóþ ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

7. Âñå íåîñîáåííûå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ
ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Êàæäîå ñòðîêà (ñòîëáåö) ìàòðèöû èëè îïðåäåëèòåëÿ ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé âåêòîð. Åñëè äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû òîæäåñòâåííû, òî äâà âåêòîðà
îïðåäåëèòåëÿ ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíó ñòðîêó îïðåäåëè-
òåëÿ ìîæíî ñäåëàòü íóëåâîé, íî îïðåäåëèòåëü ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Îïðå-
äåëèòåëü ñ íóëåâîé ñòðîêîé òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, òàê êàê â êàæäîì
÷ëåíå ìíîãî÷ëåíà áóäåò íóëåâîé ñîìíîæèòåëü. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëè-
òåëü ñîñòàâëåíûé èç ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ ðàâåí íóëþ; è íàîáîðîò,
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åñëè îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, òî âåêòîðû, èç êîòîðûõ îí ñîñòàâëåí,
ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò áàçèñ è çàäàþò âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî.

Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç åãî ïðåäñòàâëåíèÿ
â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ:

1. îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñòðîêè è ñòîëáöû
(òðàíñïîíèðîâàòü);

2. îò ïåðåìåíû ìåñò äâóõ ñòðîê èëè äâóõ ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â îïðåäå-
ëèòåëü, åãî çíà÷åíèå ìåíÿåò çíàê;

3. îáùèé ìíîæèòåëü âñåõ ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ìîæíî âû-
íåñòè çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ;

4. åñëè êàæäûé ýëåìåíò êàêîé-ëèáî ñòðîêè (ñòîëáöà) åñòü ñóììà äâóõ
ñëàãàåìûõ, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå äâóõ îïðåäåëèòåëåé, ïðè÷¼ì
â îäíîì èç íèõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà (ñòîëáåö) ñîñòîèò èç ïåðâûõ
ñëàãàåìûõ, à â äðóãîì � èç âòîðûõ ñëàãàåìûõ, îñòàëüíûå æå ñòðîêè
(ñòîëáöû) îñòàþòñÿ òå æå, ÷òî è â èñõîäíîì;

5. îïðåäåëèòåëü íå èçìåíÿåòñÿ, åñëè ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè (ñòîëáöà)
ïðèáàâèòü ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), óìíîæåííûå íà ïðîèç-
âîëüíûé ìíîæèòåëü;

6. îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, åñëè ýëåìåíòû äâóõ ñòðîê (èëè äâóõ ñòîëá-
öîâ) ñîîòâåòñòâåííî ïðîïîðöèîíàëüíû;

7. îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ å¼
ãëàâíîé äèàãîíàëè;

8. èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ìàòðèö íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî îïðåäåëè-
òåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé: åñëè
γ = αβ, òî det γ = det(αβ) = detα · detβ, ïîíÿòíî, ÷òî ýòî çàìå÷àíèå
èìååò ñìûñë òîëüêî â ñëó÷àå êâàäðàòíûõ ìàòðèö.

2.4 Åâêëèäîâà è ýðìèòîâà ñòðóêòóðû

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûå ôóíêöèè çàäàííûå íà âåêòîðàõ.
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V m = V × . . . × V = Rmn � åñòü m-êðàòíîå ïðî-

èçâåäåíèå è ξ1, . . . , ξm ∈ V � âåêòîðû. Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ω : V → R èëè
ω(ξ1, . . . , ξm) íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèåé (áèëèíåéíîé, òðèëèíåé-
íîé è ò.ä.) èëè m-ëèíåéíîé ôîðìîé (êîðîòêî, m-ôîðìîé), åñëè äëÿ âñÿêîãî
i = 1, . . . ,m è êàæäîãî c ∈ R èìååì:

ω(ξ1, . . . , ξi + ξ′i, . . . , ξm) =

= ω(ξ1, . . . , ξi, . . . , ξm) + ω(ξ1, . . . , ξ
′
i, . . . , ξm),

ω(ξ1, . . . , c ξi, . . . , ξm) = c ω(ξ1, . . . , ξi, . . . , ξm),

(2.60)
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ò.å. ïîëèëèíåéíàÿ ôîðìà ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.
Ôîðìó ω(ξ1, . . . , ξm) íàçûâàþò ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè îíà íå ìåíÿåòñÿ

ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ àðãóìåíòîâ:

ω(ξ1, . . . , ξi, . . . , ξj , . . . , ξm) = ω(ξ1, . . . , ξj , . . . , ξi, . . . , ξm). (2.61)

Ôîðìó ω(ξ1, . . . , ξm) íàçûâàþò êîñîñèììåòðè÷åñêîé èëè âíåøíåé, åñëè
îíà ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ:

ω(ξ1, . . . , ξi, . . . , ξj , . . . , ξm) = −ω(ξ1, . . . , ξj , . . . , ξi, . . . , ξm). (2.62)

Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ âåêòîðû ξi è ξj ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, âñå æå îñòàëüíûå
âåêòîðû îñòàþòñÿ íà ñâî¼ì ìåñòå.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì áèëèíåéíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôîðìû,
à íèæå ïîëèëèíåéíûå êîñîñèììåòðè÷åñêèå (âíåøíèå) ôîðìû.

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ â n-ìåðíîì âåùå-
ñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàííûõ â áàçèñå ξ1, . . . , ξn:

ν = ξ1a
1 + . . .+ ξna

n è τ = ξ1b
1 + . . .+ ξnb

n. (2.63)

Èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñ. 47), ïîëó÷àåì:

ν · τ = (ξ1a
1 + . . .+ ξna

n) · (ξ1b1 + . . . ξnb
n) =

=
n∑

i,j=1

(ξi · ξj) aibj =
n∑

i,j=1

gij a
ibj

(2.64)

ãäå gij = ξi · ξj � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð áàçèñíûõ
âåêòîðîâ, ïðè÷¼ì gij = gji.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ν íà ñåáÿ:

ν · ν = |ν|2 =
n∑

i,j=1

gij a
iaj (2.65)

çàäà¼ò ìåòðèêó â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ðàññìîòðèì ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ (2.63) â

ïðîñòðàíñòâå Cn, çàäàííûõ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå ξ1, . . . , ξn:
Èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñ. 48):

ν · τ = (ξ1a
1 + . . .+ ξna

n) · (ξ1b1 + . . . ξnbn) =

=
n∑

i,j=1

(ξi · ξj) aibj =
n∑

i,j=1

gij a
ibj

(2.66)

ãäå gij = ξi · ξj � ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð
áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ïðè÷¼ì gij = gji.
Ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ν íà ñåáÿ:

ν · ν = |ν|2 =
n∑

i,j=1

gij a
iaj (2.67)
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çàäà¼ò ìåòðèêó â n-ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå.
Åñëè ñòàíäàðòíûé áàçèñ ñîñòîèò èç ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ (îò ãðå÷.

oρϑoγωνιoς � ïðÿìîóãîëüíûé, ñèíîíèì ïåðïåíäèêóëÿðíûé) âåêòîðîâ, òî
ãîâîðÿò, ÷òî áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé (îðòîãîíàëüíûé è íîðìèðîâàííûé),
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � áàçèñ êîñîóãîëüíûé èëè ïðîèçâîëüíûé. Ïðè îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçèñå: gij = eiej = 0 ïðè i ̸= j, gii = ei · ei = 1.

Â n-ìåðíîì îðòîíîðìèðîâàííîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ðåçóëüòà-
òîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ν è τ áóäåò âûðàæåíèå, íàçû-
âàåìîå åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé ( , ):

ν · τ = (ν, τ) = a1b1 + . . .+ anbn. (2.68)

Êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R, â êîòîðîì ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îïðåäåëåíî åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé, íàçûâàåòñÿ
åâêëèäîâî n-ìåðíîå àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî En.

Ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçèñ îðòîãîíàëü-
íûé. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå ñïðàâåäëèâî. Åâêëèäîâà ñòðóêòóðà àíà-
ëîãè÷íà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ 1-ôîðìû è âåêòîðà (ω, ξ) = a1x

1 + . . .+
anx

n, íî âûðàæåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ω, ξ) ñïðàâåäëèâî â ëþ-
áîì ïðîñòðàíñòâå, íå îáÿçàòåëüíî åâêëèäîâîì.

Åñëè âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî, â ñèëó ñâîéñòâà 3 ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ (ñì. ñòð. 47), ïîëó÷èì

a1b1 + . . .+ anbn = 0. (2.69)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ν íà ñåáÿ:

ν · ν = (ν, ν) = |ν|2 = (a1)2 + . . .+ (an)2 (2.70)

çàäà¼ò ìåòðèêó â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèå (n− 1)-ìåðíîé ïëîñêî-

ñòè (2.16) ìîæíî çàïèñàòü êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå n · r = const âåêòî-
ðîâ, ãäå n = (ξ1, . . . , ξn) è r = (x1, . . . , xn). Âåêòîð r � ýòî ðàäèóñ-âåêòîð
(ñì. � 2.1). Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð r ëåæèò íà ïëîñêîñòè, à
n · r = 0. Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà 3 ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ñòð. 47)
âåêòîð n, î÷åâèäíî, ïåðïåíäèêóëÿðåí ðàäèóñ-âåêòîðó, è ïîýòîìó íàçûâàåò-
ñÿ íîðìàëüþ ïëîñêîñòè (ôðàíö. normal, îò ëàò. normalis � ïðÿìîé). Åñëè,
â ñâîþ î÷åðåäü, n � íîðìàëü, òî óðàâíåíèå

n · r = const (2.71)

ñ ïðîèçâîëüíûì ðàäèóñ-âåêòîðîì r çàäà¼ò ïðîèçâîëüíóþ (n − 1)-ìåðíóþ
ïëîñêîñòü ïðè ïîìîùè å¼ n-ìåðíîé íîðìàëè.

Åñëè ìû õîòèì âûÿñíèòü, ïåðïåíäèêóëÿðíû èëè ïàðàëëåëüíû ïðÿìûå è
ïëîñêîñòè, òî ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ïåðïåíäèêóëÿðíû èëè êîëëèíåàðíû
èõ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû è íîðìàëè. Ó ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé êîëëè-
íåàðíûå (2.14) íîðìàëè n1 = cn2. Ó ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé ïåðïåí-
äèêóëÿðíûå íîðìàëè n1 · n2 = 0. Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, åñëè åå
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íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïåðïåíäèêóëÿðåí íîðìàëè ïëîñêîñòè (2.69) n · s = 0.
Ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè, åñëè å¼ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð s è íîð-
ìàëü ïëîñêîñòè êîëëèíåàðíûå (2.14) n = cs.

Íà ñâîéñòâàõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îñíîâàíû ôîðìóëû àíàëèòè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3. Â êà÷åñòâå êî-
îðäèíàò ïðîñòðàíñòâà E3 îáû÷íî âûáèðàþò îáîçíà÷åíèÿ x, y, z.

Òîãäà:

• Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè (x1, y1, z1)
è (x2, y2, z2) èìååò âèä (2.14):

x2 − x1
n

=
y2 − y1
m

=
z2 − z1
k

,

ãäå n, m è k � ïðîåêöèè íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà íà îñè êîîðäèíàò.

• Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

x = x0 +mt, y = y0 + nt, z = z0 + kt.

• Óðàâíåíèå (2.16) ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå è ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè:

ax+ by + cz = n · r = const, ax+ by = n · r = const;

ãäå a, b è c � êîîðäèíàòû âåêòîðà íîðìàëè;

const� âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò ïëîñ-
êîñòè (ïðÿìîé) äî íà÷àëà êîîðäèíàò, â ÷àñòíîñòè ïëîñêîñòü, ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x, y), çàäàåòñÿ êàê z = const,
ïðè ýòîì âûðàæåíèå ax+ by òàêæå ðàâíî êîíñòàíòå.

• Ðàññòîÿíèå l îò òî÷êè x0, y0 äî ïðÿìîé:

l

(2.16)
(2.70)
=

n · r0 + c

|n|
=

|ax0 + by0 + c|√
a2 + b2

.

• Ðàññòîÿíèå l îò òî÷êè x0, y0, z0 äî ïëîñêîñòè:

l

(2.16)
(2.70)
=

n · r0 + d

|n|
=

|ax0 + by0 + cy0 + d|√
a2 + b2 + c2

.

• Äëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé (2.69): a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0.

• Äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé (2.14): a1a2 = b1
b2

= c1
c2
.

• Äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè (2.69): an+ bm+ ck = 0.

• Äëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè (2.14): an = b
m = c

k .
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• Åñëè ïðÿìàÿ îòñåêàåò íà îñÿõ îòðåçêè a è b, ëèáî ïëîñêîñòü îòñåêàåò
îòðåçêè a, b è c, òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè (ïðÿìîé) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:
x
a + y

b +
z
c = 1.

Â n-ìåðíîì îðòîíîðìèðîâàííîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ðåçóëüòàòîì
ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ν è τ áóäåò âûðàæåíèå,
íàçûâàåìîå ýðìèòîâîé ñòðóêòóðîé ⟨ , ⟩:

ν · τ = ⟨ν, τ⟩ = a1b1 + . . .+ anbn,

ν · ν = ⟨ν, ν⟩ = a1a1 + . . .+ anan.
(2.72)

Àíàëîãè÷íî n-ìåðíîìó åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó, èìåþùåìó åâêëèäî-
âó ñòðóêòóðó, n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå îðòîíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Cn,
èìåþùåå ýðìèòîâó ñòðóêòóðó, íàçûâàþò ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî, êîìïëåêñ-
íî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî èëè óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî (ôðàíö. unitare,
îò ëàò. unitas � åäèíñòâî).

Óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîìåð-
íûì. Â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå òî÷íî òàê æå êàê è â åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîñòè è îðòîíîðìèðîâàííîé ñè-
ñòåìû âåêòîðîâ, à â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

Áèëèíåéíîé ôîðìîé â åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì) ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò
åâêëèäîâó (ýðìèòîâó) ñòðóêòóðó ñ ó÷àñòèåì ìàòðèö:

(αν, τ) =
n∑

i,l=1

αij a
ibj èëè ⟨αν, τ⟩ =

∑
i,j=1

αij a
ibj , (2.73)

ãäå αν è τ � âåêòîðû.
Ñîïðÿæ¼ííûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì α∗ : N → M ê ëèíåéíîìó

ïðåîáðàçîâàíèþ α : N → M åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ íàçû-
âàåòñÿ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ν ∈ M è τ ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:
(αν, τ) = (ν, α∗τ) èëè ⟨αν, τ⟩ = ⟨ν, α∗τ⟩, ãäå ëèíåéíûé îïåðàòîð α∗ íàçûâà-
åòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì îïåðàòîðîì. Ìàòðèöà α∗ ñîïðÿæ¼ííîãî ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííîé ìàòðèöåé.

Òåîðåìà. Ëþáîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ
(èëè óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ îáëàäàåò ñîïðÿæ¼ííûì, êîòîðîå îïðåäåëÿåò-
ñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

• Â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîïðÿæ¼ííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ òðàíñ-
ïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé α∗ = αT .

• Ñîïðÿæ¼íèå â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäïîëàãàåò íå òîëüêî òðàíñ-
ïîíèðîâàíèå, íî è çàìåíó ïîëó÷åííûõ ýëåìåíòîâ íà êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æ¼ííûå α∗ = αT .

Ñâîéñòâà ñîïðÿæ¼ííûõ ìàòðèö:

1. (α+ β)∗ = α∗ + β∗;
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2. (λα)∗ = λα∗, ãäå λ ∈ C;

3. (αβ . . . ω)∗ = ω∗ . . . β∗α∗;

4. (α∗)−1 = (α−1)∗.

Ðàññìîòðèì áèëèíåéíûå ôîðìû è êâàäðàòíûå ìàòðèöû ñî ñïåöèàëüíû-
ìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè:

1. Ìàòðèöà α íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé, åñëè αij = αji, ò.å. ýëåìåíòû,
ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè, ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-
íî ñîïðÿæ¼ííûìè ÷èñëàìè. Ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ýðìèòîâîé
ìàòðèöû îáÿçàòåëüíî âåùåñòâåííû. Îïðåäåëèòåëü ýðìèòîâîé ìàòðè-
öû äåéñòâèòåëüíûé.

Ñóïåðïîçèöèÿ ýðìèòîâûõ ìàòðèö äàåò ýðìèòîâó ìàòðèöó, âîçâåäåíèå
â ñòåïåíü ýðìèòîâîé ìàòðèöû òàêæå äàåò ýðìèòîâó ìàòðèöó. Îáðàò-
íàÿ ê ýðìèòîâîé ìàòðèöå òàêæå ýðìèòîâà. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýðìè-
òîâûõ ìàòðèö â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì, íî ñèììåòðèçî-
âàííîå ïðîèçâåäåíèå γ = 1

2 (αβ + βα) ýðìèòîâî. Ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ îò ýðìèòîâîé ìàòðèöû òàêæå äàåò ýðìèòîâó ìàòðèöó. Åñ-
ëè ñèìâîë f îçíà÷àåò äåéñòâèòåëüíóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, è
ìàòðèöû α è β ýðìèòîâû, òî f(α, β) òàêæå ýðìèòîâà ìàòðèöà.

Ýðìèòîâî ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà α+ ïîëó÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì
èñõîäíîé ìàòðèöû α è çàìåíîé ïîëó÷åííûõ ýëåìåíòîâ íà êîìïëåêñíî
ñîïðÿæ¼ííûå, ÷òî îïÿòü ðàâíîñèëüíî òðàíñïîíèðîâàíèþ. Ïîýòîìó â
óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå èñõîäíàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà è ýðìèòîâî ñî-
ïðÿæ¼ííàÿ ìàòðèöà ðàâíû: α = α+ = α∗, è ýðìèòîâó ìàòðèöó íàçû-
âàþò òàêæå ñàìîñîïðÿæ¼ííîé ìàòðèöåé.

Ýðìèòîâîé ôîðìîé â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò âûðàæåíèå

⟨αν, ν⟩ = ⟨ν, α+ν⟩ =
n∑

i,j=1

αij a
iaj , (2.74)

ãäå α � ýðìèòîâà ìàòðèöà,

α+ � ýðìèòîâî ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà.

2. ×àñòíûì ñëó÷àåì ýðìèòîâîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàò-
ðèöà α, äëÿ êîòîðîé αij = αji, ò.å. ýëåìåíòû, ñèììåòðè÷íûå îòíîñè-
òåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ìàòðèöû α = α∗.

Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò âûðàæå-
íèå

(αν, ν) = (ν, αν) =

n∑
i,j=1

αij a
iaj , (2.75)

ãäå α � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.
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Êâàäðàòè÷íàÿ (ýðìèòîâà) ôîðìà áóäåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé,
åñëè âåêòîðû αν è ν âñåãäà îáðàçóþò îñòðûé óãîë, îòðèöàòåëüíî-
îïðåäåëåííîé, åñëè óãîë âñåãäà òóïîé, è íåîïðåäåëåííîé, åñëè ïðè ðàç-
íûõ çíà÷åíèÿõ ν óãîë áûâàåò êàê îñòðûì, òàê è òóïûì.

Òåîðèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì âïåðâûå èçëîæåíà À. Ëåæàíäðîì (1798).
Îáùàÿ òåîðèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñîçäàíà Ê. Ãàóññîì (1801); åìó æå
ïðèíàäëåæèò òåðìèí ¾êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà¿.

3. Ìàòðèöà α íàçûâàåòñÿ êîñîýðìèòîâîé (àëüòåðíèðóþùåé), åñëè αij =
−αji. Äëÿ êîñîýðìèòîâîé ìàòðèöû α = −α+.

Ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè êîñîýðìèòîâîé ìàòðèöû ÷èñòî ìíèìûå.
Îïðåäåëèòåëü êîñîýðìèòîâîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n äåéñòâèòåëüíûé �
åñëè n ÷åòíî, è ÷èñòî ìíèìûé � åñëè n íå÷¼òíî.

4. ×àñòíûì ñëó÷àåì êîñîýðìèòîâîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè-

÷åñêàÿ ìàòðèöà α, äëÿ êîòîðîé αij = −αji. Ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãî-
íàëè êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ðàâíû íóëþ.

Äëÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû α∗ = −α. Òîãäà

detα = detα∗ = det(−α) = (−1)n detα. (2.76)

Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû íå÷¼òíî-

ãî ïîðÿäêà ðàâåí íóëþ detα ≡ 0, òàê êàê detα = − detα.

Êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò
âûðàæåíèå

(αν, τ) =

n∑
i,j=1

αij a
ibj , (2.77)

ãäå α � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Âûðàæåíèå

(αν, ν) =

n∑
i,j=1

αij a
iaj ≡ 0, (2.78)

òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ â òîì, è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè α �
êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Ìàòðèöåé Ãðàìà íàçûâàþò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó G = ∥gij∥n, ñîñòàâëåí-
íóþ èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé gij = ξi · ξj âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξn åâêëèäîâà
(óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà (2.64�2.67).

Ìàòðèöà Ãðàìà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé gij = gji (ýðìèòîâîé gij = gji)
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåë¼ííîé (íåîòðèöàòåëüíîé) ìàòðèöåé. Ñïðàâåäëè-
âî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåë¼ííàÿ ñèììåò-
ðè÷åñêàÿ (ýðìèòîâà) ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà íåêîòîðîé ñèñòåìû
âåêòîðîâ åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà. Ýòà ñèñòåìà âåêòîðîâ îá-
ðàçóåò áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ìàòðèöà Ãðàìà � ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííàÿ.
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2.5 Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà

Îðòîãîíàëüíûì (óíèòàðíûì) ïðåîáðàçîâàíèåì íàçûâàþò ëèíåéíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå σ åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà V , ñîõðàíÿþùåå ñêàëÿð-
íîå (ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå) ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:

(σν, στ) = (ν, τ), ⟨σν, στ⟩ = (ν, τ) äëÿ ëþáûõ ν, τ ∈ V . (2.79)

Îðòîãîíàëüíîå (óíèòàðíîå) ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ
è óãëû ìåæäó íèìè. Îáðàòíî, âñÿêîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà, ñîõðàíÿþùåå äëèíû âåêòîðîâ è óãëû ìåæäó íèìè, åñòü
îðòîãîíàëüíîå (óíèòàðíîå) ïðåîáðàçîâàíèå.

Îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû σ ñëóæàò ìàòðèöàìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ (ïåðåõîäà) îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî è îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ê
äðóãîìó â åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì) ïðîñòðàíñòâå.

Çàïèøåì âåêòîð η â äâóõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ (èñõîäíîì e1, . . . , en
è êîíå÷íîì ξ1, . . . , ξn):

η = e1x
1 + . . .+ enx

n = ξ1X
1 + . . .+ ξnX

n èëè eixi = ξjX
j .

Ïðåäñòàâèì âåêòîðû áàçèñà ξ1, . . . , ξn â áàçèñå e1, . . . , en

ξj = e1σ
1
j + . . .+ enσ

n
j èëè ξj = eiσ

i
j (i, j = 1, . . . , n). (2.80)

Òîãäà ïîëó÷àåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà η:

η = eix
i = ξjX

j = eiσ
i
jX

j èëè xi = σijX
j (i, j = 1, . . . , n). (2.81)

Çàïèøåì ýòîò çàêîí ïðè ïîìîùè ìàòðèöû:∥∥∥∥∥∥∥
x1

· · ·
xn

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
σ1
1 . . . σ

1
n

· · · · · · · · ·
σn1 . . . σ

n
n

∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
X1

· · ·
Xn

∥∥∥∥∥∥∥ èëè x = σX, (2.82)

ãäå x = (x1, . . . , xn), X = (X1, . . . , Xn).
Êàæäûé j-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû σ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàçèñíûé âåêòîð

ξj , çàäàííûé â áàçèñå e1, . . . , en.
Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà 3 ñîïðÿæ¼ííûõ ìàòðèö (ñì. ñ. 74) ïîëó÷àåì x∗ =

X∗σ∗. Åñëè σ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî îíî äîëæíî
ñîõðàíÿòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x∗x = X∗X, òîãäà x∗x =

X∗σ∗σX èëè σ∗σ = E. Ñ ó÷¼òîì σ−1σ
(2.45)
= E, ïîëó÷àåì:

σ∗ = σ−1. (2.83)

Çàïèñü x∗x â äàííîì äîêàçàòåëüñòâå îçíà÷àåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò
ïðîèçâåäåíèÿ åñòü ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðî-
êè è ñòîëáöà. Îïðåäåë¼ííîå òàêèì îáðàçîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå óæå
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íå ñèììåòðè÷íî, òàê êàê âåêòîð-ñòðîêó ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êîâåêòîðîì
(1-ôîðìîé), à ñîïðÿæåíèå òðàíñïîíèðóåò âåêòîð-ñòîëáåö â âåêòîð-ñòðîêó.

Ðàâåíñòâî σ∗ = σ−1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
îðòîãîíàëüíîñòè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà σ ñ äåéñòâèòåëüíûìè (êîìïëåêñíûìè) ýëåìåíòàìè
åñòü îðòîãîíàëüíàÿ (óíèòàðíàÿ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. ñòîëáöû ìàòðèöû σ îáðàçóþò íîðìèðîâàííóþ è îðòîãîíàëüíóþ ñèñòå-
ìó âåêòîðîâ (îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ),

2. σ∗σ = E,

3. σσ∗ = E,

4. σ∗ = σ−1.

Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ (óíèòàðíûõ) ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà
(óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ïðå-
îáðàçîâàíèé (îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèé), òàê íàçûâàå-
ìóþ îðòîãîíàëüíóþ (óíèòàðíóþ) ãðóïïó.

Òàê êàê âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè, òî
ìîæíî çàïèñàòü (detσ)2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîé
ìàòðèöû ìîæåò áûòü ðàâåí òîëüêî +1 è −1.

Îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû detσ ðàâåí +1 (ñîáñòâåííàÿ îð-
òîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà) ïðè ïðàâîé îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà èëè −1 (íåñîá-
ñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà) ïðè ëåâîé îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà.

Âñÿêîå íåñîáñòâåííîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà äåêàðòîâîé ïëîñ-
êîñòè åñòü îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè, è åãî ìàòðèöà, ñ îïðå-
äåëèòåëåì ðàâíûì −1, â ïîäõîäÿùåì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èìååò âèä:

x1 = X1

x2 = −X2
èëè σ =

∥∥∥∥∥ 1 0

0 −1

∥∥∥∥∥ . (2.84)

Âñÿêîå ñîáñòâåííîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà äåêàðòîâîé ïëîñ-
êîñòè åñòü ïîâîðîò ñèñòåìû íà óãîë φ (óãîë ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè
ïîâîðîòå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) ñ ìàòðèöåé:

x1 = X1 cosφ−X2 sinφ

x2 = X1 sinφ+X2 cosφ
èëè σ =

∥∥∥∥∥ cosφ − sinφ

sinφ cosφ

∥∥∥∥∥ , (2.85)

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé, åñòåñòâåííî, ðàâåí 1, à äëÿ âåêòîðîâ ñïðàâåäëèâû
óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è îðòîíîðìèðîâàííîñòè.

Ïîâîðîò ¾âïðàâî¿ èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë φ = 90◦ äà¼ò
êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó âèäà

σ =

∥∥∥∥∥ 0 −1

1 0

∥∥∥∥∥ . (2.86)
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Âîîáùå â ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè ïîâîðîò âåêòîðà íà ïðÿìîé
óãîë îñóùåñòâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì åãî íà ïðîèçâîëüíóþ êîñîñèììåòðè÷å-
ñêóþ ìàòðèöó. Îäíàêî òàêîé ïîâîðîò áóäåò îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíè-
åì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îïðåäåëèòåëü ýòîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàò-
ðèöû ðàâåí +1 è −1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå íå áóäåò îðòîãî-
íàëüíûì, ò.å. íå äàñò íîâîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

Òàê, íàïðèìåð, ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â íå÷¼òíîìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå íå ìîæåò áûòü êîñîñèììåòðè÷åñêîé. Îïðåäåëèòåëü êîñî-
ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà âñåãäà ðàâåí íóëþ (2.76) è íå
ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Â òðåõìåðíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå âñÿêîå ñîáñòâåííîå îðòîãîíàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå åñòü ïîâîðîò âîêðóã íåêîòîðîé îñè, à âñÿêîå íåñîáñòâåí-
íîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü ïðîèçâåäåíèå ïîâîðîòà âîêðóã îñè è
îòðàæåíèÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè. Ìàòðèöû ñîáñòâåííîãî è íåñîá-
ñòâåííîãî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïîäõîäÿùåì îðòîíîðìèðîâàí-
íîì áàçèñå èìåþò âèä:∥∥∥∥∥∥∥

cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 ±1

∥∥∥∥∥∥∥ èëè

∥∥∥∥∥∥∥
±1 0 0

0 cosφ sinφ

0 − sinφ cosφ

∥∥∥∥∥∥∥ , (2.87)

ãäå +1 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó îðòîãîíàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, à −1
ñîîòâåòñòâóåò íåñîáñòâåííîìó îðòîãîíàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ.

Åñëè îñü ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç êîîðäèíàò-
íûõ îñåé, òî ýòîò ïîâîðîò ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïîâîðîòà çàäàííûõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé âîêðóã çàäàííûõ êîîðäèíàò-
íûõ îñåé, ñîâåðøàåìûõ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö.

Òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ óãëà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâîðîòîâ, íàïðèìåð φ, θ
è ψ, íàçûâàþòñÿ óãëû Ýéëåðà. Òîãäà ìàòðèöà ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà åñòü
ïðîèçâåäåíèå òðåõ ìàòðèö ñîáñòâåííîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âè-
äà (2.87), ò.å. χ = αβγ.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê âñÿêîå âðàùåíèå â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæ-
íî ðàçëîæèòü íà òðè âðàùåíèÿ â êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ, âðàùåíèå â ÷å-
òûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàçëîæèòü íà øåñòü âðàùåíèé â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ, âðàùåíèå â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
� íà äåñÿòü âðàùåíèé è ò.ä.

Â ïðîèçâîëüíîì n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáûå îðòîãîíàëü-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ïîâîðîòàì è îòðàæåíèÿì.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îáñóäèòü ãëàâíîå êà÷åñòâî ìàòðèö. Â îòëè÷èå îò ïî-
âîðîòîâ è îòðàæåíèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò äëèíó âåêòîðîâ ïðè îðòîãîíàëü-
íîì ïðåîáðàçîâàíèè, ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íàä ñîáñòâåí-

íûì âåêòîðîì ïðèâîäÿò ê óäëèíåíèþ è ñæàòèþ ýòîãî âåêòîðà.
Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé òàê íàçûâàåìîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà-
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÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

α ξ = λ ξ, (2.88)

ãäå λ � ÷èñëî,
ξ � íåèçâåñòíûé âåêòîð.
Ìû âèäèì, ÷òî ïî óñëîâèþ çàäà÷è â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðè-

öû α íàä âåêòîðîì ξ äîëæíî ïðîèçîéòè óäëèíåíèå èëè ñæàòèå âåêòîðà íà
ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó λ ñ ñîõðàíåíèåì åãî íàïðàâëåíèÿ, ò.å. âåêòîðû ξ è α ξ
êîëëèíåàðíûå. Åñëè âåêòîð ξ òàêîâ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå âûïîë-
íÿåò íàä íèì ëèíåéíûé îïåðàòîð α, ñâîäÿòñÿ ê óäëèíåíèþ èëè ñæàòèþ,
òî îí íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, åãî íàïðàâëåíèå � ñîáñòâåííûì

íàïðàâëåíèåì è êîýôôèöèåíò åãî óäëèíåíèÿ èëè ñæàòèÿ � ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì ìàòðèöû α.
×òîáû âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ ñîñòàâèì îïðåäåëèòåëü ñëå-

äóþùåãî âèäà:∣∣∣∣∣∣∣
α11 − λ . . . α1n

· · · · · · · · ·
αn1 . . . αnn − λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 èëè |α− λE| = 0. (2.89)

Ýòî îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

∆(λ) = λn +
n−1∑
i=1

(−1)n−iaiλ
n−i + an = 0 (2.90)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ìàòðèöû α.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïîðÿäêà n è èìå-

åò n êîðíåé λ1, . . . , λn, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûõ. Òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ïîÿâèëàñü, îò÷àñòè, äëÿ îòûñêàíèÿ ýòèõ êîðíåé. Â ñëó÷àå ñèñòåìû
èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ìû ïîëó÷àåì êâàäðàò-
íîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.39), êîðíè êîòîðîãî (1.40) ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñèñòåìû.

Êðàòíîñòü êîðíÿ λ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ò.å. êîëè÷åñòâî îäè-
íàêîâûõ êîðíåé) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ (èëè ïðîñòî êðàò-
íîñòüþ). Åñëè êðàòíîñòü ðàâíà 1, òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòûì. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λn íàçûâàåòñÿ ñïåê-
òðîì ìàòðèöû.

Êîýôôèöèåíò a1 â (2.90) íå ÷òî èíîå, êàê ñóììà ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè, êîòîðóþ íàçûâàþò ñëåäîì (trα èëè Spα) (íåì. Spur, àíãë. trase �
ñëåä) ìàòðèöû α:

a1 =
n∑
i=1

αii = Spα. (2.91)

Êîýôôèöèåíò an ðàâåí îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû α:

an = det ∥αij∥. (2.92)
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Ïî òåîðåìå Âèåòà ñëåä ìàòðèöû ðàâåí ñóììå, à îïðåäåëèòåëü � ïðîèç-
âåäåíèþ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

a1 = α11 + . . .+ αnn = Sp ∥αij∥ = λ1 + . . .+ λn, (2.93)

an = det ∥αij∥ = λ1 · . . . · λn. (2.94)

Ñâîéñòâà ñëåäà ìàòðèöû:

1. Spα′ = Sp(β−1αβ) = Spα � âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ñëåäà ìàòðèöû,
êàê è îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, ÿâëÿåòñÿ åãî íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà
ñèñòåìû êîîðäèíàò, áàçèñà è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ;

2. Sp(αβ) = Sp(βα), Sp(αβγ) = Sp(γαβ) = Sp(βγα), Sp(αβ − βα) = 0;

3. Sp(α+ β) = Spα+ Spβ, Sp(cα) = cSpα � ëèíåéíîñòü.

Äëÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà: Spα = Spα.
Åñëè ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåþòñÿ êîìïëåêñíûå êîðíè, òî

êîýôôèöèåíòû a1 è an âñå ðàâíî áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè, òàê êàê è ïðîèçâå-
äåíèå è ñóììà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë âñåãäà äàþò äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî.

Òåîðåìà î ñâÿçè îïðåäåëèòåëÿ è ñëåäà. Ïóñòü α : Rn → Rn � ëèíåéíûé
îïåðàòîð, ε ∈ R, òîãäà ïðè ε→ 0:

det(E + εα) = 1 + εSpα+O(ε2), (2.95)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèòåëü îïåðàòîðà E + εα ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé ðàâíû 1 + ελi,
òîãäà

det(E + εα) = (1 + ελ1) · . . . · (1 + ελn) = 1 + ε
n∑
i=1

λi +O(ε2),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà α : Rn → Rn è C-ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà α : Cn → Cn ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

det eα = eSpα (2.96)

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà α : Rn → Rn:

det eα
(2.54)
= det

(
lim
m→∞

(
E +

α

m

)m)
= lim
m→∞

(
det
(
E +

α

m

)m)
,

èáî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû � ìíîãî÷ëåí è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ îò ýëåìåíòîâ. Äàëåå

det
(
E +

α

m

)m (2.95)
=

(
det
(
E +

α

m

))m
=

(
1 +

Spα

m
+O

(
1

m2

))m
.
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Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî lim
m→∞

(
1 + Spα

m +O
(

1
m2

))m
= ea äëÿ ëþáîãî a ∈

R, â ÷àñòíîñòè äëÿ a = Spα.
Ñëåäñòâèå 1. Îïåðàòîð eα íåâûðîæäåí.
Ñëåäñòâèå 2. Îïåðàòîð eα ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ Rn (ò.å. det eα > 0).

Âåðí¼ìñÿ, îäíàêî ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è âåêòîðàì.

Ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ:

1. Åñëè äâå ìàòðèöû êîììóòèðóþò, òî ó íèõ îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû, è íàîáîðîò.

2. Ïîäîáíûå ìàòðèöû (2.49) èìåþò îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à
èõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ξ è ξ′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

ξ′ = γ−1ξ èëè ξ = γξ′. (2.97)

3. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîïðÿæ¼ííûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ñîâïàäà-
þò. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîïðÿæ¼ííûõ ìàòðèö íàä ïîëåì êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.

4. Ìàòðèöà íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå å¼ ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îòëè÷íû îò íóëÿ.

5. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé è âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé
ìàòðèö âåùåñòâåííû.

6. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé è âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé
ìàòðèö ðàçëè÷íû.

7. Äëÿ ýðìèòîâûõ è âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö âñåãäà ìîæ-
íî âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

8. Âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâîé è âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé
ìàòðèö îðòîãîíàëüíû, è èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü áàçèñ.

9. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îðòîãîíàëüíûõ è óíèòàðíûõ ìàòðèö ïî ìî-
äóëþ ðàâíû åäèíèöå; ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.

10. Îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû α íå÷¼òíîãî 2n + 1 ïî-
ðÿäêà ðàâåí íóëþ (2.76) è ïîýòîìó èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð ξ ̸= 0 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0.

Íàïðèìåð, â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèöà âèäà

ω =

∥∥∥∥∥∥∥
0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

∥∥∥∥∥∥∥ . (2.98)

èìååò íåíóëåâîé ñîáñòâåííûé âåêòîð ξ = (ωx, ωy, ωz) ñ íóëåâûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì è äà¼ò ïîâîðîò íà óãîë 90◦.
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Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 5 � âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé ìàòðè-
öû âåùåñòâåííû. Ýðìèòîâà ìàòðèöà õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàâåíñòâîì: α+ = α.
Ïóñòü ξ ñîáñòâåííûé âåêòîð, à λ � ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå. Òîãäà: αξ = λξ. Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ξ+ (ýðìèòîâî-
ñîïðÿæ¼ííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð): ξ+αξ = λξ+ξ. Ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ ñîïðÿ-
æ¼ííûõ ìàòðèö (ñ. 74), ïîëó÷àåì:

ξ+α+ξ++ = λ∗ξ+ξ++ èëè ξ+αξ = λ∗ξ+ξ, òàê êàê ξ++ = ξ.

Òîãäà ïîëó÷àåì: λξ+ξ = λ∗ξ+ξ èëè λ = λ∗.

Åñëè ÷èñëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàâíî å¼ ïîðÿä-
êó, è ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü áàçèñ.
Îäíàêî áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò äàæå íàä
ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ëþáîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå α íà ïîëåì êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë èìååò õîòÿ áû îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð, îäíàêî ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå äåéñòâèòåëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò íå èìåòü
íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà. Íàïðèìåð, òàêîâ ïîâîðîò åâêëèäîâîé ïëîñ-
êîñòè íà ëþáîé óãîë, íå êðàòíûé π.

Òàê êàê ñîãëàñíî 5 è 6 âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâûõ è âåùå-

ñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû, à ñîãëàñíî 7
è 8 äëÿ íèõ âñåãäà ìîæíî âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîñòàâèòü èç
íèõ áàçèñ (âñå âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å. îðòîãîíàëüíû), òî ïîýòîìó
ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû èìåþò îñîáîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä â
äàííîì áàçèñå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî-
ñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ); ïðè
ýòîì ïî äèàãîíàëè ìàòðèöû ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (êîòîðûå äîëæíû
áûòü ðàçëè÷íû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé θ = αξ ïðè ïîìîùè σ.
Çàïèøåì θ = σΘ, ξ = σΞ. Òîãäà σΘ = ασΞ, îòêóäà ïîëó÷àåì:

Θ = σ−1ασΞ = σ∗ασΞ. (2.99)

Ïðèìåì n ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξn ýðìèòîâîé èëè âåùåñòâåí-
íîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû α çà áàçèñ è ñîñòàâèì èç íèõ ìàòðèöó σ =
(ξ1, . . . , ξn), à èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . λn � äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó
λ. Ýòè ìàòðèöû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êàê ασ = σλ. Òîãäà

σ−1ασ =

∥∥∥∥∥∥∥
λ1 . . . 0

· · · · · · · · ·
0 . . . λn

∥∥∥∥∥∥∥ . (2.100)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî (óíèòàðíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ñîñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, çàäàåò ñîáñòâåííîå îðòîãîíàëüíîå
(óíèòàðíîå) ïðåîáðàçîâàíèå è ïðåîáðàçóåò èñõîäíóþ ìàòðèöó ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ α ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.
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Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà îáðàçóåò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû ïðåîáðà-
çîâàíèé, íàçûâàåìóþ ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé.

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû σ. Çàïèøåì

σ−1ασ
(2.100)
= λE èëè |σ−1ασ − λE| = 0. (2.101)

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îñòàåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì ïðè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ñëîâî ¾õàðàêòåðèñòè÷åñêèé¿ â ìàòåìàòèêå âñåãäà îçíà÷àåò ¾ñâÿçàííûé
èíâàðèàíòíî¿. Â äàííîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå � óðàâíå-
íèå, íå çàâèñèìîå îò âûáîðà áàçèñà.

Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé è ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèö âåùå-
ñòâåííû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ (ýðìèòîâà) ôîðìà ñ ïîìî-
ùüþ íåâûðîæäåííîãî îðòîãîíàëüíîãî (óíèòàðíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîð-
äèíàò èëè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó:

(ν, αν) =
n∑
i=1

λiξ
2
i , ⟨ν, αν⟩ =

n∑
i=1

λi|ξi|2. (2.102)

ãäå λi � äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû, åñòü ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë (ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû α).

Òàêèì îáðàçîì, íåò òàêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, êîòîðóþ íåëüçÿ ïðèâå-
ñòè ê ãëàâíûì îñÿì, ò.å. ê ïðîñòîìó âûðàæåíèþ óêàçàííîãî âûøå âèäà.

Çíà÷åíèå âåëè÷èíû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðà-
çîâàíèè êîîðäèíàò íå èçìåíÿåòñÿ, ò.å. êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ èíâà-
ðèàíòîì èëè ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàíã ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, íàçûâàåìûé ðàíãîì êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû, ðàâåí ÷èñëó îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîýôôèöèåíòîâ êàíîíè÷åñêîé
(ïðèíÿòîé çà îáðàçåö) ôîðìû (2.102) è íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèÿõ.

Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì èìååò ìåñòî çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì: ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ è ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ êâàäðàòîâ â íîðìàëü-
íîì âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû ê íîðìàëüíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííûõ îðòîãî-
íàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, îòðèöà-
òåëüíî îïðåäåëåííîé, íåîòðèöàòåëüíîé, íåïîëîæèòåëüíîé, íåîïðåäåë¼í-
íîé è òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè äåé-
ñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ìàòðèöû α ñîîòâåòñòâåííî âñå ïîëî-
æèòåëüíûå, âñå îòðèöàòåëüíûå, âñå íåîòðèöàòåëüíûå, âñå íåïîëîæèòåëü-
íûå, èìåþò ðàçíûå çíàêè èëè âñå ðàâíû íóëþ.

Çíàêîîïðåäåëåííûìè íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíî è îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Íåîïðåäåëåííûìè íàçûâàþò êâàäðàòè÷íûå
ôîðìû, êîòîðûå ïðèíèìàþò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ.
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2.6 Ìíîãîìåðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû

Êàê ìû çíàåì, ïðîñòðàíñòâî Rn, íàäåë¼ííîå îïåðàöèÿìè ëèíåéíîé ñóïåð-
ïîçèöèè, åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V , ïðîèçâîëüíûé âåêòîð (íàïðàâëåí-
íûé îòðåçîê) êîòîðîãî åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ åãî ïðîåêöèé íà êîîðäè-
íàòíûå îñè: ν = e1a

1 + . . . + ena
n. Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ:

ν = e1a
1 + . . .+ ena

n è τ = e1b
1 + . . .+ enb

n â Rn, äà¼ò ñîîòâåòñòâóþùèé ïà-
ðàëëåëîãðàìì ν × τ . Â îòëè÷èå îò íàïðàâëåííîãî îòðåçêà ïàðàëëåëîãðàìì
íåâîçìîæíî ïðîåêòèðîâàòü íà êîîðäèíàòíûå îñè, è ïîýòîìó íåîáõîäèìî
ðàññìàòðèâàòü åãî ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè.

Ïðèìåðû: Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìû èìååì îäíó ïðîåêöèþ, ñîâïà-
äàþùóþ ñ èñõîäíûì ïàðàëëåëîãðàììîì, íà åäèíñòâåííóþ êîîðäèíàòíóþ
ïëîñêîñòü; â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò òðè ïðîåêöèè íà òðè
êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòè; â ïðîñòðàíñòâå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ñèòóàöèÿ
ñëîæíåå è, â ïðÿìîì ñìûñëå, ìíîãîãðàííåå. Òàê â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé øåñòü, â ïÿòèìåðíîì � äåñÿòü, à â îáùåì
ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Rn òàêèõ ïëîñêîñòåé C2

n.
Êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

(íå îáÿçàòåëüíî åâêëèäîâîì) äà¼ò íàì ïëîùàäü ïîñòðîåííîãî íà íèõ ïà-
ðàëëåëîãðàììà, êîòîðóþ, èñõîäÿ èç ñâîéñòâ êîêîñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
ïîëó÷àåì â ñëåäóþùåì âèäå:

[ν, τ ] =
[
(e1a

1 + . . .+ ena
n), (e1b

1 + . . .+ enb
n)
]
=

=
∑

16i<j6n
[ei, ej ] · (aibj − ajbi). (2.103)

Âåëè÷èíû aibj − ajbi åñòü îðèåíòèðîâàííûå ïëîùàäè ïðîåêöèé ïàðàë-
ëåëîãðàììà ν × τ íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè i, j ïàðàëëåëüíî îñòàëüíûì
êîîðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì, à âåëè÷èíû [ei, ej ] åñòü îðèåíòèðîâàííûå ïëî-
ùàäè ïàðàëëåëîãðàììîâ, ïîñòðîåííûõ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ei, ej .

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîð èìååò
òðè ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå îñè, è îðèåíòèðîâàííûé ïàðàëëåëîãðàìì
òàêæå èìååò òðè ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè. Â n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå âåêòîð èìååò n ïðîåêöèé íà êîîðäèíàòíûå îñè, îäíàêî ïàðàëëå-
ëîãðàìì èìååò íå n, êàê èíòóèòèâíî ìîãëî ïîêàçàòüñÿ, à C2

n ïðîåêöèé íà
êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè, òàê êàê ýòèõ ïëîñêîñòåé C2

n.
Êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè åñòü ïëîùàäü

ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ ïàðàëëåëîãðàììà:

[ν, τ ] = [ex, ey] · (axby − aybx)
(2.37)
= [ex, ey] ·

∣∣∣∣∣ ax ay

bx by

∣∣∣∣∣ . (2.104)

Åñëè îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîñêîñòü åâêëèäîâà, òî [ex, ey] = 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç äâóõ âåêòîðîâ â E2, ðàâåí ïëîùàäè
ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ ïàðàëëåëîãðàììà.

84



Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìû ïîëó÷èì òðè êîìïîíåíòû:

[ν, τ ] = [ex, ey] · (axby − aybx) + [ey, ez] · (aybz − azby)+

+ [ez, ex] · (azbx − axbz).
(2.105)

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3 ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê òð¼õìåðíûé âåêòîð υ â èñõîäíîì áàçèñå ex, ey, ez, ïåðïåíäèêóëÿð-
íûé ïàðàëëåëîãðàììó ν × τ :

υ = ν × τ = ex(a
ybz − azby) + ey(a

zbx − axbz) + ez(a
xby − aybx). (2.106)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (2.106) υ = ν × τ íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è îáîçíà÷àåò íå ïàðàëëå-
ëîãðàìì, à ïåðïåíäèêóëÿðíûé åìó âåêòîð.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå υ = ν × τ ìîæíî òàêæå ïîíèìàòü êàê ïðåîáðà-
çîâàíèå υ = ωτ âåêòîðà τ â âåêòîð υ ñ ïîâîðîòîì íà 90◦ è ðàñòÿæåíèåì,
êîòîðîå çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé âèäà (2.98):

ω =

∥∥∥∥∥∥∥
0 −az ay

az 0 −ax

−ay ax 0

∥∥∥∥∥∥∥ . (2.107)

Âåêòîð ν = (ax, ay, az) åñòü íåíóëåâîé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû ω ñ
íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Â îòëè÷èå îò âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ, âåê-
òîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé, ñïðàâåäëèâûé òîëüêî äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâà E3. Â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè âåêòîðíîå ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ âåêòîðîâ íåâîçìîæíî, òàê êàê êîëè÷åñòâî ïðîåêöèé ïàðàëëåëî-
ãðàììà áóäåò ðàâíî C2

n ̸= n. Îäíàêî äëÿ E3 ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé î÷åíü
âàæåí, òàê êàê øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

ex = ey × ez, ey = ez × ex, ez = ex × ey. (2.108)

ν τυ

ëåâàÿ

τ νυ

ïðàâàÿ

6
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�
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Ðèñ. 2.3: Îðèåíòàöèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà

Íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ ex, ey, ez, êàê è íà-
ïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ ν, τ, υ, äîëæíû ïðàâèëüíî
îðèåíòèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî (ðèñ. 2.3). Òðîéêà
âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðàâîé, åñëè ïðè ïîñòðî-
åíèè òðåõ óêàçàííûõ âåêòîðîâ èç îäíîé òî÷êè
èõ êîíöû îáðàçóþò òðåóãîëüíèê, îáõîä êîòîðî-
ãî â íàïðàâëåíèè ex → ey → ez èëè ν → τ → υ
äîëæåí ïðîèñõîäèòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè). Åñëè îáõîä ïðî-
èñõîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òîãäà òðîéêà âåê-
òîðîâ íàçûâàåòñÿ ëåâîé.

Ïðàâàÿ (ëåâàÿ) òðîéêà âåêòîðîâ ðàñïîëàãàåòñÿ òàê, êàê ìîãóò áûòü ðàñ-
ïîëîæåíû ñîîòâåòñòâåííî áîëüøîé, óêàçàòåëüíûé è ñðåäíèé ïàëüöû ïðàâîé
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(ëåâîé) ðóêè. Òðîéêè îäíîãî è òîãî æå êëàññà ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû â ñîâ-
ïàäåíèå âðàùåíèåì. Òðîéêè ðàçíûõ êëàññîâ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïóòåì
çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîñòü âûáîðà îäíîé èç
òðîåê ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé çåðêàëüíîé îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà è íå ìî-
æåò áûòü óñòðàíåíà âðàùåíèåì.

Íå ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ýòèõ äâóõ
êëàññîâ òðîåê: ÷òîáû îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, ïðàâûå òðîéêè, íåîáõîäèìî
êîíêðåòíî óêàçàòü êàêóþ-ëèáî òðîéêó (ññûëêîé íà ïàëüöû ÷åëîâå÷åñêîé
ðóêè, íà áóðàâ÷èê îïðåäåëåííîé íàðåçêè è ò.ï.). Î÷åâèäíî, ÷òî âñå èìåþùèå
ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ íå ìîãóò çàâèñåòü îò òî-
ãî, êàêîé èç êëàññîâ òðîåê ìû óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ïðàâûì. Ýòî óòâåðæäå-
íèå ïðèíÿòî ôîðìóëèðîâàòü òàê: âñå ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû áûòü çåðêàëüíî
èíâàðèàíòíû. Èìåííî îðèåíòàöèÿ âåêòîðîâ ïðè âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè
ïðèâåëà ê ïîíÿòèþ ïðàâîé è ëåâîé îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà. Ñîâðåìåííîå
íàçâàíèå ¾ïðàâàÿ¿ è ¾ëåâàÿ¿ ñèñòåìû ïðåäëîæåíû Äæ. Ìàêñâåëëîì (1873).

Ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ïðàâàÿ òðîéêà âåêòîðîâ âûáèðàåòñÿ

â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîé îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà.
Òàê êàê íàïðàâëåíèå âåêòîðà υ = ν×τ çàâèñèò îò âûáðàííîé îðèåíòàöèè

ïðîñòðàíñòâà, òî èõ íàçûâàþò àêñèàëüíûìè èëè ïñåâäîâåêòîðàìè â îòëè÷èå
îò ïðî÷èõ âåêòîðîâ (èñòèííûõ èëè ïîëÿðíûõ), íàïðàâëåíèå êîòîðûõ íå
çàâèñèò îò âûáîðà òðîåê èëè êîîðäèíàò.

Ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò âñå êîìïîíåíòû ïîëÿð-
íîãî âåêòîðà èçìåíÿò çíàê, à êîìïîíåíòû àêñèàëüíîãî âåêòîðà îñòàíóòñÿ
íåèçìåííûìè. Âî âñ¼ì îñòàëüíîì àêñèàëüíûå âåêòîðû âåäóò ñåáÿ êàê èñ-
òèííûå (ïîëÿðíûå) âåêòîðû.

Îáðàòèì âíèìàíèå. Ëþáàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà (2.107) ñîñòîèò èç êîìïîíåíòîâ àêñèàëüíîãî âåêòîðà.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïñåâäîâåêòîðà íà âåêòîð äà¼ò ïñåâäîñêàëÿð. Â
òî âðåìÿ, êàê èñòèííûé ñêàëÿð âïîëíå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ëþáûõ
ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò, ïñåâäîñêàëÿð èçìåíÿåò çíàê ïðè çåðêàëüíîì îò-
ðàæåíèè ïðîñòðàíñòâà.

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1. c(ν × τ) = cν × τ = ν × cτ , c ∈ R;

2. ν × τ = −τ × ν, ν × ν = 0;

3. ν × (τ + υ) = ν × τ + ν × υ;

4. ν · (τ × υ) = τ · (υ × ν) = υ · (ν × τ), òîãäà ν · (τ × ν) = τ · (ν × τ) = 0;

5. ν × (τ × υ) = τ(ν · υ)− υ(ν · τ) èëè (ν × τ)× υ = τ(ν · υ)− ν(τ · υ);

6. (ν × τ) · (υ × ς) = (ν · υ)(τ · ς)− (ν · ς)(τ · υ);

7. (ν× τ)× (υ× ς) = (ν×υ× ς)τ − (τ ×υ× ς)ν = (ν× τ × ς)υ− (ν× τ ×υ)ς;

8. |ν × τ |2 = (ν · ν)(τ · τ)− (ν · τ)2.
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Â îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîñîñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ âåêòîðîâ [ν, τ, υ] íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíî-âåêòîðíûì
ν · (τ × υ) èëè ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì (ν, τ, υ) è ðàâíî îáú¼ìó ïàðàë-
ëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ:

[ν, τ, υ] = ν · (τ × υ) = (ν, τ, υ) =

∣∣∣∣∣∣∣
ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣∣ (ν, τ, υ ∈ E3). (2.109)

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî òàêæå ïîíèìàòü êàê îáû÷íóþ áèëèíåé-
íóþ ôîðìó (2.73) (ν, τ, υ) = (αν, υ), ãäå

α =

∥∥∥∥∥∥∥
0 bz −by

−bz 0 bx

by −bx 0

∥∥∥∥∥∥∥ . (2.110)

Âåêòîð τ = (bx, by, bz) åñòü íåíóëåâîé ñîáñòâåííûé âåêòîð êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé ìàòðèöû α ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Â ïðîñòðàíñòâå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ âåê-
òîðà çàäàòü íåëüçÿ, òàê êàê ðàçìåðíîñòü ïàðàëëåëîãðàììà τ × υ áîëüøå
ðàçìåðíîñòè âåêòîðà ν.

Åñëè îïðåäåëèòåëü âåêòîðîâ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí íóëþ, òî
ýòè âåêòîðû êîìïëàíàðíû � îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè èëè â ïàðàëëåëü-
íûõ ïëîñêîñòÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñîñòàâèòü íà ýòèõ òð¼õ âåêòîðàõ
(òð¼õ òî÷êàõ) óðàâíåíèå äàííîé ïëîñêîñòè:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1

ax ay az 1

bx by bz 1

cx cy cz 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (2.111)

Ðàññìîòðèì k âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξk, çàäàííûõ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (íå
îáÿçàòåëüíî åâêëèäîâîì): ξi = e1ξ

1
i + . . .+ enξ

n
i (i = 1, . . . , k).

Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå k âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξk â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äà-
¼ò ïîñòðîåííûé íà ýòèõ âåêòîðàõ k-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä ξ1 × · · · × ξk.
Îðèåíòèðîâàííûé îáú¼ì k-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-
òîðàõ ξ1, . . . , ξk â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóììó ïðî-
èçâåäåíèé äâóõ âèäîâ âåëè÷èí:

[ξ1, . . . , ξk] =
∑

16i1<...<ik6n
[ei1 , . . . , eik ] · bi1...ik . (2.112)

Âåëè÷èíà bi1...ik = det ξi1...ikj1...jk
åñòü îïðåäåëèòåëü, â êîòîðîì ñóììèðîâàíèå

ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì j1, . . . , jk ÷èñåë 1, . . . , k, è ïåðåä ÷ëåíîì
áåðåòñÿ çíàê ¾+¿, åñëè ïåðåñòàíîâêà ÷¼òíàÿ, è çíàê ¾−¿, åñëè ïåðåñòàíîâ-
êà íå÷¼òíàÿ. Êàæäàÿ òàêàÿ âåëè÷èíà ðàâíà ïëîùàäè ïðîåêöèè k-ìåðíîãî
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ïàðàëëåëåïèïåäà íà ñîîòâåòñòâóþùóþ k-ìåðíóþ êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü
j1, . . . , jk ïàðàëëåëüíî îñòàëüíûì êîîðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì. Âåëè÷èíà
[ei1 , . . . , eik ] åñòü îðèåíòèðîâàííûé îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà
ýòèõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ. Âñåãî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ Ckn ðàçëè÷-
íûõ k-ìåðíûõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé è ïðîåêöèé.

Åñëè ÷èñëî âåêòîðîâ, íà êîòîðûõ çàäàí ïàðàëëåëåïèïåä, ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà k = n: ξ1, . . . , ξn, òî ïîëó÷àåì:

[ξ1, . . . , ξn] = [e1, . . . , en] ·
∑

±ξ1j1 · . . . · ξ
n
jn . (2.113)

Ïîëó÷åííàÿ â âûðàæåíèè ñóììà
∑

±ξ1j1 · . . . · ξ
n
jn
åñòü îïðåäåëèòåëü det ξ

êâàäðàòíîé (n×n)-ìàòðèöû ξ êîýôôèöèåíòîâ âåêòîðîâ. Åñëè ìû ðàññìîò-
ðèì ïàðàëëåëåïèïåä, ïîñòðîåííûé íà ëþáûõ k âåêòîðàõ èç ýòèõ n âåêòîðîâ,
òî åãî ïðîåêöèè bi1...ik íà k-ìåðíûå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè áóäóò ìèíîðà-
ìè ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ.

Îðèåíòàöèÿ îáú¼ìà n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà [e1, . . . , en] îçíà÷àåò, ÷òî
ýòî êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíûì. Òàêèì îáðà-
çîì, áàçèñû n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ξ1, . . . , ξn ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóï-
ïû. Êàæäàÿ èç ãðóïï íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé µ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
V . Ïåðâàÿ îðèåíòàöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì µ = [ξ1, . . . , ξn], à âòîðàÿ îðè-
åíòàöèÿ � ñèìâîëîì µ = −[ξ1, . . . , ξn].

Ñòàíäàðòíàÿ îðèåíòàöèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En åñòü µ =
[e1, . . . , en] = 1. Òîãäà â îðèåíòèðîâàííîì n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, îïðåäåëèòåëü det ξ, ñîñòàâëåííûé èç n-âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξn, áóäåò ðà-
âåí îðèåíòèðîâàííîìó îáú¼ìó n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî
íà ýòèõ âåêòîðàõ: [ξ1, . . . , ξn] = det ξ, åñëè ξ1, . . . , ξn ∈ En. Ð¼áðà ïàðàëëåëå-
ïèïåäà çàäàþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëü Ãðàìà detG = Γ(ξ1, . . . , ξn) åâêëèäîâà èëè
óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâåí êâàäðàòó îáú¼ìà n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïè-
ïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ξ1, . . . , ξn: Γ(ξi) = (ξi, ξi).

Åñëè âåêòîðû ξ1, . . . , ξn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî îïðåäåëèòåëü Ãðàìà

detG = Γ(ξ1, . . . , ξn) ìàòðèöû G = ∥gij∥n, ãäå gij = ξi · ξj , âñåãäà áîëüøå
íóëÿ â ñèëó ñâîéñòâà 1 ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ñ. 48):

n∑
i,j=1

gija
iaj

(2.67)
= |ν|2 > 0 ïðè ν ̸= 0. (2.114)

Â ñëó÷àå ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξn íàéäóòñÿ òàêèå íå ðàâ-
íûå îäíîâðåìåííî íóëÿ ÷èñëà a1, . . . , an, ÷òî 0 = ξ1a

1 + . . . + ξna
n, òîãäà∑n

i,j=1 gija
iaj = 0, è det ∥gij∥n = 0 ðàâåí íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

det ∥gij∥n > 0. (2.115)

Êâàäðàò îáú¼ìà ïàðàëëåëåïèïåäà íå ïðåâûøàåò ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðà-
òîâ äëèíû åãî ñòîðîí, ÷òî âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì:

Γ(ξ1, . . . , ξn) 6 Γ(ξ1) · . . . · Γ(ξn), ãäå Γ(ξi) = (ξi, ξi). (2.116)
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Îïðåäåëèòåëü Ãðàìà âïåðâûå ðàññìàòðèâàëñÿ È. Ãðàìîì (1879).

2.7 Âíåøíèå àëãåáðàè÷åñêèå ôîðìû

Âíåøíèå ôîðìû åñòü ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, çàäàííûå íå ïðîñòî íà âåêòî-
ðàõ (ò.å. â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà), à íà âåêòîðíûõ îáúåêòàõ. Ïî-
ÿâëåíèå âíåøíèõ ôîðì ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ âû÷èñëÿòü ñêàëÿðíûå
êîñîñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà òàêèõ âåêòîðíûõ îáúåêòàõ, êàê
ïàðàëëåëîãðàììû è ìíîãîìåðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû. Êàê îêàçàëîñü, ëþáîé
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîðÿäêà n òàêæå åñòü ïðèìåð âíåøíåé n-ôîðìû
(ïîëèëèíåéíîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè).

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïðîåêöèè âåêòîðà ξ íà êîîðäèíàòíûå îñè åñòü
áàçèñíûå 1-ôîðìû x1(ξ), . . . , xn(ξ) (2.25) � ïðîåêöèè k-ìåðíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà (âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ k âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξk) â n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå íà k-ìåðíûå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè j1, . . . , jk ïàðàëëåëüíî îñòàëüíûì
êîîðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áàçèñíûå k-ôîðìû
èëè êàê âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå k áàçèñíûõ 1-ôîðì:

xj1 ∧ . . . ∧ xjk(ξ1, . . . , ξk) = bi1...ik (1 6 i1 < . . . < ik 6 n). (2.117)

Çíà÷êîì ∧ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ñêàëÿðíûõ ôóíê-
öèé íà âåêòîðàõ, â îòëè÷èå îò âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, îáîçíà÷à-
åìûõ çíà÷êîì ×.

Âûðàæåíèå xj1 ∧ . . . ∧ xjk(ej1 , . . . , ejk) = δi1j1 · . . . · δikjk , àíàëîãè÷íî âû-
ðàæåíèþ (2.26) xi(ej) = δij äëÿ áàçèñíûõ 1-ôîðì. Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî
âûðàæåíèÿ xj1 ∧ . . . ∧ xjk ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò
áàçèñ ðàçìåðíîñòüþ Ckn.

Åñëè ÷èñëî âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξn, íà êîòîðûõ çàäàí ïàðàëëåëåïèïåä, ñîâïà-
äàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà, òî x1∧ . . .∧xn = det ξ. Òîãäà â îðèåíòè-
ðîâàííîì n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå áàçèñíàÿ n-ôîðìà x1∧. . .∧xn
ðàâíà îðèåíòèðîâàííîìó îáú¼ìó n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî
íà âåêòîðàõ ξ1, . . . , ξn:

x1 ∧ . . . ∧ xn = [ξ1, . . . , ξn] = det ξ, åñëè ξ1, . . . , ξn ∈ En. (2.118)

Âíåøíåé ôîðìîé ñòåïåíè k, èëè k-ôîðìîé, íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ ωk : V k → R îò k âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξk ∈ V , êîòîðàÿ k-ëèíåéíà è êîñîñèì-
ìåòðè÷íà (c1, c2 ∈ R):

ωk(c1ξ
′
1 + c2ξ

′′
1 , ξ2, . . . , ξk) = c1ω

k(ξ′1, ξ2, . . . , ξk)+

+ c2ω
k(ξ′′1 , ξ2, . . . , ξk),

ω(ξi1 , . . . , ξik) = ±ω(ξ1, . . . , ξk).
(2.119)

Çíàê ¾+¿ áåðåòñÿ, åñëè ïåðåñòàíîâêà i1, . . . , ik ÷¼òíàÿ, è çíàê ¾−¿, åñëè
ïåðåñòàíîâêà i1, . . . , ik íå÷¼òíàÿ.
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Ìíîæåñòâî âñåõ k-ôîðì ñòàíîâèòñÿ âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì Λk(V ), åñëè ââåñòè îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ

(ω1 + ω2)
k(ξ1, . . . , ξk) = ωk1 (ξ1, . . . , ξk) + ωk2 (ξ1, . . . , ξk) (2.120)

è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî c ∈ R

(cω)k(ξ1, . . . , ξk) = cωk(ξ1, . . . , ξk). (2.121)

Ëþáàÿ âíåøíÿÿ k-ôîðìà îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

ωk(ξ1, . . . , ξk) =
∑

16i1<...ik6n
ωk(ei1 , . . . , eik) ·xi1 ∧ . . .∧xik(ξ1, . . . , ξk). (2.122)

Ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî Λk(V ) çàäàíî íà áàçèñå èç áàçèñíûõ
k-ôîðì è èìååò ðàçìåðíîñòü Ckn.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = n ïðîñòðàíñòâà Λk(V ) ðàâíà Cnn = 1.
Òîãäà âñÿêàÿ n-ôîðìà â Rn åñòü ëèáî îðèåíòèðîâàííûé îáú¼ì ïàðàëëå-

ëåïèïåäà, ïðè íåêîòîðîì âûáîðå åäèíèöû îáú¼ìà, ëèáî íóëü:

ωn(ξ1, . . . , ξn) = ωn(e1, . . . , en) · x1 ∧ . . . ∧ xn. (2.123)

Åñëè ìû íå çíàåì ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξk ïî áàçèñó e1, . . . , en,
ò.å. íå çíàåì xi1 ∧ . . . ∧ xik , íî çíàåì ðàçëîæåíèå ωk(ξ1, . . . , ξk) ïî âåêòîðàì
ξ1, . . . , ξk, òî ïîëó÷àåì:

ωk(ξ1, . . . , ξk) =

∣∣∣∣∣∣∣
ω1(ξ1) . . . ωk(ξ1)

· · · · · · · · ·
ω1(ξk) . . . ωk(ξk)

∣∣∣∣∣∣∣ = ω1 ∧ . . . ∧ ωk(ξ1, . . . , ξk). (2.124)

Âåëè÷èíû

ωj(ξi) = ωj(e1)x
1 + . . .+ ωj(e1)x

n = a1jx
1 + . . .+ anjx

n (j = 1, . . . , k)

åñòü 1-ôîðìû, çàäàííûå íà ñîîòâåòñòâóþùåì âåêòîðå, à âåëè÷èíà

ω1 ∧ . . . ∧ ωk(ξ1, . . . , ξk)

íàçûâàåòñÿ âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå âíåøíèõ 1-ôîðì.
Çíà÷åíèå âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ 1-ôîðì íà ïàðàëëåëåïèïåäå ξ1×. . .×ξk

ðàâíî îðèåíòèðîâàííîìó îáú¼ìó îáðàçà ïàðàëëåëåïèïåäà â îðèåíòèðîâàí-
íîì åâêëèäîâîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå Rk ñ êîîðäèíàòàìè ω1, . . . , ωk
ïðè îòîáðàæåíèè ξ 7→ (ω1(ξ), . . . , ωk(ξ)).

×èñëà ωj(ei) = aij (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , k) åñòü êîìïîíåíòû 1-ôîðì,
êîòîðûå îíè îòíîñÿò áàçèñíûì âåêòîðàì e1, . . . , en.

Àíàëîãè÷íî, âåëè÷èíà

ωk(ei1 , . . . , eik) = ai1,...,ik =
∑

±ai1j1 · . . . · aikjk = det ∥aij∥k (2.125)
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åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà âíåøíåé k-ôîðìû.
Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì j1, . . . , jk ÷èñåë 1, . . . , k,

è ïåðåä ÷ëåíîì áåðåòñÿ çíàê ¾+¿, åñëè ïåðåñòàíîâêà ÷¼òíàÿ, è çíàê ¾−¿,
åñëè ïåðåñòàíîâêà íå÷¼òíàÿ.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ âíåøíåé k-ôîðìû ìîæíî çàïèñàòü

ωk(ξ1, . . . , ξk) =
∑

16i1<...<ik6n
ai1...ik · xi1 ∧ . . . ∧ xik . (2.126)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = n:

ωn(ξ1, . . . , ξn) = detω · x1 ∧ . . . ∧ xn. (2.127)

Åñëè ìû çíàåì ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξk ïî áàçèñó e1, . . . , en: ξi =
e1ξ

1
i +. . .+enξ

n
i , íî íå çíàåì ðàçëîæåíèå ωk(ξ1, . . . , ξk) ïî âåêòîðàì ξ1, . . . , ξk,

òî ïîëó÷àåì:

ωk(ξ1, . . . , ξk) =
∑

16i1<...<ik6n
ωk(ei1 , . . . , eik) · det ξ

i1...ik
j1...jk

. (2.128)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âåêòîðîâ ξ = (a1, . . . , an) è η = (b1, . . . , bn) èìååì:

ω2(ξ, η) =
∑
i<j

ω2(ei, ej) · (aibj − ajbi). (2.129)

Â îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå 2-ôîðìà áèëèíåéíà, êîñî-
ñèììåòðè÷íà è, êàê âñÿêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû

ω2(ξ, η)

(2.73)
(2.77)
= (αξ, η), (2.130)

ãäå α � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.
Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξn èìååì:

ωn(ξ1, . . . , ξn) = ωn(e1, . . . , en) · det ξ. (2.131)

Â îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ïîëó÷àåì

ωk =
∑

16i1<...<ik6n
det ∥aij∥k det ξi1...ikj1...jk

è ωn = detω · det ξ. (2.132)

Âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì ωk ∧ ωl k-ôîðìû ωk â Rn íà l-ôîðìó ωl â
Rn íàçûâàåòñÿ (k + l)-ôîðìà â Rn, çíà÷åíèå êîòîðîé íà k + l âåêòîðàõ
ξ1, . . . , ξk, ξk+1, . . . , ξk+l ∈ Rn ðàâíî:

ωk+l(ξ1, . . . , ξk+l) = ωk ∧ ωl =
∑

±ωk(ξi1 , . . . , ξik)ωl(ξj1 , . . . , ξjl). (2.133)

Çíàê ¾+¿ áåðåòñÿ, åñëè ïåðåñòàíîâêà i1 < . . . < ik, j1 < . . . < jl íîìåðîâ
1, 2, . . . , k + l ÷¼òíàÿ, è çíàê ¾−¿, åñëè ïåðåñòàíîâêà íå÷¼òíàÿ.
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Èíûìè ñëîâàìè, êàæäîå ðàçáèåíèå k + l âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξk+l íà äâå
ãðóïïû (èç k è èç l âåêòîðîâ) äàåò îäíî ñëàãàåìîå â ñóììå. Ýòî ñëàãàåìîå
ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ çíà÷åíèÿ k-ôîðìû ωk íà k âåêòîðàõ ïåðâîé ãðóïïû íà
çíà÷åíèå l-ôîðìû ωl íà l âåêòîðàõ âòîðîé ãðóïïû ñî çíàêîì ¾+¿ èëè ¾−¿
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê óïîðÿäî÷åíû âåêòîðû â ãðóïïàõ.

Íàïðèìåð, åñëè k+ l = 2, òî ðàçáèåíèé âñåãî äâà: ξ1, ξ2 è ξ2, ξ1. Ïîýòîìó
(ω1 ∧ ω2)(ξ1, ξ2) = ω1(ξ1)ω2(ξ2)− ω2(ξ1)ω1(ξ2).

Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå âíåøíèõ ôîðì:

1. êîñîêîììóòàòèâíî: ωk ∧ ωl = (−1)klωl ∧ ωk,

2. äèñòðèáóòèâíî: (λ1ωk1 + λ2ω
k
2 ) ∧ ωl = λ1ω

k
1 ∧ ωl + λ2ω

k
2 ∧ ωl,

3. àññîöèàòèâíî: (ωk ∧ ωl) ∧ ωm = ωk ∧ (ωl ∧ ωm).

Ïðèìåð. Â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êàæäîìó âåêòîðó ν =
(ax, ay, az) ∈ E3 ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâå ôîðìû (ξ, η ∈ E3):

1. ω1
ν(ξ) = (ν, ξ) = axx+ ayy + azz � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

2. ω2
ν(ξ, η) = (ν, ξ, η) = axy∧z+ayz∧x+azx∧y � ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.

Òîãäà âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 1-ôîðì â E3:

ω1
ν(ξ) = axx+ ayy + azz, ω1

τ (η) = bxx+ byy + bzz,

ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

ω1
ν ∧ ω1

τ = (axby − aybx)x ∧ y+
+ (aybz − azby) y ∧ z + (azbx − axbz) z ∧ x =

= (ν × τ) · (ξ × η) = ω2
ν×τ .

(2.134)

Òàêæå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå 1-ôîðìû è 2-ôîðìû â E3:

ω1
ν(ξ) = axx+ ayy + azz, ω2

τ (η, ζ) = bxy ∧ z + byz ∧ x+ bzx ∧ y,

åñòü ïðîèçâåäåíèå ñêàëÿðíîãî è ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ:

ω1
ν ∧ ω2

τ = (axbx + ayby + azbz)x ∧ y ∧ z = (ν · τ)(ξ, η, ζ). (2.135)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âíåøíèé êâàäðàò âíåøíåé ôîðìû:

ωk ∧ ωk = (−1)k
2

ωk ∧ ωk. (2.136)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè k � íå÷¼òíî, òî å¼ âíåøíèé êâàäðàò òîæäåñòâåííî
ðàâåí íóëþ ωk ∧ωk = −ωk ∧ωk = 0. Îäíàêî, åñëè k � ÷åòíî, òî å¼ âíåøíèé
êâàäðàò íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ. Îòñþäà ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî 2-ôîðìà
ω2 òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, åñëè ïðîñòðàíñòâî íå÷¼òíîå Rn+1, è íå ðàâíà
òîæäåñòâåííî íóëþ, åñëè ïðîñòðàíñòâî ÷¼òíîå R2n.
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Êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ 2-ôîðìà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè ω2(ξ, η) ≡
0 ïðè ëþáîì η è ξ ̸= 0. Ôîðìà, êîòîðàÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ ω2(ξ, η) ≡
0 ïðè ëþáîì η, òîëüêî åñëè ξ = 0, íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Â íå÷¼òíî-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ 2-ôîðìà âñåãäà âûðîæäåííàÿ, à
â ÷¼òíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñåãäà ìîæíî âûáðàòü íåâûðîæäåííóþ êîñî-
ñèììåòðè÷åñêóþ 2-ôîðìó.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Íåçíà÷èòåëüíîå, êàçàëîñü áû, ðàçëè÷èå â
ñâîéñòâàõ âíåøíåé ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé ôîðì � íåðàâåíñòâî èëè òîæäåñòâåí-
íîå ðàâåíñòâî íóëþ âíåøíåãî êâàäðàòà, ïðèâåëî ê ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöå
â ñâîéñòâàõ ÷¼òíîìåðíîãî è íå÷¼òíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâ.

Êàê ìû óæå çíàåì, îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû íå÷¼ò-
íîãî ïîðÿäêà ðàâåí íóëþ detα ≡ 0 (2.76), è èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí
ñîáñòâåííûé âåêòîð ξ ̸= 0 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0 (ñâîéñòâî 10 ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñòð. 81), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì âû-
ðîæäåííîé ôîðìû ω2 â ïðîñòðàíñòâå R2n+1. Îáÿçàòåëüíîå íàëè÷èå òàêîãî
íåíóëåâîãî âåêòîðà îòðàæàåò ñóùåñòâîâàíèå îñè ó âñÿêîãî âðàùåíèÿ íå÷¼ò-
íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R2n+1 âñåõ âåêòîðîâ.

Âñå ðàçëè÷íûå íóëåâûå âåêòîðû ω2 îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî. Åñëè âñå íóëåâûå âåêòîðû êîëëèíåàðíû, òî ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà ìèíèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ (ò.å. 1 � íóëåâûå âåêòîðû îáðàçóþò
ëèíèþ), à ôîðìà ω2 íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé. Â ñëó÷àå ÷¼òíîìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà R2n ôîðìà ω2 íåîñîáàÿ, åñëè íóëåâûå âåêòîðû îòñóòñòâóþò (ðàçìåð-
íîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà íóëåâûõ âåêòîðîâ ðàâíà 0).

Íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ 2-ôîðìà ω2, çàäàííàÿ
â R2n, íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà (îò ëàò. simplex
� ïðîñòîé). Ñîîòâåòñòâåííî, ëþáîå ÷¼òíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R2n âìåñòå
ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ëè-

íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåðû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Íàïðèìåð, êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò åñòåñòâåííóþ ñèìïëåêòè-

÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Âåêòîð ëèíåéíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn åñòü
n-÷ëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ξ = (z1, . . . , zn) èëè 2n-
÷ëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
÷¼òíîìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà R2n.

Ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå (ýðìèòîâà
ñòðóêòóðà) ⟨ξ, η⟩ = a1b1 + . . . + anbn ñîñòîèò èç n ïðîèçâåäåíèé ïàð êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë: aj = xjξ + iyjξ è b

j = xjη + iyjη. Òîãäà çàïèøåì:

⟨ξ, η⟩ = a1b1 + . . .+ anbn =
n∑
j=1

(xjξ + iyjξ)(x
j
η − iyjη) =

=
n∑
j=1

(xjξx
j
η + yjξy

j
η) + i

n∑
j=1

(yjξx
j
η − xjξy

j
η) =

=
n∑
j=1

(xjξx
j
η + yjξy

j
η) + i

n∑
j=1

xj ∧ yj(ξ, η).

(2.137)
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Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû áèëèíåéíà, ñèììåòðè÷íà, íåâû-
ðîæäåííà è åñòü åâêëèäîâà ñòðóêòóðà:

ℜ⟨ξ, η⟩ = x1ξx
1
η + y1ξy

1
η + . . .+ xnξ x

n
η + ynξ y

n
η = (ξ, η). (2.138)

Ìíèìàÿ ÷àñòü ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû åñòü êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
èëè 2-ôîðìà, êîòîðàÿ áèëèíåéíà, êîñîñèììåòðè÷íà, íåâûðîæäåíà è åñòü
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà:

ℑ⟨ξ, η⟩ = (y1ξx
1
η − x1ξy

1
η) + . . .+ (ynξ x

n
η − xnξ y

n
η ) =

= x1 ∧ y1 + . . .+ xn ∧ yn = [ξ, η] = ω2(ξ, η).
(2.139)

Íåâûðîæäåííîñòü êîñîñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè [ξ, η] =
0 ïðè ëþáîì η, òî òîãäà ξ = 0 (èëè, âåêòîð êîñîîðòîãîíàëüíûé âñåìó ïðî-
ñòðàíñòâó � íóëåâîé). Àíàëîãè÷íî, íåâûðîæäåííîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè (ξ, ξ) = 0, òî ξ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ýðìèòîâà ñòðóêòóðà â Cn ñîñòîèò èç âåùåñòâåííîé è
ìíèìîé ÷àñòåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè áèëèíåéíûìè ôîðìàìè.
Ïåðâàÿ èç íèõ ñèììåòðè÷íà, âòîðàÿ êîñîñèììåòðè÷íà è îáå íåâûðîæäåíû,
ïåðâàÿ íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé, à âòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñèìïëåê-
òè÷åñêîé ñòðóêòóðîé:

⟨ξ, η⟩ = (ξ, η) + i[ξ, η], (ξ, η) = (η, ξ), [ξ, η] = −[η, ξ]. (2.140)

Ìíèìàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèøü îäíèì èç ïðè-
ìåðîâ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âîçíèêàåò â ëþáîì ÷¼òíîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî åñòü äâà n-ìåðíûõ âåêòîðà ñ êîîðäèíàòàìè
p = (p1, . . . , pn) è q = (q1, . . . , qn) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå
áàçèñà (â ïîäîáíûõ îáîçíà÷åíèÿõ òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò íèæíèå èíäåê-
ñû). Ðàññìîòðèì ýòî ïîäðîáíåå.

Åñëè (ei, ej) = 0, òî âåêòîðû ei, ej îðòîãîíàëüíû.
Åñëè [ei, ej ] = 0, òî âåêòîðû ei, ej êîñîîðòîãîíàëüíû.
Åâêëèäîâà ñòðóêòóðà â Rn âîçíèêàåò ïðè âûáîðå áàçèñà e1, . . . , en, äëÿ

êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

(ei, ej) = δij (i, j = 1, . . . , n). (2.141)

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â R2n âîçíèêàåò ïðè âûáîðå áàçèñà
eq1 , . . . , eqn , ep1 , . . . , epn , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

[eqi , epj ] = δij , [eqi , eqj ] = [epi , epj ] = 0 (i, j = 1, . . . , n). (2.142)

Èíûìè ñëîâàìè â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êàæäûé áàçèñíûé âåê-
òîð êîñîîðòîãîíàëåí âñåì áàçèñíûì âåêòîðàì, êðîìå îäíîãî, ñ íèì ñîïðÿ-
æ¼ííîãî. Åñëè ïðèíÿòü âåêòîðû ñèìïëåêòè÷åñêîãî áàçèñà çà êîîðäèíàòíûå
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îðòû, òî ìû ïîëó÷èì ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò p1, . . . , pn, q1, . . . , qn,
â êîòîðîé ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðèíèìàåò ñòàíäàðòíûé âèä:

ω2(ξ, η) = [ξ, η] = (qξ1p
η
1 − pξ1q

η
1 ) + . . .+ (qξnp

η
n − pξnq

η
n) =

= p1 ∧ q1 + . . .+ pn ∧ qn = qξpη − pξqη = p ∧ q.
(2.143)

Ìû ìîæåì çàäàòü â R2n åâêëèäîâó ñòðóêòóðó, åñëè âûáåðåì áàçèñ
eq1 , . . . , eqn , ep1 , . . . , epn , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

(eqi , eqj ) = δij , (eqi , epj ) = 0 (i, j = 1, . . . , n). (2.144)

Òîãäà ïîëó÷àåì

(ξ, η) = pξ1p
η
1 + qξ1q

η
1 + . . .+ pξnp

η
n + qξnq

η
n,

(ξ, ξ) = p21 + q21 + . . .+ p2n + q2n.
(2.145)

Ãåîìåòðè÷åñêè ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω2 îçíà÷àåò ñóììó ïëîùàäåé
îðèåíòèðîâàííûõ ïðîåêöèé ïàðàëëåëîãðàììà íà n êîîðäèíàòíûõ äâóìåð-
íûõ ïëîñêîñòåé (p1, q1); . . . ; (pn, qn).

Ðàññìîòðèì âíåøíèé êâàäðàò ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû:

ω2 ∧ ω2 = −2
∑
i<j

pi ∧ pj ∧ qi ∧ qj . (2.146)

Âíåøíÿÿ k-ÿ ñòåïåíü ω2 ðàâíà:

ω2 ∧ . . . ∧ ω2︸ ︷︷ ︸
k

= ±k!
∑
i<j

pi1 ∧ . . . ∧ pik ∧ qi1 ∧ . . . ∧ qik . (2.147)

Â ÷àñòíîñòè

ω2 ∧ . . . ∧ ω2︸ ︷︷ ︸
n

= ±n! p1 ∧ . . . ∧ pn ∧ q1 ∧ . . . ∧ qn. (2.148)

åñòü, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, îáú¼ì 2n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â ñèì-
ïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R2n.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, êàê âñÿêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû:

[ξ, η] = ω2(ξ, η)

(2.73)
(2.77)
= (Iξ, η), (2.149)

ãäå I � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà âèäà

I =

∥∥∥∥∥ 0 −E
E 0

∥∥∥∥∥ , (2.150)

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n,
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0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.
Ïðè n = 1 (íà ïëîñêîñòè p, q) I åñòü ïðîñòî ïîâîðîò íà óãîë 90◦ ¾âïðà-

âî¿ èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (2.86), à â îáùåì ñëó÷àå I åñòü ïîâîðîò
¾âïðàâî¿ íà óãîë 90◦ â êàæäîé èç n ïëîñêîñòåé pi, qi. Òàêèì îáðàçîì I �
îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòà íà 90◦ äàþò ïîëÿðíûå âåêòîðû, ò.å. I2 =
−E , ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2n, ÷òî òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ
ïðè ïåðåìíîæåíèè ìàòðèö I.

Âåêòîð n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà υ ∈ Cn çàäàí
äâóìÿ âåùåñòâåííûìè âåêòîðàìè υ = (ν, τ) è åñòü ýëåìåíò ÷¼òíîìåðíî-
ãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà R2n èëè 2n-÷ëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
υ = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn). Òàêæå êîìïëåêñíûé âåêòîð ìîæåò áûòü çàïè-
ñàí êàê υ = ν + iτ . Íàçîâ¼ì ïîäïðîñòðàíñòâî Rn âåêòîðîâ âèäà ν + i0,
ν ∈ Rn âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòüþ, à ïîäïðîñòðàíñòâî Rn âåêòîðîâ âèäà
0 + iτ , τ ∈ Rn ìíèìîé ïëîñêîñòüþ. Òîãäà îïåðàòîð (2.150) I : R2n → R2n

èçîìîðôíî îòîáðàæàåò âåùåñòâåííóþ ïëîñêîñòü â ìíèìóþ, à ìíèìóþ � â
âåùåñòâåííóþ, ïðè ýòîì I2 = −E.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ς : R2n → R2n îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ:
ς(ν + iτ) = ν − iτ . Äåéñòâèå ς îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòî ïðîñòî ÷åðòîé ñâåðõó. Â
îòëè÷èå îò îïåðàòîðà I, îïåðàòîð ς ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ïîâîðîò, à îòîáðà-
æåíèå ìíèìîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè. Îïåðàòîð
ς ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì E íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè è ñ ìèíóñ åäèíè÷-
íûì −E � íà ìíèìîé. Îí èíâîëþòèâåí: ς2 = E.

Êàê âñå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû
äðóã äðóãó, òàê è âñå ñèìïëåêòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåðíî-
ñòè èçîìîðôíû. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå S : R2n → R2n íàçûâàåòñÿ ñèì-
ïëåêòè÷åñêèì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [Sξ, Sη] =
[ξ, η], àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå σ : V → V íàçûâàåò-
ñÿ îðòîãîíàëüíûì (óíèòàðíûì) åñëè îíî ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå (ýðìèòîâî-
ñêàëÿðíîå) ïðîèçâåäåíèå (σξ, ση) = (ξη).

Òåîðåìà. ×òîáû ïðåîáðàçîâàíèå áûëî ñèìïëåêòè÷åñêèì, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî ìàòðèöà S â ñèìïëåêòè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
óäîâëåòâîðÿëà ñîîòíîøåíèþ

S∗IS = I (2.151)

ãäå S∗ � ìàòðèöà, ñîïðÿæ¼ííàÿ ê S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ñèìïëåêòè÷íîñòè ([Sξ, Sη] = [ξ, η] äëÿ âñåõ ξ, η)

ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà I çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â âèäå
(ISξ, Sη) = (Iξ, η) èëè åùå (S∗ISξ, η) = (Iξ, η), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îïåðàòîð ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ S íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷å-

ñêèì îïåðàòîðîì. Îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ I òàêæå ñèìïëåêòè÷åñêèé.
Ìíîæåñòâî âñåõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé â R2n îáðàçóåò ñèì-

ïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ
(óíèòàðíûõ) ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà îáðàçó-
åò îðòîãîíàëüíóþ (óíèòàðíóþ) ãðóïïó.
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2.8 Òåíçîðû

Âñå ðàññìîòðåííûå â äàííîé ãëàâå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ìîæíî îáîá-
ùèòü ïîä îáùèì íàçâàíèåì òåíçîðû.

Òåíçîð (îò ëàò. tendo, áóêâàëüíî � íàïðÿãàþ, ðàñòÿãèâàþ) èëè ïîëè-
âåêòîð (îò ãðå÷. πoλύς � ìíîãî÷èñëåííûé, îáøèðíûé) � ãåîìåòðè÷åñêèé
îáúåêò, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ n-ìåðíûì ìàññèâîì (òàáëèöåé) ÷èñåë, ãäå n
� âàëåíòíîñòü èëè ðàíã òåíçîðà.

Òàê ñêàëÿð èëè èíâàðèàíò, êîòîðûé â ëþáîì áàçèñå èìååò îäíó è òó
æå êîìïîíåíòó (÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íóëüìåðíûé ìàñ-
ñèâ ñ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì), åñòü òåíçîð íóëåâîé âàëåíòíîñòè èëè íó-
ëåâîãî ðàíãà. Âåêòîð è êîâåêòîð (1-ôîðìà), êîòîðûå çàäàþòñÿ îäíîìåðíûì
ìàññèâîì (ñòðîêîé èëè ñòîëáöîì) åñòü òåíçîðû ïåðâîé âàëåíòíîñòè. Ìàò-
ðèöà α ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ yi = αijx

j åñòü 1 ðàç êîâàðèàíòíûé è 1
ðàç êîíòðàâàðèàíòíûé (ñìåøàííûé) òåíçîð âòîðîé âàëåíòíîñòè, êîòîðûé
îòîæäåñòâëÿþò ñ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è èíîãäà íàçûâàþò àôôèíî-
ðîì. Òàêæå ñóùåñòâóåò äâà ðàçà êîâàðèàíòíûé òåíçîð, íàïðèìåð, ìàòðèöà
Ãðàìà, îáùàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå gij è ïðè
ñâåðòûâàíèè äà¼ò êâàäðàòè÷íóþ αijx

ixj èëè áèëèíåéíóþ αijx
iyj ôîðìû,

è äâà ðàçà êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð, îáùàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â âèäå: tij . Ñóùåñòâóåò ÷åòûðå òèïà òåíçîðîâ òðåòüåé âà-
ëåíòíîñòè: tijk, tijk , t

i
jk, tijk. Ìàññèâû áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé òåíçîðû áîëåå âûñîêîãî ðàíãà. Â ÷àñòíîñòè, r ðàç êîâàðèàíòíûé è s
ðàç êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð t åñòü çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà áàçèñà ñîâîêóï-
íîñòü ÷èñåë ti1...irj1...js

. Ïðè ñìåíå áàçèñà êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðåîáðàçóþòñÿ
ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

tk1...krm1...ms = Aj1m1
. . . AjsmsB

k1
i1
. . . Bksir t

i1...ir
j1...js

. (2.152)

Ïðè ýòîì ñàì òåíçîð êàê ¾ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñóùíîñòü¿ îò âûáîðà áàçèñà
íå çàâèñèò. Íàïðèìåð âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåíçîðà: êîìïîíåí-
òû âåêòîðà ìåíÿþòñÿ ïðè ñìåíå êîîðäèíàòíûõ îñåé, íî ñàì âåêòîð îñòà¼òñÿ
íåèçìåííûì.

Ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà â êîìïîíåíòàõ � êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê îïðåäå-
ëåíèþ òåíçîðà, áîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûé â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Òåðìèí
ïåðâîíà÷àëüíî îòíîñèëñÿ ê òåíçîðó äåôîðìàöèè, ñâÿçàííîìó ñ âîçíèêàþ-
ùèìè óïðóãèìè äåôîðìàöèÿìè ïðè ìàëûõ ðàñòÿæåíèÿõ.

Òåíçîð â áîëåå ñîâðåìåííîì îïðåäåëåíèè � ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
(2.60) íàçûâàåòñÿ m-òåíçîðîì íà V , à ìíîæåñòâî âñåõ m-òåíçîðîâ, îáîçíà-
÷àåìîå Im(V ), ñòàíîâèòñÿ âåùåñòâåííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè
äëÿ êàæäîé ïàðû S, T ∈ Im(V ) è êàæäîãî c ∈ R èìååì:

(S + T )(ξ1, . . . , ξm) = S(ξ1, . . . , ξm) + T (ξ1, . . . , ξm),

(cS)(ξ1, . . . , ξm) = cS(ξ1, . . . , ξm).
(2.153)

Â îòëè÷èå îò ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé îïåðàöèÿ ëèíåéíîé
ñóïåðïîçèöèè îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå V å¼ àðãóìåíòîâ ξ, äëÿ òåíçîðà
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îïåðàöèÿ ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå Im(V ) ñàìèõ
òåíçîðîâ. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî òåíçîðîâ îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïðè ýòîì ñàìè òåíçîðû åñòü ñêàëÿðíûå ôóíêöèè T : V m → R.

Òåíçîðíûå îïåðàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü ïðÿìûì îáîáùåíèåì ìàòðè÷íûõ
îïåðàöèé (óìíîæåíèå ìàòðèö ìåæäó ñîáîé è ñ âåêòîðàìè), à òàêæå âåê-
òîðíûõ îïåðàöèé, òàêèõ, êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ýòè îïåðàöèè, åñëè
èñõîäèòü èç ñîâðåìåííîãî (àêñèîìàòè÷åñêîãî) îïðåäåëåíèÿ, ïðÿìî âûòåêà-
þò èç ïîëèëèíåéíîñòè òåíçîðîâ, òî÷íî òàê æå, êàê è ìàòðè÷íûå îïåðàöèè
âûòåêàþò èç ëèíåéíîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü òåíçîð S ∈ Im(V ) è òåíçîð T ∈ Ik(V ). Îïåðàöèÿ ⊗ òåíçîðíîå

ïðîèçâåäåíèå ñâÿçûâàåò ðàçëè÷íûå ïðîñòðàíñòâà Im(V ) ôîðìóëîé:

S ⊗ T (ξ1, . . . , ξm, ξm+1, . . . , ξm+k) = S(ξ1, . . . , ξm) T (ξm+1, . . . , ξm+k) (2.154)

Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé çäåñü ñóùåñòâåíåí, ïîñêîëüêó ïðî-
èçâåäåíèÿ S ⊗ T è T ⊗ S îòíþäü íå ðàâíû.

Íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë ti1...irj1...js
(r ðàç êîâàðèàíòíûé è s ðàç êîí-

òðàâàðèàíòíûé òåíçîð t) îáðàçóåò ïîëèëèíåéíóþ ôîðìó îò s âåêòîðîâ ïðî-
ñòðàíñòâà V è r âåêòîðîâ ñîïðÿæ¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗ è ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòîì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ:

V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
s

⊗V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
r

(2.155)

ãäå ÷èñëî n = r + s íàçûâàåòñÿ âàëåíòíîñòüþ òåíçîðà t.
Ñâîéñòâà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1. (S1 + S2)⊗ T = S1T + S2T ,

2. S ⊗ (T1 + T2) = ST1 + ST2,

3. (cS)⊗ T = S ⊗ (cT ) = c(S ⊗ T ),

4. (S ⊗ T )⊗ U = S ⊗ (T ⊗ U) = S ⊗ T ⊗ U .

Òåîðåìà: Ïóñòü ν1, . . . , νn � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V è φ1, . . . φn � äóàëü-
íûé áàçèñ ñîïðÿæ¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗, φi(νj) = δij . Òîãäà ìíîæåñòâî
âñåõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé m-ãî ïîðÿäêà

φi1 ⊗ . . .⊗ φim , i 6 i1 < . . . < im 6 n (2.156)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì òåíçîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Im(V ) (ìíîæåñòâà òåíçîðîâ
T (ξ1, . . . , ξm)), êîòîðîå â ñèëó ýòîãî èìååò ðàçìåðíîñòü nm.

Äîêàçàòåëüñòâî: Çàìåòèì, ÷òî

φi1 ⊗ . . .⊗ φim(νj1 , . . . , νjm) = φi1(νj1), . . . , φim(νjm) =

= δi1j1 . . . δimjm =

{
1, åñëè j1 = i1, . . . , jm = im,

0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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Åñëè äàíîm âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξm, ãäå ξi = x1i ν1+. . .+x
n
i νn, òî äëÿ ëþáîãî

T ∈ Im(V ) â ñèëó ñâîéñòâ (2.60) ïîëèëèíåéíîé ôîðìû èìååì:

T (ξ1, . . . , ξm) =
n∑

i1,...,im=1

xi11 . . . x
im
m T (νi1 , . . . , νim).

Â ñèëó âûðàæåíèÿ φi(ξ) = xi è ñâîéñòâà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

φi1 ⊗ . . .⊗ φim(ξ1, . . . , ξm) = xi11 · . . . · ximm . (2.157)

Òîãäà:

T (ξ1, . . . , ξm) =
n∑

i1,...,im=1

T (νi1 , . . . , νim)φi1 ⊗ . . .⊗ φim(ξ1, . . . , ξm). (2.158)

Òàê ÷òî, φi1 ⊗ . . .⊗ φim ïîðîæäàþò Im(V ).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî cj1 , . . . , cjm � ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ

n∑
i1,...,im=1

cj1 . . . cjmφi1 ⊗ . . .⊗ φim(ξ1, . . . , ξm) = 0. (2.159)

Ïðèìåíåíèå îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà ê νi1 , . . . , νim äàåò cj1 = . . . =
cjm = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå âûðàæåíèÿ φi1 ⊗ . . .⊗φim ëèíåéíî íåçàâèñèìû
â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ. Çíà÷èò ìíîæåñòâî
ïðîèçâåäåíèé φi1⊗. . .⊗φim(ξ1, . . . , ξm) ðàâíî nm (àíàëîãè÷íî îáùåìó ÷èñëó
÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà (1.23)) è îáðàçóåò áàçèñ Im(V ).

Íà òåíçîðû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü òàêæå âàæíóþ êîíñòðóêöèþ, õî-
ðîøî èçâåñòíóþ â ñëó÷àå ñîïðÿæ¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ. Èìåííî, âñÿêèì ëè-
íåéíûì îòîáðàæåíèåì f : V → W îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
f∗ : Im(W ) → Im(V ), äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå

f∗T (ξ1, . . . , ξm) = T (f∗(ξ1), . . . , f
∗(ξm)) (2.160)

äëÿ ëþáûõ T ∈ Im(V ) è ξ1, . . . , ξm ∈ V . Çâåçäî÷êà ñâåðõó óêàçûâàåò, ÷òî
f∗ ñîïðÿæ¼ííîå îòîáðàæåíèå, ò.å. äåéñòâóåò â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ
f . Èíûìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå ôóíêöèè f∗T íà âåêòîðàõ ðàâíî çíà÷åíèþ
òåíçîðà T íà îáðàçàõ ýòèõ âåêòîðîâ.

Ïðè ýòîì
f∗(S ⊗ T ) = f∗S ⊗ f∗T. (2.161)

Ïóñòü f : Rk → Rn � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, è ωm âíåøíÿÿ m-ôîðìà íà
Rn. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîïðÿæ¼ííîå îòîáðàæåíèå f∗ : Im(Rn) → Im(Rk),
è íà Rk âîçíèêàåò m-ôîðìà f∗ωm, çíà÷åíèå êîòîðîé íà m-âåêòîðàõ
ξ1, . . . , ξm ∈ Rn ðàâíî çíà÷åíèþ ωm íà èõ îáðàçàõ:

(f∗ωm)(ξ1, . . . , ξm) = ωm(f∗(ξ1), . . . , f
∗(ξm)). (2.162)
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Íàïðèìåð:

f∗(λ1ω1 + λ2ω2) = λ1f
∗(ω1) + λ2f

∗(ω2),

f∗(λ1ω1 ∧ λ2ω2) = λ1f
∗(ω1) ∧ λ2f∗(ω2).

Ôîðìà ωm ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ f : Rn → Rn òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà f∗ωm = ωm. Åñëè ôîðìû ωm è ωn � èíâàðèàíòû
ïðåîáðàçîâàíèÿ f , òî ωm ∧ ωn � òàêæå èíâàðèàíò f .

Âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
T = ( , ) ∈ I2(V ) � 2-òåíçîð íà V , êîòîðûé ñèììåòðè÷åí, ò.å. T (ξ, ζ) =
T (ζ, ξ) äëÿ âñåõ ξ, ζ ∈ V , è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, ò.å. T (ξ, ξ) > 0 äëÿ
âñåõ ξ ̸= 0.

×òîáû âûäåëèòü âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ( , ) ìû íàçûâàåì åãî
ñòàíäàðòíûì âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì íà Rn. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïî-
êàçûâàåò, ÷òî âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ íå ñëèøêîì äàëåå èäóùåå
îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîãî.

Òåîðåìà: Åñëè T � âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå íà V , òî V îáëàäàåò áà-
çèñîì e1, . . . , en, äëÿ êîòîðîãî T (ei, ej) = δij . (Òàêîé áàçèñ íàçûâàåòñÿ îð-
òîíîðìèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî T , ò.å. åâêëèäîâûì). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì f : Rn → V , ÷òî T (f(ξ), f(ζ)) = (ξ, ζ) äëÿ âñåõ
ξ, ζ ∈ Rn. Äðóãèìè ñëîâàìè, f∗(T ) = ( , ).

Âíåøíèå ôîðìû åñòü êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû. Ïðîñòðàíñòâî Λk(v)
âñåõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ k-òåíçîðîâ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ïîäïðîñòðàíñòâîì
â Ik(V ).

Òåíçîðû � åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òåõ ïîíÿòèé, ñ êîòîðûìè ìû óæå
èìåëè äåëî. Èõ àëãåáðà óñòðîåíà ïðîñòî, è îíè èìåþò ìíîæåñòâî ðàçíîîá-
ðàçíûõ ïðèìåíåíèé. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà äëÿ òåõ, êòî âïåðâûå ñòàëêèâàåòñÿ
ñ òåíçîðàìè, � ýòî íåâîçìîæíîñòü èõ ¾âèçóàëèçàöèè¿: èõ òðóäíî íàðèñî-
âàòü. Ïî-âèäèìîìó, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ëó÷øå îòêàçàòüñÿ îò ïîïûòîê
ðèñîâàòü òåíçîðû è ðàáîòàòü ñ íèìè â ðàìêàõ äàííîãî îïðåäåëåíèÿ, ò.å. äó-
ìàòü î òåíçîðàõ êàê î ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ íà âåêòîðàõ. Âîçíèêíîâåíèå
òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ áûëî ïîäãîòîâëåíî â 19 â. ðàçâèòèåì òåîðèè àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ôîðì, ñ îäíîé ñòîðîíû, è òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ôîðì � ñ äðóãîé. Èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì áûëè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèåé: ñ ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòåé (Ê. Ãàóññ) è ñ ãåîìåòðèåé ìíîãîìåð-
íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (Á. Ðèìàí). Ñîâðåìåííóþ ôîðìó òåíçîðíî-
ìó èñ÷èñëåíèþ ïðèäàë Ã. Ðè÷÷è-Êóðáàñòðî, ïîýòîìó òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå
èíîãäà íàçûâàþò èñ÷èñëåíèåì Ðè÷÷è. Èäåè Ã. Ðè÷÷è-Êóðáàñòðî ïåðâîíà-
÷àëüíî íå ïîëó÷èëè øèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Âíèìàíèå ê íèì âîçðîñëî
ïîñëå ïîÿâëåíèÿ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü êî-
òîðîé öåëèêîì îñíîâàíà íà òåíçîðíîì èñ÷èñëåíèè.
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Ãëàâà 3

Äèôôåðåíöèðîâàíèå

Äèôôåðåíöèðîâàíèå (îò ëàò. di�erentia � ðàçíîñòü) ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ ìîæíî ïîíèìàòü àíàëèòè÷åñêè � êàê ìåòîä àíàëèçà ýòèõ îáúåêòîâ èëè
ãåîìåòðè÷åñêè � êàê ìåòîä àïïðîêñèìàöèè.

Àíàëèç (îò äð.-ãðå÷. αναλυσις � ðàçëîæåíèå, ðàñ÷ëåíåíèå) � îïåðàöèÿ
ìûñëåííîãî èëè ðåàëüíîãî ðàñ÷ëåíåíèÿ öåëîãî îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ íà
ñîñòàâíûå ÷àñòè.

Àïïðîêñèìàöèÿ (îò ëàò. approximo � ïðèáëèæàþñü) � çàìåíà îäíèõ îáú-
åêòîâ äðóãèìè, áîëåå ïðîñòûìè èëè óäîáíûìè, íî â òîì èëè èíîì ñìûñëå
áëèçêèìè ê èñõîäíûì îáúåêòàì.

Âî ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êíèãàõ ñäåëàí óïîð íà ïðèìåíÿåìûé ïðè
äèôôåðåíöèðîâàíèè àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò. Äàííàÿ ãëàâà òàêæå â îñíîâ-
íîì ïîñâÿùåíà òîìó, êàê ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè
ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Íî, ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê àíàëèòè-
÷åñêèì ïîñòðîåíèÿì, ïîëåçíî óÿñíèòü õîòÿ áû íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ, ÷òî
îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè.

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ (ëåæàùóþ íà ïëîñêîñòè) êðèâóþ. Ñ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå êðèâîé â äàííîé òî÷êå îçíà÷àåò
ïîñòðîåíèå êàñàòåëüíîé ïðÿìîé � ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ðàññìàòðèâà-
åìóþ òî÷êó êðèâîé è ñîâïàäàþùåé ñ íåé â ýòîé òî÷êå. Â ðåçóëüòàòå êðèâàÿ
çàìåíÿåòñÿ (àïïðîêñèìèðóåòñÿ) êàñàòåëüíîé ïðÿìîé, êîòîðóþ çíà÷èòåëüíî
ïðîùå èññëåäîâàòü.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå êðèâîé â êàæäîé òî÷êå îçíà÷àåò çàìåíó êðèâîé
ìíîæåñòâîì êàñàòåëüíûõ � áåñêîíå÷íî ìàëûõ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàñàòåëüíóþ ìîæíî ïîñòðîèòü íå âñåãäà. Âî-ïåðâûõ, êðè-
âàÿ äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà â òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äèôôåðåíöèðóåìîñòè êàê êðèâîé, òàê è ëþáîãî äðó-
ãîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà, ÿâëÿåòñÿ åãî íåïðåðûâ-
íîñòü, ò.å. âñÿêèé äèôôåðåíöèðóåìûé îáúåêò íåïðåðûâåí.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Äîïóñòèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ
èìååò èçëîì, ò.å. ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé. Â ýòîé
òî÷êå ìû ìîæåì àïïðîêñèìèðîâàòü êðèâóþ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè êàñàòåëüíû-
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ìè, ñëåâà è ñïðàâà îò èçëîìà, ò.å. íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå èçëîìà. Ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíóþ êðèâóþ, öåëèêîì ñîñòîÿ-
ùóþ èç èçëîìîâ, ò.å. íå äèôôåðåíöèðóåìóþ íè â îäíîé òî÷êå (âïåðâûå íà
òàêèå ôóíêöèè áûëî óêàçàíî Á. Áîëüöàíî (1830)). Ïîýòîìó, âî-âòîðûõ, äèô-
ôåðåíöèðóåìûå êðèâûå äîëæíû íå èìåòü èçëîìîâ. Òàêèå êðèâûå íàçûâàþò
ãëàäêèìè.

Åñëè òåïåðü ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ íåïðåðûâíîé ïîâåðõíîñòè, òî å¼
äèôôåðåíöèðóåìîñòü èëè ãëàäêîñòü â äàííîé òî÷êå îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü
ïîñòðîèòü êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü � ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ êàñàòåëüíûå
êî âñåì ãëàäêèì êðèâûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîâåðõíîñòè (ïðîñòðàíñòâà) â êàæäîé òî÷êå îçíà-
÷àåò çàìåíó ïîâåðõíîñòè ìíîæåñòâîì êàñàòåëüíûõ êðóæêîâ (øàðèêîâ) �
áåñêîíå÷íî ìàëûõ îòêðûòûõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè.

Ãëàäêîñòü � ñâîéñòâî ôóíêöèè èëè ãåîìåòðè÷åñêîé ôèãóðû (êðèâîé,
ïîâåðõíîñòè è ò.ä.), ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè äàííîãî îáúåê-
òà èìååòñÿ îêðåñòíîñòü, äîïóñêàþùàÿ äèôôåðåíöèðóåìóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
(êàñàòåëüíóþ). Â ýòîì ñìûñëå ãîâîðÿò î ãëàäêîé ôóíêöèè, ãëàäêîé êðèâîé,
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè è ò.ä.

Â òî âðåìÿ êàê óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì, òî
óñëîâèå ãëàäêîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáúåêòà.

Îñîáîå çíà÷åíèå ïðèäà¼òñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèþ òàêèõ îáúåêòîâ êàê
ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ïîëÿ.

Ñêàëÿðíîå ïîëå (ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ) � îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå, â êàæ-
äîé òî÷êå x êîòîðîé çàäàí ñêàëÿð y.

Âåêòîðíîå ïîëå � îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå, èç êàæäîé òî÷êè x êîòîðîé
òîð÷èò âåêòîð a = (a1, . . . , an) (íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå � êàæäîé òî÷êå
îòíåñåíî çíà÷åíèå íåêîòîðîãî âåêòîðà).

Ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ïîëåé íàðÿäó ñî ñêàëÿðàìè
è âåêòîðàìè ïðèâåëî ê ðàçäåëåíèþ âåêòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà âåêòîðíóþ
àëãåáðó è âåêòîðíûé àíàëèç. Â âåêòîðíîé àëãåáðå èçó÷àþò ëèíåéíûå îïå-
ðàöèè è ðàçëè÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ. Â âåêòîðíîì àíàëèçå âìåñòî
ñêàëÿðîâ è âåêòîðîâ èçó÷àþò ñðåäñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà âåêòîð-
íûå è ñêàëÿðíûå ôóíêöèè (âåêòîðíûå è ñêàëÿðíûå ïîëÿ).

Ïîíÿòèå ¾âåêòîðíîå ïîëå¿ áûëî ââåäåíî Ôàðàäååì (îê. 1830), ò.å. ðàíü-
øå, ÷åì àëãåáðàè÷åñêîå ïîíÿòèå ¾ïîëå¿, ââåä¼ííîå â ¾Òåîðèè ÷èñåë¿ Ï. Äè-
ðèõëå (1871).

Åñëè ãðàôèê ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (ñêàëÿðíîãî ïîëÿ) åñòü ïîâåðõíîñòü â
ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn, y, à äèôôåðåíöèðî-
âàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â êàæäîé òî÷êå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñòðîåíèå êàñà-
òåëüíîé n-ìåðíîé ïëîñêîñòè ê ãðàôèêó, òî ïðåäñòàâèòü ãðàôèê âåêòîðíîãî
ïîëÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.

Èñòîðè÷åñêè âàæíåéøóþ ðîëü â ïîíèìàíèè ôèçèêàìè è ìàòåìàòèêàìè
ñóùíîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé è ìåòîäîâ ðàáîòû ñ íèìè (âåêòîðíîãî àíàëèçà)
ñûãðàëà ãèäðîäèíàìèêà � íàóêà î äâèæåíèè æèäêîñòè. Ïðè ãèäðîäèíàìè-
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÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âåêòîðíîå ïîëå � ýòî ïîëå ñêîðîñòåé äâèæóùåéñÿ
æèäêîñòè.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ïîëå ñêîðîñòåé ïðè äâèæåíèè ñëîÿ æèäêîñòè î÷åíü ìàëîé ãëóáèíû (äîñòà-
òî÷íî ìàëîé, ÷òîáû íå ó÷èòûâàòü äâèæåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè).
Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå àíàëîãèè ïîçâîëÿþò âûäåëèòü òðè òèïè÷íûõ ñëó÷àÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 3.1.
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Ðèñ. 3.1: Òèïè÷íûå ñëó÷àè âåêòîðíîãî ïîëÿ

Âèõðåâîå ïîëå � â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ïîëÿ ñîñåäíèå
âåêòîðû ñêîðîñòè ðàçëè÷àþòñÿ ïî äëèíå. Åñëè óñòàíîâèòü â äàííîé òî÷êå
ïîëÿ ìàëåíüêîå êîëåñî ñ ëîïàñòÿìè, òî ðàçíèöà â âåëè÷èíå ñêîðîñòåé æèä-
êîñòè íà ëîïàñòÿõ çàñòàâèò êîëåñî âðàùàòüñÿ ëèáî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
(âïðàâî), ëèáî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (âëåâî), îáðàçóÿ âèõðü.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äâèæåíèè âÿçêîé æèäêîñòè â òðóáêå. Ó êðàÿ
òðóáêè ñëîé æèäêîñòè ¾ïðèëèïàåò¿ ê ñòåíêå è îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíûì, ïðè
óäàëåíèè îò êðàÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè íàðàñòàåò è ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìàëüíîé
ïî öåíòðó òðóáêè. Ïîýòîìó ñîñåäíèå ñëîè æèäêîñòè äâèæóòñÿ ñ ðàçíîé
ñêîðîñòüþ, îáðàçóÿ âèõðü â êàæäîé òî÷êå ïîëÿ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì âðàùàþùèéñÿ äèñê. Ñêîðîñòü òî÷åê äèñêà óâåëè-
÷èâàåòñÿ ïðè óäàëåíèè îò åãî öåíòðà, ïîýòîìó ñîñåäíèå ñëîè (îêðóæíîñòè)
íà äèñêå äâèæóòñÿ ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ, îáðàçóÿ âèõðü â êàæäîé òî÷êå. Àíà-
ëîãè÷íîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âî âðàùàþùåìñÿ ñìåð÷å.

Ñëîèñòîå ïîëå � â äàííîé òî÷êå ïîëÿ èìååòñÿ îòâåðñòèå èëè èñòî÷íèê.
Ïîýòîìó æèäêîñòü áóäåò ëèáî âûòåêàòü èç ýòîãî îòâåðñòèÿ, îáðàçóÿ èñòîê,
ëèáî óòåêàòü â ýòî îòâåðñòèå, îáðàçóÿ ñòîê.

Ïðèìåð 3. Åñëè â êà÷åñòâå âåêòîðíîãî ïîëÿ âçÿòü ñîâîêóïíîñòü íàïðàâ-
ëåíèé íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà (ñòåêàíèÿ æèäêîñòè) íà çåìíîé ïîâåðõíîñòè,
òî âåðøèíû è âïàäèíû áóäóò èñòî÷íèêàìè, ïðè÷¼ì âåðøèíû (ðàñõîäÿùèåñÿ
íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà) áóäóò èñòîêàìè, à âïàäèíû (ñõîäÿùèåñÿ íàïðàâëåíèÿ
ñïóñêà) áóäóò ñòîêàìè.

Êîìáèíàöèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ñëó÷àÿ íå äà¼ò íàì íè÷åãî íîâîãî è ïî-
ýòîìó íå âûäåëÿåòñÿ îòäåëüíî. Îäíàêî îòäåëüíî âûäåëÿåòñÿ ñëó÷àé ãàð-

ìîíè÷åñêîãî ïîëÿ � êîãäà â äàííîé òî÷êå îòñóòñòâóþò êàê âèõðè, òàê è
èñòî÷íèêè.

Ïðèìåð 4. Ãîðíûå ïåðåâàëû îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è âåðøèíàìè è âïà-
äèíàìè. Åñëè êîëè÷åñòâî ñõîäÿùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõñÿ íàïðàâëåíèé ñïóñêà
íà ïåðåâàëå îäèíàêîâî, òî ïåðåâàë íå ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì.
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Àíàëèòè÷åñêè äèôôåðåíöèðîâàíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê êàòåãîðèþ, îáú-
åêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè (ôóíêöèè, êîòîðûå
ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü), à äåéñòâóþùèìè íà ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿìè
ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàçûâàåìûå òàêæå äèôôåðåíöè-
àëüíûìè îïåðàòîðàìè.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ a ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, âû÷èñ-
ëèòü òî÷êè, ãäå èìåþòñÿ âèõðè è (èëè) èñòî÷íèêè. Äëÿ ýòèõ âû÷èñëåíèé
ïðèìåíÿþòñÿ äâà ñïåöèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðà, êîòîðûå ïî-
äðîáíî îïèñàíû â íàñòîÿùåé ãëàâå.

Îïåðàòîð, îáîçíà÷àåìûé div a, íàçûâàåòñÿ äèâåðãåíöèåé (îò ëàò.
divergentia � ðàñõîäèìîñòü) è âû÷èñëÿåò ñêàëÿð â äàííîé òî÷êå âåêòîðíîãî
ïîëÿ. Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ èñòîêîì ïðè div a > 0 è ñòîêîì ïðè div a < 0.

Îïåðàòîð, îáîçíà÷àåìûé rota, íàçûâàåòñÿ ðîòîð (îò ëàò. roto � âðà-
ùàþ(ñü)) èëè âèõðü è âû÷èñëÿåò â äàííîé òî÷êå ïîëÿ àêñèàëüíûé âåêòîð
(ïñåâäîâåêòîð), íàïðàâëåííûé ïî îñè âðàùåíèÿ âîîáðàæàåìîãî ìàëåíüêîãî
êîëåñà ñ ëîïàñòÿìè. Ïðè ðàññìîòðåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè ïñåâ-
äîâåêòîð íå ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ è
ñîñòîèò âñåãî èç îäíîé êîìïîíåíòû, âåëè÷èíà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì.
Çàêðó÷åííûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (âïðàâî) ðîòîð òîð÷èò èç ïëîñêî-
ñòè ââåðõ è ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (rota > 0), çàêðó÷åííûé ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå (âëåâî) ðîòîð òîð÷èò èç ïëîñêîñòè âíèç è ñ÷èòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì
(rota < 0).

Âûáîð ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ðîòîðà åñòåñòâåííî ñâÿçàí ñ âûáî-
ðîì ïðàâîé îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà è ïðàâèëîì ïðàâîé ðóêè. Äëÿ ðîòîðà
ýòî ïðàâèëî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: Åñëè îáõâàòèòü
âîîáðàæàåìîå ìàëåíüêîå êîëåñî ñ ëîïàñòÿìè ïðàâîé ðóêîé òàê, ÷òîáû ÷åòû-
ðå ïàëüöà óêàçûâàëè íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ êîëåñà, òî îòñòàâëåííûé áîëü-
øîé ïàëåö ïîêàæåò íàïðàâëåíèå ðîòîðà.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå íå íà ïëîñêîñòè, à â òð¼õìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî ïðîåêöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè ïîçâîëÿò âû÷èñëèòü ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè òðè êîìïîíåíòû
ðîòîðà. Ïîýòîìó ðîòîð òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà óæå íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì
è íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì. Îäíàêî íàïðàâëåíèå
ðîòîðà ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ïðàâîé ðóêè, íî óæå ïðèíàä-
ëåæèò ïðîñòðàíñòâó âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå â ïðîñòðàíñòâå áîëüøåé ðàçìåð-
íîñòè, òî êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ðîòîðà, ðàâíîå êîëè÷åñòâó êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé C2

n, îêàçûâàåòñÿ áîëüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n, è â âèäå
âåêòîðà âû÷èñëèòü ðîòîð íåâîçìîæíî. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáî-
ãî íå÷¼òíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (êîãäà n = 2k + 1) âîçìîæíî âû÷èñëèòü
ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ðîòîðà, ïðèíàäëåæàùèé ïðî-
ñòðàíñòâó âåêòîðíîãî ïîëÿ, ÷òî îòðàæàåò ñóùåñòâîâàíèå îñè ó âñÿêîãî âðà-
ùåíèÿ íå÷¼òíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â îòëè÷èå îò ðîòîðà äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì è
áåç ïðîáëåì âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ëþáîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Âåêòîðíîå ïîëå, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò âèõðè (rota = 0), íàçûâàåòñÿ ïî-
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òåíöèàëüíûì, íüþòîíîâûì, ñëîèñòûì èëè áåçâèõðåâûì. Âåêòîðíîå ïîëå,
â êîòîðîì îòñóòñòâóþò èñòî÷íèêè (div a = 0), íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì
(îò ãðå÷. σωλήν � òðóáêà è είδoς � âèä), ëàïëàñîâûì, òðóá÷àòûì èëè âèõ-
ðåâûì. Âåêòîðíîå ïîëå, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò êàê èñòî÷íèêè, òàê è âèõðè,
íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì.

Òåðìèí ¾äèâåðãåíöèÿ¿ ââåë Ó. Êëèôôîðä (1878); åìó æå ïðèíàäëåæèò
îáîçíà÷åíèå div. Âåëè÷èíó, îòëè÷íóþ îò äèâåðãåíöèè çíàêîì, ðàññìàòðè-
âàë Äæ. Ìàêñâåëë (1873), íàçûâàÿ åå êîíâåðãåíöèåé. Òåðìèí ¾ðîòîð¿ ââ¼ë
Ó. Êëèôôîðä (1878); åìó æå ïðèíàäëåæèò îáîçíà÷åíèå rot, âïðî÷åì, ðàíåå
(1855, 1856) ýòî îáîçíà÷åíèå (êàê è curt) ïðèìåíÿë Äæ. Ìàêñâåëë. Ñëîâî
¾ñîëåíîèäàëüíûé¿ ââ¼ë À. Àìïåð, òåðìèí ¾ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå¿ ïðèíàä-
ëåæèò Ó. Òîìñîíó (ëîðäó Êåëüâèíó).

3.1 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè

Ãðàôèê ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f : Rn → R èëè z = f(x1, . . . , xn) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé èçîáðàæåíèå ôóíêöèè â âèäå n-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿ-
ùåé èç ìíîæåñòâà òî÷åê (x1, . . . , xn, f) â (n+ 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êî-
îðäèíàòàìè x1, . . . , xn, z. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè â òî÷êå
τ = (x10, . . . , x

n
0 ) îçíà÷àåò àïïðîêñèìàöèþ ýòîé ïîâåðõíîñòè n-ìåðíîé ïëîñ-

êîñòüþ, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.
Êàñàòåëüíàÿ n-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü ê ãðàôèêó ôóíêöèè (x1, . . . , xn, f) â

òî÷êå τ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì (2.16):

f(x1, . . . , xn)− f(x10, . . . , x
n
0 ) = a1(x

1 − x10) + . . .+ an(x
n − xn0 ). (3.1)

Ñóùåñòâåííûì òðåáîâàíèåì ê êàñàòåëüíîé n-ìåðíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî îíà íå äîëæíà áûòü ïàðàëëåëüíà îñè z (íå äîëæíà ñîäåðæàòü
âåêòîðà, ïàðàëëåëüíîãî îñè z).

Åñëè ñ÷èòàòü îêðåñòíîñòü òî÷êè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ î÷åíü íåáîëüøîé
(áåñêîíå÷íî ìàëîé), òî ñîîòâåòñòâóþùèå áåñêîíå÷íî ìàëûå ðàçíîñòè àðãó-
ìåíòîâ xi−xi0 è ôóíêöèè f−f(τ) îòíîñèòåëüíî òî÷êè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
τ îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè dx1, . . . , dxn, df è íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè
(îò ëàò. di�erentia � ðàçíîñòü). Òîãäà

df = a1(x
1, . . . , xn) dx1 + . . .+ an(x

1, . . . , xn) dxn. (3.2)

Êàê ìû âèäèì, äèôôåðåíöèàë çàäàåò óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè
â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè. Â ýòîì
è çàêëþ÷àåòñÿ åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Ôóíêöèÿ f : Rn → R äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå U , åñëè f äèôôå-
ðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå τ ∈ U . Ôóíêöèÿ f âîîáùå äèôôåðåíöèðóåìà,
åñëè å¼ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íà íåêîòîðîì
îòêðûòîì ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåì U .

Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè z = f(x) îäíîãî ïåðåìåííîãî
â òî÷êå x0 (ðèñ. 3.2) îçíà÷àåò àïïðîêñèìàöèþ êðèâîé {x, f} â áåñêîíå÷íî
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ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè êàñàòåëüíîé ñ óðàâíåíèåì

df = a(x0) dx.

Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà a(x0) = f ′(x0)
â óðàâíåíèè êàñàòåëüíîé, ðàâíàÿ òàíãåíñó óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé, è âû-
÷èñëÿåìàÿ êàê ïðåäåë (åñëè, êîíå÷íî, îí ñóùåñòâóåò):

f ′(x0) =
df

dx
= lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
. (3.3)

Îïðåäåëåíèþ (3.3) ìîæíî ïðèäàòü âèä, áîëåå ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåä-
ñòàâëåíèþ îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå ∆x = x − x0.
Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f : R → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ R, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f ′(x0) : R → R, ÷òî

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)− f ′(x0)∆x

∆x
= 0. (3.4)

Àïïðîêñèìàöèÿ êðèâîé f(x) â òî÷êå x0 êàñàòåëüíîé ∆f = f ′(x0)∆x
îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ âåëè÷èíû ∆x è f(x0 + ∆x) − f(x0) ìàëû, íî âåëè÷èíà
f(x0+∆x)−f(x0)−∆f , êîòîðàÿ åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâîé è êàñàòåëü-
íîé, èìååò áîëüøèé ïîðÿäîê ìàëîñòè.

f(x)
(dx, df)

f ′(x)

f ′(x0)

f(x0)

f(x0+∆x)

∆f

∆x

xx0 x0+∆x xx0

-

6

-

6





�r

Ðèñ. 3.2: Äèôôåðåíöèðîâàíèå z = f(x).

Åñëè ôóíêöèÿ f äèô-
ôåðåíöèðóåìà íà íåêîòî-
ðîì îòêðûòîì èíòåðâà-
ëå, òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ íà
ýòîì èíòåðâàëå îáîçíà-
÷àåòñÿ f ′.

Ñàìî ñîáîé ðàçóìå-
åòñÿ, ÷òî ýòà ïðîèçâîä-
íàÿ òàêæå ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ôóíêöèþ, êî-
òîðóþ ìîæíî èçîáðàçèòü
íà ãðàôèêå (ðèñ. 3.2).

Õîòÿ â êóðñàõ àíàëèçà ïðè ââåäåíèè ïðîèçâîäíîé ó÷àò, ÷òî f ′ = df
dx íå

äðîáü, à åäèíûé ñèìâîë d
dx , îáîçíà÷àþùèé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

êîòîðûé äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ f , ìû îáðàùàåìñÿ ñ ýòèì ñèìâîëîì êàê ñ
äðîáüþ, ñîñòîÿùåé èç äâóõ îïåðàòîðîâ d � äèôôåðåíöèàëîâ.

Ëåéáíèö íå ñòàë áû ââîäèòü ýòî ñëîæíîå îáîçíà÷åíèå, åñëè áû íå èìåë
â âèäó ñàìîé íàñòîÿùåé äðîáè. Äåëî â òîì, ÷òî df è dx � âîâñå íå òàèí-
ñòâåííûå ¾áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû¿, à âïîëíå êîíå÷íûå ÷èñëà, òî÷íåå
� ôóíêöèè âåêòîðà (dx, df) � êàñàòåëüíîãî ê êðèâîé z = f(x) â êàæäîé
òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ýòîò âåêòîð çàäà¼ò íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé
df = f ′dx â êàæäîé äèôôåðåíöèðóåìîé òî÷êå êðèâîé f(x).

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî âñå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ, êîòîðûå ïîñëå äåëåíèÿ íà
∆x âñ¼ åù¼ ñîäåðæàò â ÷èñëèòåëå ìíîæèòåëü ∆x, èìåþò áîëüøèé ïîðÿäîê
ìàëîñòè è â ïðåäåëå ðàâíû íóëþ:
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1. dc
dx

(3.3)
= lim

∆x→0

c−c
∆x = 0 � ïðîèçâîäíàÿ ÷èñëà c ðàâíà íóëþ,

2. dxn

dx = lim
∆x→0

(x+∆x)n−xn
∆x =

(1.24)
= lim

∆x→0
(nxn−1 + n(n−1)

2 xn−2∆x+ . . .) = nxn−1,

3. dex

dx

(1.30)
= d

dx (1 +
x
1! +

x2

2! + . . .+ xn

n! + . . .) =

= 1 + x
1! +

x2

2! + . . .+ xn

n! + . . . = ex,

4. d ln x
dx

(3.3)
= lim

∆x→0

ln(x+∆x)−ln x
∆x = lim

∆x→0

ln(1+∆x
x )

∆x =

(1.34)
= lim

∆x→0

(
1
x − ∆x

2x2 + . . .
)
= 1

x ,

5. d sin x
dx

(3.3)
= lim

∆x→0

sin(x+∆x)−sin x
∆x

(1.74)
= lim

∆x→0

sin∆x·cos x+(cos∆x−1) sin x
∆x =

(1.32)
(1.31)
= cosx · lim

∆x→0

(
1− ∆x2

3! + . . .
)
+ lim

∆x→0

(
− sin x·∆x

2! + . . .
)
= cosx,

6. d cos x
dx

(3.3)
= lim

∆x→0

cos(x+∆x)−cos x
∆x =

(1.73)
= lim

∆x→0

(cos∆x−1)·cos x−sin∆x·sin x
∆x = − sinx.

Ñóùåñòâóþò ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëèöû
äëÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ýëå-
ìåíòàðíîé ôóíêöèè âñåãäà äàåò ýëåìåíòàðíóþ ôóíêöèþ.

Òîåðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè. Åñëè ôóíêöèÿ g : R →
R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ R, à ôóíêöèÿ f : R → R äèôôåðåíöèðóå-
ìà â òî÷êå g(x0) ∈ R, òî êîìïîçèöèÿ f ◦ g : R → R äèôôåðåíöèðóåìà â x0 è
òîãäà:

df

dx
=
df

dg
· dg
dx

= f ′g(g(x0)) · g′x(x0). (3.5)

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ëåãêî ïîëó÷àþò èç îïðåäåëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé è òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè:

(f + g)′ = f ′ + g′, (3.6)

(cf)′ = cf ′ (c ∈ R), (3.7)

(f · g)′ = f ′g + g′f, (3.8)(
f

g

)′

=
f ′g − g′f

g2
. (3.9)

Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Åñëè ôóíêöèÿ f : R → R èëè y = f(x)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòêðûòîì èíòåðâàëå U ⊂ R, ñîäåðæàùåì
òî÷êó a, è f ′(a) ̸= 0 äëÿ âñåõ a ∈ U , òîãäà ýòà ôóíêöèÿ âçàèìíî îäíîçíà÷-
íà è èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = f−1(y), òàêæå äèôôåðåíöèðóåìóþ íà
îòêðûòîì èíòåðâàëå V ⊂ R, ñîäåðæàùåì òî÷êó b = f(a).
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Ïðè ýòîì: (
f−1(b)

)′
y
=
dx

dy
=

1
dy
dx

=
1

f ′(f−1(b))
. (3.10)

Â ñëó÷àå ôóíêöèè f : Rn → R èëè y = f(x1, . . . , xn) âåëè÷èíû a1, . . . , an
â (3.1) âû÷èñëÿþò àíàëîãè÷íî ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êðîìå àðãóìåíòà xi âñå àðãóìåíòû xj ̸= xi ñîõðàíÿþò
ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, è ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïðåâðàùàåòñÿ â
ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî xi. Ýòè âåëè÷èíû îáîçíà÷àþòñÿ êàê ai = f ′xi
è íàçûâàþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

f ′xi =

(
∂f

∂xi

)
xj ̸=xi

=
∂f

∂xi
(i = 1, . . . , n). (3.11)

Óäîáñòâî îáîçíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ∂
∂x ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè

îñè x, ∂
∂x âåä¼ò ñåáÿ êàê 1

x .
Ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèè èëè îòíîñèòåëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Ei(f) =
xi

f

∂f

∂xi
(3.12)

åñòü ïðåäåë îòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïðèðàùåíèÿ ∆f
f ôóíêöèè f ê îòíî-

ñèòåëüíîìó ïðèðàùåíèþ ∆xi

xi íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé xi.
Äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèé f ◦ g : Rn → R ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîé ïðîèç-

âîäíîé èìååò ìåñòî öåïíîå ïðàâèëî

f ′xi
(3.5)
= f ′g · g′xi =

∂f

∂g

∂g

∂xi
(i = 1, . . . , n). (3.13)

Íàáîð êîìïîíåíò f ′xi = ∂f
∂xi (i = 1, . . . , n) âî âñåõ äèôôåðåíöèðóå-

ìûõ òî÷êàõ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èìååò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå � ãðàäèåíò

ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ grad f (îò ëàò. gradiens � øàãàþùèé):

grad f =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
. (3.14)

Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè, êàê n-÷ëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð è ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, ò.å. íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìå-
íåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò, õîòÿ åãî êîìïîíåíòû ïðè ýòîì èçìåíÿþòñÿ è
ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ íå ñêàëÿðíûìè, à êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðàäèåíò åñòü äåéñòâóþùèé íà ñêàëÿðíîå ïîëå äèô-
ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, êîòîðûé ïðîèçâîäèò âåêòîðíîå ïîëå.

Ïðèìåð. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) â
òî÷êå τ = (x0, y0) îçíà÷àåò àïïðîêñèìàöèþ ïîâåðõíîñòè {x, y, f} â áåñêî-
íå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ

df = f ′x dx+ f ′y dy, (3.15)
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êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïðîñòðàíñòâå {x, y, z} êàê ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà grad f =
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y

)
è âåêòîðà ξ = (dx, dy):

df = grad f · ξ. (3.16)

Åñëè æå ïðèíÿòü òî÷êó τ çà íà÷àëî êîîðäèíàò, òî êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ñîáñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè
dx, dy (ðèñ. 3.3).

x

y

z

x0

y0

f=const

ξ

grad f

f(x,y)

f(x0,y0)

�
�

�
�

�	

-

6

r ��
�
��

HHHHj
dydx

f(x,y0)
f(x0,y)

A
A
AK

���

6

-

( ∂f∂x )y

x0 x

6

-

( ∂f∂y )x

y0 y

Ðèñ. 3.3: Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè z = f(x, y).

Èçìåíåíèå ôóíêöèè f ïðè äâèæåíèè ïî ïîâåðõíîñòè å¼ ãðàôèêà çàâè-
ñèò îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ξ: df(ξ). Åñëè âûáðàíî íàïðàâëåíèå, ñîâïà-
äàþùåå ñ íàïðàâëåíèåì grad f , òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ
äàñò ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó df(ξ). Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò óêàçûâàåò â
ñòîðîíó íàèáûñòðåéøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f . Åñëè âûáðàíî íàïðàâ-
ëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå íàïðàâëåíèþ grad f , òî ïîëó÷àåì df(ξ) = 0 èëè
f(x, y) = const, ò.å. êðèâóþ íà ãðàôèêå ñ îäíèì è òåì æå ïîñòîÿííûì
çíà÷åíèåì ôóíêöèè (ëèíèþ óðîâíÿ), îáðàçîâàííóþ ñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè
ôóíêöèè ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ z = f(x0, y0).

Åñëè ãðàôèê {x, y, f} îáðàçóåò âûïóêëóþ ââåðõ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü
(õîëì), òî ãðàäèåíò óêàçûâàåò íà âåðøèíó õîëìà è ïåðïåíäèêóëÿðåí îäíî-
ìåðíûì ëèíèÿì óðîâíÿ, â äàííîì ñëó÷àå ñîåäèíÿþùèì òî÷êè îäèíàêîâîé
âûñîòû íà ïîâåðõíîñòè õîëìà.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî grad f â êàæäîé äèôôåðåíöèðóåìîé òî÷êå ãðàôèêà
ôóíêöèè óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè è ïåð-
ïåíäèêóëÿðåí â êàæäîé òî÷êå êðèâîé f = const, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê
êðèâûì (ëèíèÿì) óðîâíÿ ôóíêöèè.

Ëèíèþ óðîâíÿ íàçûâàþò òàêæå èçîëèíèÿ � ëèíèÿ íà ãðàôèêå ôóíêöèè,
â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé çíà÷åíèå ëèáî ñàìîé ôóíêöèè, ëèáî îäíîé èç å¼
êîîðäèíàò ñîõðàíÿåò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå.
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Íàïðèìåð, ñå÷åíèÿ ãðàôèêà {x, y, f} ïëîñêîñòÿìè x = x0 è y = y0 ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé èçîëèíèè f(x0, y) è f(x, y0). Ïðè óñëîâèè äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòè ôóíêöèè f(x, y) â êàæäîé òî÷êå ýòè ëèíèè èìåþò ïðîèçâîäíûå
(
∂f
∂x

)
y

è
(
∂f
∂y

)
x
, ãðàôèêè êîòîðûõ òàêæå èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.3.

Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ f(x, y, z) = const â ñëó÷àå ôóíêöèè òð¼õ ïåðåìåí-
íûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ãðàôèêà ôóíêöèè {x, y, z, f} ñ íîðìàëüþ grad f , à êàñàòåëüíàÿ ïëîñ-
êîñòü ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ãðàôèêà ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òð¼õ-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè dx, dy, dz (ðèñ. 3.4).

Ãðàäèåíò ôóíêöèè òð¼õ ïåðåìåííûõ grad f =
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y ,

∂f
∂z

)
â êàæäîé

òî÷êå (x0, y0, z0) ïåðïåíäèêóëÿðåí (ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ) ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
f(x, y, z) = const, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò äàííàÿ òî÷êà.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñôåðó ðàäèóñà r = const. Òîãäà

grad r =
r

r
(3.17)

åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåííûé ïî ðàäèóñ-âåêòîðó r èëè íîðìàëü ê
ïîâåðõíîñòè ñôåðû â êàæäîé å¼ òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî (3.17) äëÿ r =
√
x2 + y2 + z2

gradx r =
∂r

∂x
=
∂
√
x2 + y2 + z2

∂x

(3.13)
=

x

r
. (3.18)

dx

dy

dz

(x0,y0,z0)

ξ

f(x,y,z)=const

grad f

�������

-

6

A
A
AK

�
��s

Ðèñ. 3.4: Êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè z = f(x1, . . . , xn)
êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü îáðàçîâàíà ìíîæå-
ñòâîì êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ

ξ = (dx1, . . . , dxn),

íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì êàñàòåëüíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì â òî÷êå τ ñ êîîðäèíàòàìè
dx1, . . . , dxn è îáîçíà÷àåòñÿ TRnτ , à òî÷êà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ τ ïðèíèìàåòñÿ çà íà÷à-
ëî êîîðäèíàò ýòîãî íîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â ýòîì ñëó÷àå (n − 1)-ìåðíîå ìíîæå-

ñòâî óðîâíÿ � ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xn) = const èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, íàçûâàåòñÿ òàêæå ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçü íà n-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè.

Ãðàäèåíò íàçûâàåòñÿ òàêæå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå τ . Äðóãèìè
ñëîâàìè, ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ z = f(x1, . . . , xn) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
τ ∈ Rn, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå f ′(τ) : Rn → R, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå:

lim
ξ→0

f(τ + ξ)− f(τ)− f ′(τ) · ξ
∥ξ∥

= 0. (3.19)

110



ãäå ξ = (dx1, . . . , dxn) � êàñàòåëüíûé âåêòîð.
Çàìåòèì, ÷òî ξ åñòü îòðåçîê èç n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà TRnτ , à f(τ+ξ)−

f(τ)− f ′(τ) · ξ � ÷èñëî, òàê ÷òî îáîçíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ ∥ξ∥ â îïðåäåëåíèè
(3.19) ñóùåñòâåííî.

Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü äèôôåðåíöèàë (3.2) â ñëåäóþùåì âèäå

df(ξ) = f ′(τ) · ξ = ∂f

∂x1
dx1 + . . .+

∂f

∂xn
dxn

(2.17)
=

∂f

∂xi
dxi, (3.20)

ãäå îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d èìååò âèä

d = dx1
∂

∂x1
+ . . .+ dxn

∂

∂xn
. (3.21)

Ïðîèçâîäíóþ f ′ íàçâàþò òàêæå âåêòîðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîä-
íîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî ðàâíîñèëüíà óñëî-
âèþ ñóùåñòâîâàíèþ ïðîèçâîäíîé. ×òîáû ôóíêöèÿ z = f(x1, . . . , xn) áû-
ëà äèôôåðåíöèðóåìîé (ãëàäêîé) ôóíêöèåé, ê óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äîñòàòî÷íî äîáàâèòü óñëîâèå èõ íåïðåðûâíîñòè.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TRnτ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå τ ñîñòîèò
èç ìíîæåñòâà êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ξ, ò.å. èç ìíîæåñòâà âñåõ ïàð (τ, ξ), ãäå
òî÷êà τ çàäàíà, à âåêòîð ξ ïðîáåãàåò Rn. Ïàðó âåêòîðîâ (τ, ξ) èëè âåêòîð ξ,
òîð÷àùèé èç òî÷êè τ , ìîæíî çàïèñàòü êàê ξτ .

Îòîáðàæåíèå φ : TRn → Rn, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó âåêòîðó ξ òî÷êó
τ â êîòîðîé âåêòîð êàñàåòñÿ Rn, íàçûâàþò åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé. Ïðîîá-
ðàç òî÷êè τ ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè φ−1(τ), åñòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî TRnτ .

Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå Rn, òî îáú-
åäèíåíèå âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

∪
τ∈Rn

TRnτ âî âñåõ ðàçíûõ òî÷êàõ τ

ïðîñòðàíñòâà Rn äà¼ò êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ïðîñòðàíñòâà Rn è îáîçíà÷à-
åòñÿ TRn, à TRnτ åñòü ñëîé ðàññëîåíèÿ íàä òî÷êîé τ .

Íàïðèìåð, äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé îáúåäèíåíèå êàñàòåëüíûõ â
êàæäîé òî÷êå êðèâîé â íåêóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
¾êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå¿, à êàæäàÿ êàñàòåëüíàÿ ÿâëÿåòñÿ ¾ñëîåì ðàññëî-
åíèÿ¿ íàä ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êîé.

Ðàçìåðíîñòü êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TRn âäâîå áîëüøå ðàçìåðíîñòè
Rn, à åãî òî÷êà ýòî ïàðà (τ, ξ) èëè 2n-÷ëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(τ, ξ) = (x1, . . . , xn, dx1, . . . , dxn).

3.2 Ðàçëè÷íûå âèäû ïðîèçâîäíûõ

Ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð�ôóíêöèè. Âåêòîð�ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ φ : Rn →
Rm èëè y = φ(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èç m ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé
y1 = f1(x), . . . , y

m = fm(x).
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Âåêòîð�ôóíêöèÿ φ : Rn → Rm äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå τ ∈ Rn, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð φ′(τ) : Rn → Rm, ÷òî:

lim
ξ→0

∥φ(τ + ξ)− φ(τ)− φ′(τ) · ξ∥
∥ξ∥

= 0. (3.22)

Âåëè÷èíà φ′(τ)·ξ åñòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû φ′(τ) íà âåêòîð ξ. Çàìåòèì,
÷òî ξ åñòü îòðåçîê èç n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà TRnτ , à φ(τ+ξ)−φ(τ)−φ′(τ) ·
ξ � îòðåçîê èç Rm, òàê ÷òî îáîçíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè ∥ ∥
ñóùåñòâåííû è â ýòîì îïðåäåëåíèè.

Ìàòðèöà φ′(τ) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà φ′(τ) : Rn → Rm íàçûâàåòñÿ ïðî-
èçâîäíîé ôóíêöèè φ : Rn → Rm â òî÷êå τ ∈ Rn è åñòü (m × n)-ìàòðèöà,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ åù¼ ìàòðèöåé ßêîáè, è òàêæå ìîæåò áûòü íàçâàíà
òåíçîðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé âåêòîð�ôóíêöèè:

φ′(τ) =
∂φ

∂x
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂y1

∂x1
· · · ∂y1

∂xn

· · · · · · · · ·
∂ym

∂x1
· · · ∂ym

∂xn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥
grad f1(τ)

· · ·
grad fm(τ)

∥∥∥∥∥∥∥ . (3.23)

Åñëè ôóíêöèÿ φ : Rn → Rm äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå τ , òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ′(τ) : Rn → Rm. Íåïðåðûâíûìè è
äèôôåðåíöèðóåìûìè ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ âñå ôóíêöèè f1, . . . , fm.

Ôóíêöèÿ φ : Rn → Rm äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå U ⊂ Rn (âîîáùå
äèôôåðåíöèðóåìà), åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå τ ∈ U (íà
íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåì U).

Òåîðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè. Åñëè φ : Rn → Rm
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå τ ∈ Rn, à ôóíêöèÿ ψ : Rm → Rp äèôôåðåíöèðó-
åìà â òî÷êå φ(τ) ∈ Rm, òî êîìïîçèöèÿ ψ ◦ φ : Rn → Rp äèôôåðåíöèðóåìà â
τ è òîãäà:

(ψ ◦ φ)′ = ∂ψ

∂φ
· ∂φ
∂x

= ψ′
φ(φ(τ)) · φ′

x(τ). (3.24)

Ïóñòü φ : Rn → Rn � ôóíêöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé (n× n)-ìàòðèöû ßêîáè íàçûâàþò ÿêîáèàíîì

è îáîçíà÷àþò:

detφ′
x(τ) = J =

∂(f1, . . . , fn)

∂(x1, . . . , xn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂y1

∂x1
· · · ∂y1

∂xn

· · · · · · · · ·
∂yn

∂x1
· · · ∂yn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
grad f1

· · ·
grad fn

∣∣∣∣∣∣∣ . (3.25)

Åñëè ãðàäèåíòû êîìïîíåíòîâ âåêòîð�ôóíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî
ÿêîáèàí îòëè÷åí îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ
âåêòîð-ôóíêöèè, îáðàòíîé ê èñõîäíîé âåêòîð�ôóíêöèè.
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Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ : Rn → Rn èëè
y = φ(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå
U , ñîäåðæàùåì òî÷êó τ , è detφ′

x(τ) ̸= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî V ñîäåðæàùåå òî÷êó υ = φ(τ), òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : U → V èìååò
íåïðåðûâíîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå φ−1 : V → U èëè x = φ−1(y), äèôôå-
ðåíöèðóåìîå äëÿ âñåõ òî÷åê υ ∈ V è óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ:

(
φ−1(υ)

)′
y
=
[
φ′
x(φ

−1(υ))
]′
=
∂φ−1

∂y
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂x1

∂y1
· · · ∂x1

∂yn

· · · · · · · · ·
∂xn

∂y1
· · · ∂xn

∂yn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (3.26)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ßêîáè îáðàòíîé ôóíêöèè ðàâíà ìàòðèöå, îá-
ðàòíîé ê ìàòðèöå ßêîáè èñõîäíîé ôóíêöèè.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç: Åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ èìååò âçàèìíî îäíîçíà÷íóþ äèôôåðåíöè-
ðóåìóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ, òî ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ,
à ìàòðèöà ßêîáè îáðàòíîé ôóíêöèè ðàâíà ìàòðèöå, îáðàòíîé ê ìàòðèöå
ßêîáè èñõîäíîé ôóíêöèè. Ýòîò âûâîä ïîêàçûâàåò ñâÿçü ïîíÿòèé àëãåáðû è
äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, à òàêæå èìååò íàãëÿäíîå ãåîìåòðè÷åñêîå
èñòîëêîâàíèå: ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð�ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòî-
ðîì, âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïðåîáðàçóþùèì ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â íåíóëåâîé.

Ïóñòü U è V � îòêðûòûå ìíîæåñòâà â Rn, òîãäà äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ φ : U → V , èìåþùàÿ äèôôåðåíöèðóåìóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ, íà-
çûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì � ãîìåîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ äèôôåðåíöèðó-
åìûì îòîáðàæåíèåì, èëè çàìåíîé ïåðåìåííûõ (íåêîé ôóíêöèè) èç U íà
ïåðåìåííûå èç V , ãëàäêîé âìåñòå ñ îáðàòíîé çàìåíîé.

Ïðèìåð. Ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè ðàçíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð äåêàðòî-
âîé è êðèâîëèíåéíîé, â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàòðè-
öåé ßêîáè:

dx =
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv +

∂x

∂w
dw è ò. ä. (3.27)

Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , em ïðîñòðàíñòâà Rm. Ðàçóìååòñÿ, ýòè áàçèñíûå
âåêòîðû îòëè÷àþòñÿ îò âåêòîðîâ e1, . . . , en êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn,
òàê êàê ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïðîñòðàíñòâàì. Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â âèäå âåêòîðà y = e1y

1+ . . .+emy
m, êàê òî÷êà ïðîñòðàíñòâà

Rm, àíàëîãè÷íî çàïèñè äëÿ òî÷êè x = e1x
1 + . . .+ enx

n ïðîñòðàíñòâà Rn.
Äëÿ ëþáîé òî÷êè φ(τ) ∈ Rm, ãäå τ ∈ Rn � òî÷êà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ôóíêöèè, ìû ìîæåì çàäàòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TRmφ(τ) ñ êîîðäèíà-
òàìè dy1, . . . , dym è áàçèñîì e

φ(τ)
1 , . . . , e

φ(τ)
m , ñîñòîÿùåå èç ìíîæåñòâà êàñà-

òåëüíûõ âåêòîðîâ η = φ′
x(τ) · ξ = e

φ(τ)
1 dy1 + . . .+ e

φ(τ)
m dym.
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Ìû ìîæåì ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâ
Rn è Rm êàê äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ:

dx = ξ, dy(ξ) = η = φ′
x dx = φ′

x(τ) · ξ. (3.28)

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ôóíêöèþ êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f : C → C íàçûâàþò äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå
z0 ∈ C, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë:

f ′(z0) =
df

dz
= lim

∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
, (3.29)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.
Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå z îòêðûòîãî ìíîæåñòâà A ⊂ C

è f ′ íåïðåðûâíà íà A, òî ôóíêöèþ f òàêæå íàçûâàþò àíàëèòè÷åñêîé íà
A. Ýòî îïðåäåëåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ íà
ñòð. 40 ïî ôîðìå, íî àíàëîãè÷íî åìó ïî ñóòè.

Ïîñêîëüêó äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíû òå æå îïåðàöèè, ÷òî è
äëÿ âåùåñòâåííûõ, òî îñòàþòñÿ â ñèëå âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé
è ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, âûâåäåííûå äëÿ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî
ïåðåìåííîãî. Íàïðèìåð:

d(f1 + f2)

dz
=
df1
dz

+
df2
dz
,

d(f1f2)

dz
=
df1
dz
f2 + f1

df2
dz
. (3.30)

Çàïèøåì ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî â âèäå f(z) = u + iv, ãäå
u(x, y) è v(x, y) � ôóíêöèè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Òàê êàê ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(z) íàä åå êîìïëåêñíûì àð-
ãóìåíòîì z àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ ìîãóò ïðîèçâîäèòüñÿ áåç ðàñ÷ëåíåíèÿ
z íà âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè (àíàëèòè÷íîñòè) êîìïëåêñíîé ôóíêöèè f = u + iv, íåäîñòàòî÷íî
îäíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ u(x, y) è
v(x, y) ïî âåùåñòâåííûì àðãóìåíòàì x è y.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðîèçâîäíàÿ df
dz ñóùåñòâóåò, òî ïðè ðàçëè÷íûõ ñïî-

ñîáàõ èçìåíåíèÿ z ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ f òàêîâû, ÷òî ïðåäåë (3.29)
íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèì îáðàçîì ∆z ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Íàïðèìåð, ïóñòü ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèè f èçìåíÿåòñÿ òîëüêî
x, òîãäà dz = dx è

df

dz
=

∂f
∂x dx

dx
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
. (3.31)

Åñëè æå èçìåíÿåòñÿ òîëüêî y, òî dz = idy, ïîýòîìó

df

dz
=

∂f
∂y dy

idy
= −i∂u

∂y
+
∂v

∂y
. (3.32)

Ïðèðàâíèâàÿ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷åííûõ ðàçëè÷íû-
ìè ñïîñîáàìè, íàõîäèì:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
;

∂v

∂x
= −∂u

∂y
. (3.33)
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Ôîðìóëû (3.33) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà.
Ñ ó÷¼òîì óñëîâèé (3.33) ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(z) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â ñëåäóþùèõ ðàâíîñèëüíûõ ôîðìàõ:

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
=
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
. (3.34)

Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî � ýòî
ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè, òåñíî ñâÿçàííîå ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè. Òàêîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí Î. Êîøè è ðàçâèò Á. Ðèìàíîì â
19 â. Ðàññìîòðåííûé íà ñòð. 40 àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà âîç-
ìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ñòåïåííûì ðÿäîì, ñèñòåìàòè÷åñêè ðàç-
âèâàëñÿ Ê. Âåéåðøòðàññîì.

Ðåøàþùåå çíà÷åíèå â ïîñòðîåíèè òåîðèè êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé ñûãðàë
¾âûõîä â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü¿ � ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî
ê êîìïëåêñíîìó ïåðåìåííîìó.

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî èìååò ãðîìàäíîå
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Òàêèå äèñöèïëèíû, êàê ýëåêòðîäèíàìèêà è ãèäðî-
äèíàìèêà, âîîáùå íå ìûñëèìû áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Äåëî â
òîì, ÷òî ïåðåõîä ê êîìïëåêñíûì ÷èñëàì îáû÷íî íå óñëîæíÿåò, à óïðîùà-
åò çàäà÷ó. Íàïðèìåð, â ïåðâîé ãëàâå ìû óïîìèíàëè, ÷òî âñÿêîå óðàâíåíèå
ñòåïåíè n èìååò ðîâíî n êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Â òî âðåìÿ êàê íàõîæäå-
íèå âåùåñòâåííûõ êîðíåé � íåëåãêàÿ çàäà÷à. Â êîíöå 19 â. è íà÷àëå 20 â.,
íàïðèìåð, òðàêòàòû ïî ãèäðîäèíàìèêå â îñíîâíîì ñîñòîÿëè èç äëèííûõ
âûêëàäîê ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòàðíûõ è ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Ïî îá-
ðàçíîìó âûðàæåíèþ îäíîãî èç èçâåñòíûõ àìåðèêàíñêèõ ãèäðîäèíàìèêîâ
Ñ. Ãîëäñòåéíà, çà ýòèìè âûêëàäêàìè íèêàê íåëüçÿ áûëî óâèäåòü ñàìó âî-
äó, íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü, ÷òî îíà ìîêðàÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíûõ
ïåðåìåííûõ ðåøåíèå ÷àñòî óäà¼òñÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü.

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïðîèçâîäíàÿ f ′ äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî y = f(x) â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò èìåòü
ïðîèçâîäíóþ, êîòîðóþ íàçûâàþò âòîðîé ïðîèçâîäíîé (ïðîèçâîäíîé âòîðî-

ãî ïîðÿäêà) ôóíêöèè f è îáîçíà÷àþò f ′′ èëè d2f
dx2 .

Òîãäà f ′ èëè df
dx íàçûâàþò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè y =
f(x1, . . . , xn) âû÷èñëÿþòñÿ êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

f ′′xixj =
∂ 2f

∂xi∂xj
, f ′′xixj =

∂ 2f

∂(xi)2
(3.35)

Ïðîèçâîäíàÿ f ′′xixj íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé, à f ′′xixj íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé

÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñêà-
ëÿðíîé ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ å¼ âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

∂ 2f

∂x2
= f ′′(τ) =

∥∥∥∥∥∥∥
f ′′x1x1 · · · f ′′x1xn

· · · · · · · · ·
f ′′xnx1 · · · f ′′xnxn

∥∥∥∥∥∥∥ . (3.36)

Îïðåäåëèòåëü f ′′(τ) íàçûâàåòñÿ ãåññèàí èëè îïðåäåëèòåëü Ãåññå:

det f ′′ =

∣∣∣∣∣∣∣
f ′′x1x1 · · · f ′′x1xn

· · · · · · · · ·
f ′′xnx1 · · · f ′′xnxn

∣∣∣∣∣∣∣ (3.37)

Îïðåäåëèòåëü Ãåññå åñòü èíâàðèàíò, ò.å. îí íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå τ ∈ Rn, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð
f ′′ : Rn → Rn, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

lim
ξ→0

f(τ + ξ)− f(τ)− f ′(τ) · ξ − ξ∗ · f ′′ · ξ
ξ · ξ

= 0, (3.38)

ãäå ξ∗ · f ′′ · ξ � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà,
ξ · ξ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ξ · ξ, ãäå ξ � êàñàòåëüíûé âåêòîð, íàçûâàåòñÿ

ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èëè ìåòðèêà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà:

ξ · ξ =
n∑

i,j=1

(eτi · eτj ) dxidxj =
n∑

i,j=1

gij(τ) dx
idxj = ds2 > 0, (3.39)

ãäå ds � ëèíåéíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà èëè îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå
áëèçêèå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà,
gij � äâàæäû êîâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èëè ïîëîæèòåëüíî
ïîëóîïðåäåë¼ííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ (gij = gji) ìàòðèöà Ãðàìà.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ξ∗ · f ′′ · ξ íàçûâàåòñÿ âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

èëè äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè:

d 2f = f ′′dx2 = ξ∗ · f ′′ · ξ =
n∑

i,j=1

f ′′xixjdx
idxj . (3.40)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà df (ñ. 105) çà-
êëþ÷àåòñÿ â çàäàíèè óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà
f(τ + ξ) − f(τ) − f ′(τ) · ξ â îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f : Rn → R
(3.19) åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó n-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ ãðàôèêà ôóíêöèè è
n-ìåðíîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ è èìååò áîëüøèé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷åì
ðàññòîÿíèå ∥ξ∥, ïîýòîìó ïðåäåë èõ îòíîøåíèÿ ðàâåí íóëþ, è îöåíêó ýòîãî
ðàññòîÿíèÿ ñ ïîìîùüþ df ïðîèçâåñòè íåëüçÿ.
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Âåëè÷èíà äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà d2f âû÷èñëÿåò ðàññòîÿíèå
ìåæäó n-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ ãðàôèêà ôóíêöèè è n-ìåðíîé êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòüþ ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî âåëè÷èíå ∥ξ∥. Ïðè-
÷åì çíàê ýòîé âåëè÷èíû ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êàêèì îáðàçîì â äàííîé
òî÷êå îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ðàñïîëàãàåòñÿ ïîâåðõíîñòü (âû-
øå èëè íèæå ïëîñêîñòè). Èìååòñÿ ââèäó ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òàê êàê â ñàìîé òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âñå
dxi = 0, è d 2f = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïîâåäåíèå åãî çíàêà â îêðåñòíîñòè òî÷êè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (çíàêî-
îïðåäåë¼ííûé, çíàêîïåðåìåííûé è ò.ä.) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãåîìåòðèþ
ýòîé òî÷êè (ñì. ñ. 147).

Ïåðâàÿ (3.39) è âòîðàÿ (3.40) êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðà-
ìè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ò.å.ìíîãî÷ëåíîâ îò äèôôåðåíöèàëîâ ïåðåìåí-
íûõ, êàæäûé ÷ëåí êîòîðûõ èìååò îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëîâ îäíó è òó
æå ñòåïåíü.

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x1, . . . , xn) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå τ ∈
Rn, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f ′′ : Rn → Rn. Ïðè
ýòîì âñå ôóíêöèè f ′xi ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè íà
îòêðûòîì ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåì òî÷êó τ .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ y = f(x1, . . . , xn) áûëà äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèåé, ê óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
f ′′xixj äîñòàòî÷íî äîáàâèòü óñëîâèå èõ íåïðåðûâíîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå f ′′xixj = f ′′xjxi , è f

′′ � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.
Çíà÷êè d â df è d2 â d2f íàçûâàþò îïåðàòîðàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

d =
n∑
i=1

dxi
∂

∂xi
, d2 =

n∑
i,j=1

dxidxj
∂ 2

∂xi∂xj
(3.41)

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x1, . . . , xn), îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
U â Rn, k ðàç äèôôåðåíöèðóåìà, è âñå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà k
âêëþ÷èòåëüíî íåïðåðûâíû íà U , òî ãîâîðÿò î ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìîé
êëàññà Ck èëè î ãëàäêîñòè ïîðÿäêà k. Òîãäà

dkf =

(
dx1

∂

∂x1
+ . . .+ dxn

∂

∂xn

)k
f. (3.42)

Ôóíêöèÿìè êëàññà C0 íàçûâàþòñÿ íåïðåðûâíûå, íî íåäèôôåðåíöèðóå-
ìûå ôóíêöèè.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñëó÷àÿõ ¾îáùåãî ïîëîæåíèÿ¿, ò.å. âî âñåõ ñëó-
÷àÿõ êðîìå íåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ, âñòðå÷àþùèåñÿ íàì ôóíêöèè ãëàä-
êèå, ò.å. íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íóæíîå ÷èñëî ðàç. Èçëîìû è ðàç-
ðûâû ôóíêöèé îòíîñÿòñÿ ê èñêëþ÷èòåëüíûì ñëó÷àÿì, êîòîðûå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî.

Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà ðåäêî èñïîëüçó-
þòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Çíà÷èòåëüíî áîëüøå ðàñïðîñòðàíåíèå èìåþò áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè êëàññà C∞, êîòîðûå ìîæíî ðàçëîæèòü
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â òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ τ â áåñêîíå÷íûé ðÿä:

f(τ + ξ) =
∞∑
k=0

(
dx1

∂

∂x1
+ . . .+ dxn

∂

∂xn

)k
f(τ) =

= f(τ) +

n∑
i=1

dxi
∂f

∂xi
+

n∑
i,j=1

dxi
∂ 2f

∂xi∂xj
+ . . . .

(3.43)

Ôóíêöèþ, êîòîðóþ ìîæíî ðàçëîæèòü â áåñêîíå÷íûé ðÿä, íàçûâàþò àíà-
ëèòè÷åñêîé, ïîýòîìó áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè òàêæå íàçû-
âàþò àíàëèòè÷åñêèìè.

Äëÿ ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî y = f(x), áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-
åìîé â òî÷êå x0, ïîëó÷àåì ðÿä Òåéëîðà:

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + . . . , (3.44)

êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí â ôîðìå Ïåàíî:

f(x) = Pn(x) + rn(x), (3.45)

ãäå Pn(x) =
∞∑
k=0

f(k)(x0)
k! (x− x0)

k � ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà,

rn(x) = o((x− x0)
n) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí

(
lim
x→x0

rn(x) = 0

)
.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ðàçëîæèì ôóíêöèè êðèâîé ν(s) =
(x1(s), . . . , xn(s)) (ñì. ñòð. 31) â ðÿä Òåéëîðà îòíîñèòåëüíî ìàëîãî, íî êî-
íå÷íîãî ñìåùåíèÿ ε:

xi(s+ ε) = xi(s) + ε
dxi

ds
+
ε2

2!

d2xi

ds2
+ . . .

(1.30)
= eε

dxi

ds , ν(s+ ε) = eε
dν
ds . (3.46)

Îïåðàòîð eε
dν
ds íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîé îò îïåðàòîðà ε dds èëè îïåðàòî-

ðîì ñäâèãà (êîíå÷íîãî ñìåùåíèÿ). Îïåðàòîð ε dds ïðåäñòàâëÿåò áåñêîíå÷íî
ìàëîå äâèæåíèå âäîëü êðèâîé, à åãî ýêñïîíåíòà äà¼ò êîíå÷íîå ñìåùåíèå ε.

Òåðìèí ¾äèôôåðåíöèàë¿ è îáîçíà÷åíèå df äëÿ ¾áåñêîíå÷íî ìàëîé ðàç-
íèöû¿ ââåäåíû Ã. Ëåéáíèöåì (1675). Òåðìèí ¾ïðîèçâîäíàÿ¿, ¾âòîðàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ¿ è äð., ââ¼ë Æ. Ëàãðàíæ (1797), îáîçíà÷åíèÿ f ′(x), f ′′(x) � îí æå
(1770, 1779), à df

dx � Ã. Ëåéáíèö (1675). ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîÿâèëèñü â
òðóäàõ È. Íüþòîíà, Ã. Ëåéáíèöà, ß. è È. Áåðíóëëè, îáîçíà÷åíèÿ ∂f

∂x ââ¼ë

À. Ëåæàíäð (1786), f ′x � Æ. Ëàãðàíæ (1797, 1801), ∂
2f

∂x2 ,
∂ 2f
∂x∂y � Ê. ßêîáè

(1837). Òåðìèí ¾ãðàäèåíò¿ ââåë Äæ. Ìàêñâåëë (1873); åìó æå ïðèíàäëåæèò
îáîçíà÷åíèå grad. Îïðåäåëèòåëü Ãåññå ââåä¼í Î. Ãåññå (1844). Â îòäåëüíûõ
ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì ïîëüçîâàëñÿ È. Áåðíóëëè (1691�92).
Ñèñòåìàòè÷åñêóþ ðàçðàáîòêó ìåòîäà ïðåäïðèíÿë Ë. Ýéëåð (1732�33). Ðÿä
Òåéëîðà áûë èçîáðåò¼í È. Íüþòîíîì è îïóáëèêîâàí åãî ó÷åíèêîì Á. Òåé-
ëîðîì (1712); ðÿä, ñâîäÿùèéñÿ ê ðÿäó Òåéëîðà ïðîñòûì ïðåîáðàçîâàíè-
åì, îïóáëèêîâàí È. Áåðíóëëè (1694). Ñâîéñòâà ÿêîáèàíà âïåðâûå èçó÷èë
Ê. ßêîáè (1833, 1841).
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3.3 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ìû íàçûâàëè ãðàäèåíò âåêòîðîì, íî åñëè âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåòü íà óðàâ-
íåíèå (3.20), òî âèäíî, ÷òî äèôôåðåíöèàë df ñêàëÿðíîé ôóíêöèè åñòü ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîâåêòîðà f ′(τ) = (a1, . . . , an) è êàñàòåëüíîãî âåêòîðà
ξ = (dx1, . . . , dxn), ò.å. äèôôåðåíöèàë åñòü 1-ôîðìà îò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà
ξ, à ãðàäèåíò åñòü êîâåêòîð.

Âåëè÷èíû ∂f
∂xi (i = 1, . . . , n) ãðàäèåíòà åñòü êîìïîíåíòû äèôôåðåíöèàëü-

íîé 1-ôîðìû df(ξ) îò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξ â òî÷êå τ .
Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TRnτ , åñòü ñîïðÿæ¼ííîå èñõîäíîìó ïðîñòðàí-

ñòâó Rn â òî÷êå τ . Êîîðäèíàòû dx1, . . . , dxn êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû, îáðàçóþò äóàëüíûé áàçèñ, ñîïðÿæ¼ííûé áàçèñó e1, . . . , en
èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà, è èìåþò íàçâàíèå áàçèñíûå äèôôåðåíöèàëüíûå 1-
ôîðìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 1-ôîðì.

Ïî àíàëîãèè ñ âûðàæåíèÿìè (2.23�2.26) äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ 1-ôîðì çà-
ïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì:

dxi(ej) = δij , dx
i(ξ) = dxi, df(ei) =

∂f

∂xi
, df(ξ) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi. (3.47)

Âûðàæåíèÿ äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì ïîõîæè ñ
ó÷¼òîì òîãî, ÷òî áàçèñ, êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû àëãåáðàè÷åñêèõ 1-ôîðì
çàäàíû íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå, à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè τ .

Äèôôåðåíöèàë ñêàëÿðíîé ôóíêöèè df ýòî íå åäèíñòâåííàÿ äèôôåðåí-
öèàëüíàÿ 1-ôîðìà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà íà áàçèñå dx1, . . . , dxn.

Âñÿêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà ω â ïðîñòðàíñòâå Rn (ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ îò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξ) ñ âûáðàííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò x1, . . . , xn

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

ω(ξ) = a1(x
1, . . . , xn) dx1 + . . .+ an(x

1, . . . , xn) dxn
(2.17)
= ai dx

i. (3.48)

ãäå ai(x1, . . . , xn) � ãëàäêèå ôóíêöèè.

Îáðàòíî ýòîìó, ëþáàÿ ãëàäêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ â Rn ñ êîìïîíåíòàìè a =
(a1, . . . , an) è êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ = (dx1, . . . , dxn) àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ
(2.27) äàþò äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó:

ω1
a(ξ) = (a, ξ). (3.49)

1-ôîðìà (3.48, 3.49) â îòëè÷èå îò âûðàæåíèÿ (3.2) íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåò-
ñÿ äèôôåðåíöèàëîì êàêîé-ëèáî ôóíêöèè è íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
âûðàæåíèåì Ïôàôôà (ïôàôôîâîé ôîðìîé).

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà â òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ τ åñòü ãëàä-
êîå îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TRnτ â ïðÿìóþ: ωτ : TRnτ → R.
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà íà ïðîñòðàíñòâå Rn åñòü ãëàäêîå îòîáðàæå-
íèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TRn â ïðÿìóþ: ω : TRn → R, ëèíåéíîå íà
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êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TRnτ . Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ 1-ôîðì îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Λ1(Rn).

Â òî âðåìÿ êàê âåêòîðû (êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ è âåêòîðíîå ïîëå a), êî-
âåêòîðû (grad), ñêàëÿðíûå ôóíêöèè (ìåòðèêà (3.39) ds2 = ξ · ξ è 1-ôîðìà
(3.49) ω1

a) åñòü èíâàðèàíòû, èõ êîìïîíåíòû � áàçèñíûå ôîðìû dxi è êîì-
ïîíåíòû ôîðì ai íå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè è èìåþò â êàæäîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ñâîé ñïåöèàëüíûé âèä.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî äåêàðòîâûõ
(x, y, z) è êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò (u, v, w).

1. Èíâàðèàíòû íå çàâèñÿò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò:
ξ = dr � â êëàññè÷åñêîé çàïèñè âåêòîðíîãî àíàëèçà êàñàòåëüíûé âåê-
òîð ξ òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà (äåêàðòîâà èëè êðèâîëèíåéíîãî) êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò ýëåìåíòîì äëèíû;
ds2 = dr · dr;
df = grad f · dr;
a = exax + eyay + ezaz = euau + evav + ewaw;
ω1
a = a · dr.

2. Äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:
dx(ex) = dy(ey) = dz(ez) = 1, dx(ey) = dy(ez) = 0 è ò. ä.;
dr = ex dx+ ey dy + ez dz;
ds2 = dx2 + dy2 + dz2;
df = ∂f

∂x dx+ ∂f
∂y dy +

∂f
∂z dz;

ω1
a = ax dx+ ay dy + az dz.

3. Äëÿ êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàì ïîíàäîáÿòñÿ êîýôôèöè-
åíòû Ëàìå Lu, Lv, Lw, ââåäåííûå Ã. Ëàìå (1859):

L2
u =

(
∂x
∂u

)2
+
(
∂y
∂u

)2
+
(
∂z
∂u

)2
è ò. ä.

Òîãäà:
du(eu) =

1
Lu
, dv(ev) = 1

Lv
, dw(ew) = 1

Lw
;

dr = euLudu+ evLvdv + ewLwdw;
ds2 = L2

udu
2 + L2

vdv
2 + L2

wdw
2;

df = ∂f
∂u du+ ∂f

∂v dv +
∂f
∂w dw;

ω1
a = auLu du+ avLv dv + awLw dw;

grad f = 1
Lu

∂f
∂ueu +

1
Lv

∂f
∂v ev +

1
Lw

∂f
∂wew.

4. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò:
dr(er) = dz(ez) = 1, dφ(eφ) = 1

r ;
Lr = Lz = 1, Lφ = r;
ds2 = dr2 + r2dφ2 + dz2;
ω1
a = ardr + raφdφ+ azdz;

grad f = ∂f
∂r er +

1
r
∂f
∂φeφ + ∂f

∂z ez.

5. Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò:
dρ(eρ) = 1, dφ(eφ) = 1

ρ sin θ , dθ(eθ) =
1
ρ ;

Lρ = 1, Lφ = ρ sin θ, Lθ = ρ;
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ds2 = dρ2 + ρ2 sin2 θdφ2 + ρ2dθ2;
ω1
a = aρdρ+ ρ cos θaφdφ+ ρaθdθ;

grad f = ∂f
∂ρ eρ +

1
ρ sin θ

∂f
∂φeφ + 1

ρ
∂f
∂θ eθ.

6. Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàò:
du(eu) = dv(ev) =

1
2
√
u2+v2

, dz(ez) = 1;

Lu = Lv = 2
√
u2 + v2, Lz = 1;

grad f = 1
2
√
u2+v2

(
∂f
∂ueu +

∂f
∂v ev

)
+ ∂f

∂z ez.

Àíàëîãè÷íî àëãåáðàè÷åñêèì ôîðìàì, â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàñòâå ìîæ-
íî çàäàòü ôóíêöèè íå òîëüêî íà êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ, íî è íà áåñêîíå÷íî
ìàëûõ ïàðàëëåëîãðàììàõ, à òàêæå íà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ìíîãîìåðíûõ ïà-
ðàëëåëåïèïåäàõ.

Áåñêîíå÷íî ìàëûå ïàðàëëåëîãðàììû è ïàðàëëåëåïèïåäû îáðàçóþòñÿ
ïðè âíåøíåì ïðîèçâåäåíèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåêòîðîâ êàñàòåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Ïðèìåð. Áåñêîíå÷íî ìàëûé ïàðàëëåëîãðàìì, ïîñòðîåííûé íà äâóõ êà-
ñàòåëüíûõ âåêòîðàõ ξ, η òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, çàïèñûâàþò
êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå è íàçûâàþò ýëåìåíòîì ïëîùàäè:

dσ = ξ × η
(2.106)
= ex dy ∧ dz + ey dz ∧ dx+ ez dx ∧ dy

= euLvLwdv ∧ dw + evLuLwdw ∧ du+ ewLuLvdu ∧ dv,
(3.50)

à áåñêîíå÷íî ìàëûé ïàðàëëåëåïèïåä, ïîñòðîåííûé íà òð¼õ êàñàòåëüíûõ âåê-
òîðàõ ξ, η, ζ, çàïèñûâàþò êàê êîñîñêàëÿðíîå èëè ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå è
íàçûâàþò ýëåìåíòîì îáú¼ìà:

dV = [ξ, η, ζ]
(2.109)
= dx ∧ dy ∧ dz = LuLvLwdu ∧ dv ∧ dw. (3.51)

Ýëåìåíòû ïëîùàäè dσ è îáú¼ìà dV òàêæå åñòü èíâàðèàíòû, ò.å. èõ âåëè-
÷èíà íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò, îäíàêî âèä èõ çàïèñè (êîìïîíåíòû)
çàâèñèò îò âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò:

dσ = eρρ
2 sin θ dφ ∧ dθ + eφρ dθ ∧ dρ+ eθρ sin θ dρ ∧ dφ; (3.52)

dV = ρ2 sin θ dρ ∧ dφ ∧ dθ. (3.53)

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà â òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ τ åñòü âíåø-
íÿÿ k-ôîðìà ωkτ íà n-ìåðíîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TRnτ , ò.å. k-
ëèíåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ îò k êàñàòåëüíûõ âåêòî-
ðîâ ξ1, . . . , ξk (îò k-ìåðíîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåí-
íîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ â òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ τ). Åñëè òàêàÿ ôîðìà
çàäàíà â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà Rn è åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà, òî ãî-
âîðÿò, ÷òî çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà ωk. Âñÿêàÿ äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ k-ôîðìà â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ âûáðàííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò x1, . . . , xn
îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:
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ωk =
∑

16i1<...<ik6n
ai1...ik(x

1, . . . , xn) dxi1 ∧ . . . ∧ dxik , (3.54)

ãäå ai1...ik(x
1, . . . , xn) � ãëàäêèå ôóíêöèè.

Áàçèñ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik (1 6 i1 < . . . < ik 6 n) ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
Λk(Rn) äèôôåðåíöèàëüíûõ k-ôîðì èìååò ðàçìåðíîñòü Ckn. Â ÷àñòíîñòè,
ïðè k = n ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Cnn = 1. Òîãäà

ωn(ξ1, . . . , ξn) = a(x1, . . . , xn) dx1 ∧ . . . ∧ dxn. (3.55)

Ïðèìåð 1. Êàæäàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà â òð¼õìåðíîì åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå èìååò òðè êîìïîíåíòû ai1i2 , ïîýòîìó åé ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü âåêòîðíîå ïîëå a = (ax, ay, az), êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ
êàê íèæíèé èíäåêñ â îáîçíà÷åíèè 2-ôîðìû:

ω2
a(ξ, η) = (a, ξ, η) = a · dσ. (3.56)

Ñîîòâåòñòâèå (3.56) ìåæäó âåêòîðíûì ïîëåì è ôîðìîé èíâàðèàíòíî,
îäíàêî ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ïîëåé ê ôîðìàì è îáðàòíî èìåþò â êàæäîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ñâîé ñïåöèàëüíûé âèä:

1. Äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ω2
a = ax dy ∧ dz + ay dz ∧ dx+ az dx ∧ dy.

2. Â îáùåì, äëÿ êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ω2
a = auLvLw dv ∧ dw + avLuLw dw ∧ du+ awLuLv du ∧ dv.

3. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò
ω2
a = arr dφ ∧ dz + aφ dz ∧ dr + azr dr ∧ dφ.

4. Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò
ω2
a = aρρ

2 cos θ dφ ∧ θ + aφρ dθ ∧ dρ+ aθρ cos θ dρ ∧ dφ.

Ïðèìåð 2. Êàæäàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 3-ôîðìà â òð¼õìåðíîì åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå èìååò îäíó êîìïîíåíòó a:

ω3(ξ, η, ζ) = a dV. (3.57)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ïîëåé ê ôîðìàì è
îáðàòíî çàâèñÿò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò:

1. Äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ω3 = a(x, y, z) dx ∧ dy ∧ dz.

2. Äëÿ òð¼õìåðíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ω3 = a(u, v, w)LuLvLw du ∧ dv ∧ dw.

122



Äèôôåðåíöèàëüíàÿ âíåøíÿÿ k-ôîðìà ωk êàê âñÿêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
èìååò äèôôåðåíöèàë

dωk
(3.20)
=

∂ωk

∂xi
dxi = ωk+1. (3.58)

Ïðè çàïèñè äèôôåðåíöèàëà k-ôîðìû â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå ìû ïîëó÷àåì
îïåðàöèþ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

dωk
(3.54)
= d

 ∑
16i1<...<ik6n

ai1...ik dx
i1 ∧ . . . ∧ dxik

 =

=
∑

16i1<...<ik6n
dai1...ik ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik =

(3.20)
=

∑
16i1<...<ik6n

n∑
j=1

∂ai1...ik
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

(3.59)

Ñâîéñòâà âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2, (3.60)

d(ωk1 ∧ ωl2) = dωk1 ∧ ωl2 + (−1)kωk1 ∧ dωl2, (3.61)

d(dω) = 0 èëè êðàòêî d 2 = 0. (3.62)

Äîêàæåì ñâîéñòâî (3.62):

dω =
∑

16i1<...<ik6n

n∑
j=1

∂ai1...ik
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

òîãäà

d(dω) =
∑

16i1<...<ik6n

n∑
j=1

n∑
l=1

∂ai1...ik
∂xj∂xl

dxl ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

Íî â ýòîé ñóììå ÷ëåíû êàæäîé ïàðû

∂ai1...ik
∂xj∂xl

dxl ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik è ∂ai1...ik
∂xl∂xj

dxj ∧ dxl ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì d(dω) = 0.
Ïðèìåð 1. Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôîðìà íóëåâîé

ñòåïåíè, äèôôåðåíöèðîâàíèå êîòîðîé äà¼ò 1-ôîðìó df :

df(ξ)
(3.16)
= grad f · ξ = (grad f, ξ) = ω1

grad f (ξ).

Ïðèìåð 2. Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå 1-ôîðìû äà¼ò 2-ôîðìó:

dω1(ξ) = ω2(ξ, η) =
n∑

i,j=1

(
∂aj
∂xi

− ∂ai
∂xj

)
dxi ∧ dxj(ξ, η), (3.63)
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êîìïîíåíòû êîòîðîé ωij =
∂aj
∂xi −

∂ai
∂xj = −ωji ìîæíî çàïèñàòü â âèäå êîñî-

ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ∥∥∥∥∥∥∥
0 . . . ω1n

· · · 0 · · ·
−ω1n . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥ . (3.64)

Ïðèìåð 3. Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå 1-ôîðìû â òð¼õìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå äà¼ò 2-ôîðìó, ñîñòîÿùóþ èç òð¼õ êîìïîíåíò, êîòîðîé
ìîæíî ñîïîñòàâèòü âåêòîðíîå ïîëå ðîòîðà rota � äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà, êà÷åñòâåííî ðàññìîòðåííîãî íà ðèñ. 3.1:

dω1
a(ξ) = ω2

rot a(ξ, η) = (rota, ξ, η) = rota · dσ. (3.65)

1. Äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

rota = ex

(
∂az
∂y − ∂ay

∂z

)
+ ey

(
∂ax
∂z − ∂az

∂x

)
+ ez

(
∂ay
∂x − ∂ax

∂y

)
.

2. Äëÿ êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
rota = eu

LvLw

[
∂
∂v (awLw)−

∂
∂w (avLv)

]
+ ev

LuLw

[
∂
∂w (auLu)−

∂
∂u (awLw)

]
+

ew
LuLv

[
∂
∂u (avLv)−

∂
∂v (auLu)

]
.

3. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

rota = er
r

[
∂az
∂φ − ∂(raφ)

∂z

]
+ eφ

[
∂ar
∂z − ∂az

∂r

]
+ ez

r

[
∂(raφ)
∂r − ∂ar

∂φ

]
.

4. Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

rota =
eρ

ρ sin θ

[
∂aθ
∂φ − ∂(aφ sin θ)

∂θ

]
+
eφ
ρ

[
∂aρ
∂θ − ∂(ρaθ)

∂ρ

]
+ eθ

ρ

[
∂(ρaφ)
∂ρ − 1

sin θ
∂aρ
∂φ

]
.

Ïðèìåð 4. Êàê óïîìèíàëîñü íà ñòð. 93, äëÿ êàæäîé êîñîñèììåòðè÷íîé
2-ôîðìû â íå÷¼òíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí
íåðàâíûé íóëþ âåêòîð ζ, äëÿ êîòîðîãî ω2(ζ, η) = 0 ïðè ëþáûõ η. Òàêàÿ
2-ôîðìà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, à âåêòîð ζ ̸= 0 íàçûâàåòñÿ íóëåâûì âåê-
òîðîì ôîðìû ω2. Åñëè ω2 � íåîñîáàÿ ôîðìà â íå÷¼òíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
òî íóëåâûå âåêòîðû ζ ̸= 0 ôîðìû ω2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòà ïðÿìàÿ
èíâàðèàíòíî ñâÿçàíà ñ ôîðìîé ω2.

Ïóñòü òåïåðüM2k+1 � íå÷¼òíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, a� âåêòîðíîå ïîëå,

ω1
a(ξ)

(3.49)
= (a, ξ) � 1-ôîðìà íà M . Òîãäà çàïèøåì

dω1
a(ξ)

(3.63)
= ω2

ζ (ξ, η) = [ζ, ξ, η]. (3.66)

Èç ôîðìóëû (3.66) âèäíî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå τ ∈ M ñóùåñòâóåò íà-
ïðàâëåíèå ζ = (b1, . . . , bn) äëÿ êîòîðîãî

dω1
a(ζ) = [ζ, ζ, η] = 0. (3.67)

Îáÿçàòåëüíîå íàëè÷èå òàêîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà ζ îòðàæàåò ñóùåñòâî-
âàíèå îñè ó âñÿêîãî âðàùåíèÿ íå÷¼òíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü äàëåå
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2-ôîðìà íåîñîáà, òîãäà íàïðàâëåíèå ζ îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî, íàçûâàåò-
ñÿ ¾íàïðàâëåíèåì ðîòîðà¿ ôîðìû ω1 â òî÷êå τ è èíâàðèàíòíî ñâÿçàíî ñ
ôîðìîé ω2.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íå÷¼òíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
íåâîçìîæíî âû÷èñëèòü ðîòîð â ÿâíîì âèäå, íî âîçìîæíî âû÷èñëèòü ¾íà-
ïðàâëåíèå ðîòîðà¿.

Âåêòîðíûå ëèíèè ïîëÿ ζ íàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè ðîòîðà èëè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè ôîðìû ω1.

Ïåðåõîä îò 2-ôîðìû ω2
rot a ê ïîëþ ðîòîðà ζ = rota íå èíâàðèàíòíàÿ

îïåðàöèÿ, îíà çàâèñèò îò åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû E2k+1 (âûáðàííîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò) êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TMτ . Îäíàêî íàïðàâëåíèå ðîòîðà ζ
èíâàðèàíòíî ñâÿçàíî ñ ôîðìîé ω2, à çíà÷èò è ñ ôîðìîé ω1.

Ïðèìåð 5. Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå 2-ôîðìû â òð¼õìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå äà¼ò 3-ôîðìó, åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà (3.57) êîòîðîé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ div a � äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð, êà÷åñòâåííî ðàññìîòðåííûé íà ðèñ. 3.1:

dω2
a(ξ, η) = ω3(ξ, η, ζ) = div a dV. (3.68)

1. Äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
div a = ∂ax

∂x +
∂ay
∂y + ∂az

∂z .

2. Äëÿ êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
div a = 1

LuLvLw

[
∂
∂u (auLvLw) +

∂
∂v (avLuLw) +

∂
∂w (awLuLv)

]
.

3. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

div a = 1
r

[
∂(rar)
∂r +

∂aφ
∂φ

]
+ ∂az

∂z .

4. Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

div a = 1
ρ2 sin θ

[
∂(aρρ

2 sin θ)
∂ρ +

∂(ρaφ)
∂φ + ∂(aθρ sin θ)

∂θ

]
.

Äèâåðãåíöèÿ âû÷èñëÿåò èñòî÷íèêè, à ðîòîð � âèõðè âåêòîðíîãî ïîëÿ.
Íåíóëåâóþ äèâåðãåíöèþ ìîæíî ïîíèìàòü êàê êîëè÷åñòâî âåêòîðíûõ ëè-

íèé, êîòîðûå âîçíèêàþò èëè èñ÷åçàþò â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà. Åñëè æå div a = 0, òî â äàííîé îáëàñòè íå èñ÷åçàåò è íå âîçíèêàåò
íèêàêèõ íîâûõ ëèíèé âåêòîðíîãî ïîëÿ. Êàê ìû çíàåì (ñì. ðèñ. 3.1), òàêîå
âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì (âèõðåâûì).

Îòëè÷èå ðîòîðà (âèõðÿ) îò íóëÿ ãîâîðèò î çàâèõð¼ííîñòè ïîòîêà. Åñëè
æå rota = 0, òî âèõðè îòñóòñòâóþò. Êàê ìû çíàåì (ñì. ðèñ. 3.1), òàêîå
âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì (ñëîèñòûì).

Âåêòîðíûå ëèíèè ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ âîçíèêàþò èç èñòî÷íèêîâ è íå
èìåþò âèõðåé, à âåêòîðíûå ëèíèè ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé çàìêíóòûå âîêðóã âèõðåâûõ òî÷åê êðèâûå è íå èìåþò èñòî÷íèêîâ.

Â áåçâèõðåâîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ñîðâàííûé ñ âåòêè ëèñòîê ïàäàåò
ïðÿìî íà çåìëþ, íå êðóæàñü â âèõðåâîì ïîëå âåòðà.

Äèâåðãåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñëåäîì), à ðî-
òîð � êîìáèíàöèåé íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ßêîáè.
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Åñëè ãðàäèåíò íàçûâàþò âåêòîðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ, ìàòðèöó ßêîáè � òåíçîðíîé ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ,
òî äèâåðãåíöèþ è ðîòîð íàçûâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñêàëÿðíîé è âåêòîðíîé
ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðîèçâîäíûìè âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü äèâåðãåíöèþ è ðîòîð êàê ïðåîáðàçîâàíèå âåê-
òîðíîãî ïîëÿ, òî îíè èìåþò ñîáñòâåííûå ìàòðèöû.

Ïîòåíöèàëüíûì ïîëÿì ñ íóëåâûì ðîòîðîì îòâå÷àþò äèàãîíàëüíûå ìàò-
ðèöû ñ äåéñòâèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Âèõðåâûì ïîëÿì ñ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé îòâå÷àþò êîñîñèììåòðè÷åñêèå
ìàòðèöû ñ íóëåâîé äèàãîíàëüþ è ÷èñòî ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè. Â íå÷¼òíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îáÿçàòåëüíî
ðàâíî íóëþ, ÷òî óêàçûâàåò íà íàëè÷èå îñè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, çàäàâà-
åìîé ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì.

Òåîðåìà Ãåëüìãîëüöà. Åñëè äèâåðãåíöèÿ è ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ c
îïðåäåëåíû â êàæäîé òî÷êå êîíå÷íîé îòêðûòîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà U ⊂
R3, òî âñþäó â U ïîëå c ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû ïîòåíöè-
àëüíîãî d (rotd = 0) è ñîëåíîèäàëüíîãî b (divb = 0) ïîëåé:

c = d+ b. (3.69)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîëüíîå äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå âñå-
ãäà åñòü ñóììà ïîòåíöèàëüíîãî è ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëåé.

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ðîòîðà è äèâåðãåíöèè.
Ïðèìåð 1.

rot ṙ
(3.113)
= rot (ω × r)

(3.168)
= 2ω. (3.70)

Íàïðàâëåíèå âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ω òî÷êè ïðîñòðàíñòâà
ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âèõðÿ (âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé) â ýòîé òî÷êå.

Ïðèìåð 2.

rot r = 0; (3.71)

div r = 3. (3.72)

Ïîëå ðàäèóñ-âåêòîðà èìååò èñòîê â íà÷àëå êîîðäèíàò è íå èìååò âèõðåé.

Ïðè âòîðîì âíåøíåì äèôôåðåíöèðîâàíèè ôîðì â òð¼õìåðíîì åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷àåì äâà ïðàâèëà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà:

d(df) = d(ω1
grad f ) = rot(grad f) · dσ = 0 èëè rot(grad f) = 0; (3.73)

d(dω1
a) = d(ω2

rot a) = div(rota) dV = 0 èëè div(rota) = 0. (3.74)

Ýòè äâà ïðàâèëà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Åñëè âåêòîðíîå ïîëå d åñòü ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f

d = grad f, (3.75)
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òî, òàê êàê ¾âèõðü ãðàäèåíòà ðàâåí íóëþ¿ rot(grad f) = 0, ïîëó÷àåì:

rotd = 0. (3.76)

Ñëåäîâàòåëüíî, d åñòü ïîòåíöèàëüíîå ïîëå, à ñêàëÿðíîå ïîëå f íàçûâà-
åòñÿ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë (îò ëàò. potentia � ñèëà) ïîëÿ d.

Åñëè âåêòîðíîå ïîëå b åñòü ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ a

b = rota, (3.77)

òî, òàê êàê ¾äèâåðãåíöèÿ âèõðÿ ðàâíà íóëþ¿ div(rota) = 0, ïîëó÷àåì:

divb = 0. (3.78)

Ñëåäîâàòåëüíî, b åñòü ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå, à âåêòîðíîå ïîëå a íàçûâà-
åòñÿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ b.

Ìîæíî çàïèñàòü åù¼ îäèí äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿä-
êà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðà íàáëà
íà ãðàäèåíò è íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà èëè ëàïëàñèàí:

∆f = div(grad f) =
∂ 2f

∂x12
+ . . .+

∂ 2f

∂xn2
. (3.79)

Â îòëè÷èå îò îïåðàòîðîâ rot(grad f) = 0 è div(rota) = 0 îïåðàòîð Ëà-
ïëàñà íå îáÿçàòåëüíî ðàâåí íóëþ.

Âûðàæåíèå ∆f = ρ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà.
Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Ïóàññîíà åñòü ñêà-

ëÿðíûé ïîòåíöèàë, à ôóíêöèÿ ρ(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïîòåíöèàëà.

Åñëè â êàêîé-ëèáî ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà ρ = 0, òî âûðàæåíèå ∆f = 0,
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå Ëàïëàñà, à ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðè èçâåñòíîì âèõðåâîì ïîëå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë îïðåäåë¼í òîëüêî
ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàäèåíòà íåêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f , óäîâëåòâîðÿþùåãî
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà div(grad f) = ∆f , òàê êàê rot(grad f) = 0.

Ïðè èçâåñòíîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë îïðåäåë¼í
òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû c, òàê êàê grad c = 0.

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ëàïëàñèàíîâ.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî:

1. Äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
∆f = ∂ 2f

∂x2 + ∂ 2f
∂y2 + ∂ 2f

∂z2 .

2. Â îáùåì, äëÿ êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

∆f = 1
LuLvLw

[
∂
∂u

(
LvLw
Lu

∂f
∂u

)
+ ∂

∂v

(
LuLw
Lv

∂f
∂v

)
+ ∂

∂w

(
LuLv
Lw

∂f
∂w

)]
.

3. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò
∆f = ∂ 2f

∂r2 + 1
r
∂f
∂r + 1

r2
∂ 2f
∂φ2 + ∂ 2f

∂z2 .
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4. Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

∆f = ∂ 2f
∂ρ2 + 2

ρ
∂f
∂ρ +

[
1
ρ2

∂ 2

∂θ2 + ctg θ
ρ2

∂
∂θ +

1
ρ2 sin2 θ

∂ 2

∂φ2

]
f .

5. Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàò

∆f = 1
4(u2+v2)

[
∂ 2f
∂u2 + ∂ 2f

∂v2

]
+ ∂ 2f

∂z2 .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü f = u + iv � êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ
â îáëàñòè A ⊂ C. Òîãäà u(x, y) è v(x, y) ñâÿçàíû óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà
(3.33). Âîçüìåì ïðîèçâîäíûå ïî x îò ïåðâîãî ðàâåíñòâà (3.33) è ïî y îò
âòîðîãî ðàâåíñòâà (3.33), ïîëó÷èì:

∂ 2u

∂x2
=

∂ 2v

∂x∂y
;

∂ 2v

∂x∂y
= − ∂u

∂y2
, îòêóäà

∂ 2u

∂x2
+
∂ 2u

∂y2
= 0, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

∂ 2v

∂x2
+
∂ 2v

∂y2
= 0. (3.80)

Âûðàæåíèÿ (3.80) åñòü óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, à óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì
óðàâíåíèÿì (ðåøåíèÿ óðàâíåíèé) � ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) åñòü ãàðìî-
íè÷åñêèå ôóíêöèè.

Èòàê, â êà÷åñòâå âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ìîãóò áûòü âçÿòû íå êàêèå óãîäíî, à òîëüêî
ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y). Êðîìå òîãî, ýòè ôóíêöèè äîëæ-
íû áûòü ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì óñëîâèÿìè Êîøè�Ðèìàíà è íàçûâàþòñÿ
ïîýòîìó ñîïðÿæåííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Ïðèìåð 3. Ñîãëàñíî (3.193) 1
r � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 4. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë â ïðîñòðàíñòâå, ñâîáîäíîì
îò çàðÿäîâ, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, à ïðè íàëè÷èè çàðÿäà �
óðàâíåíèþ Ïóàññîíà, ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ðàâíà
ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ.

Åñëè íàáîð îïåðàòîðîâ ∂
∂xi (i = 1, . . . , n) ïðåäñòàâèòü êàê âåêòîðíî-

äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∇, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íàáëà (îò ãðå÷åñêîãî
υαβλα � àðôà, ôîðìà êîòîðîé íàïîìèíàåò çíà÷îê ∇) è èìååò, ïðè ñâî-
åì ïðèìåíåíèè, êàê ÷åðòû âåêòîðà, òàê è ÷åðòû îïåðàòîðà äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ, òî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû grad f , ∆f , div a è rota ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïîä ãðàäèåíòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ∇ íà ñêàëÿð f :

grad f = ∇f. (3.81)

Ïîä ëàïëàñèàíîì ïîíèìàåòñÿ êâàäðàò ∇:

∆f = ∇ · (∇f) = ∇ 2f. (3.82)

Ïîä äèâåðãåíöèåé â Rn ïîíèìàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ∇ íà âåê-
òîðíîå ïîëå a = (a1, . . . , an):

div a = ∇ · a =
∂a1
∂x1

+ . . .+
∂an
∂xn

. (3.83)
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Â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîä ðîòîðîì ïîíèìàåòñÿ âåê-
òîðíîå ïðîèçâåäåíèå ∇ íà âåêòîðíîå ïîëå a = (ax, ay, az):

rota = ∇× a. (3.84)

Ôîðìà ω íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé åñëè èìååò íóëåâîé äèôôåðåíöèàë (íó-
ëåâîé ãðàäèåíò) íåêîòîðîé ôîðìû dω = 0 è òî÷íîé åñëè ñàìà ÿâëÿåòñÿ
äèôôåðåíöèàëîì (ãðàäèåíòîì) ω = dη äëÿ íåêîòîðîé ôîðìû η.

Òî÷íàÿ ôîðìà îò ôîðìû íóëåâîé ñòåïåíè èëè îò çàäàííîé íà ìíîãîîá-
ðàçèè ôóíêöèè f åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë df ýòîé ôóíêöèè.

Âñÿêàÿ òî÷íàÿ ôîðìà ω = dη çàìêíóòà, òàê êàê dω = d(dη) = 0. Íî
åñëè ôîðìà ω çàìêíóòà dω = 0, òî íå îáÿçàòåëüíî òî÷íà, òàê êàê îíà íå
îáÿçàòåëüíî åñòü äèôôåðåíöèàë êàêîé-ëèáî ôîðìû, ò.å. ôîðìà η ìîæåò è
íå ñóùåñòâîâàòü.

Òåîðåìà. Åñëè äëÿ äèôôåðåíöèàëà

df = a1dx
1 + . . .+ andx

n (3.85)

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∂ai
∂xj

=
∂aj
∂xi

äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , n, (3.86)

òî df åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f . Òîãäà

ai =
∂f

∂xi
,

∂ai
∂xj

=
∂ 2f

∂xi∂xj
=

∂ 2f

∂xj∂xi
=
∂aj
∂xi

. (3.87)

Äîêàçàòåëüñòâî

d2f
(3.63)
=

n∑
i,j=1

(
∂aj
∂xi

− ∂ai
∂xj

)
dxi ∧ dxj (3.86)

= 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåðû ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëîâ.
Ïðèìåð 1. Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ óñëîâèå (3.86) èìååò âèä df =

ax dx+ ay dy � ïîëíûé äèôôåðåíöèàë, åñëè(
∂ay
∂x

− ∂ax
∂y

)
= 0. (3.88)

Ïðèìåð 2. Äëÿ ôóíêöèè òð¼õ ïåðåìåííûõ óñëîâèå (3.86) èìååò âèä df =
ax dx+ ay dy + az dz � ïîëíûé äèôôåðåíöèàë, åñëè

rota = 0, ãäå a = (ax, ay, az). (3.89)
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Åñëè óñëîâèå (3.86) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èíîãäà óäà¼òñÿ íàéòè ôóíêöèþ
R(x1, . . . , xn), êîòîðàÿ ïðåâðàòèò äèôôåðåíöèàë df â ïîëíûé äèôôåðåíöè-
àë dU íåêîòîðîé ôóíêöèè U :

R(a1dx
1 + . . .+ andx

n) = dU. (3.90)

Òàêàÿ ôóíêöèÿ R íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü.
Ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèàë êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, íî èìååò èíòå-

ãðèðóþùèé ìíîæèòåëü, íàçûâàåòñÿ ãîëîíîìíîé. Ôóíêöèÿ, äëÿ äèôôåðåí-
öèàëà êîòîðîé íåâîçìîæíî íàéòè èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü, íàçûâàåòñÿ
íåãîëîíîìíîé. Ãîëîíîìíóþ ôóíêöèþ f ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî å¼ äèôôå-
ðåíöèàëó df (ïðîèíòåãðèðîâàòü èìåþùóþñÿ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè), à íåãî-
ëîíîìíóþ � íåëüçÿ.

Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ èíòåãðè-
ðóþùèé ìíîæèòåëü âñåãäà ìîæíî íàéòè, ïîýòîìó ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåí-
íûõ âñåãäà ãîëîíîìíà.

Ôóíêöèÿ òð¼õ ïåðåìåííûõ ãîëîíîìíà â òîì ñëó÷àå, åñëè

a · rota = 0. (3.91)

Äëÿ áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ìîæ-
íî íàéòè íå âñåãäà.

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ââåäåíû Ý. Êàðòàíîì â íà÷àëå 20-ãî âåêà.
Óðàâíåíèå Ïóàññîíà âïåðâûå áûëî èçó÷åíî Ñ. Ïóàññîíîì (1812). Óðàâ-

íåíèå Ëàïëàñà èçó÷åíî ðàíüøå, ÷åì óðàâíåíèå Ïóàññîíà, è âñòðå÷àåòñÿ ó
Ë. Ýéëåðà (1761) è Æ. Ä'Àëàìáåðà (1761) â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ãèäðîìåõàíè-
êè. Îäíàêî øèðîêóþ èçâåñòíîñòü ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷èëî ïîñëå ïîÿâëåíèÿ
ðàáîò Ï. Ëàïëàñà (1782, 1799) ïî òåîðèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà è
íåáåñíîé ìåõàíèêå. Îáîçíà÷åíèå ∆ ââ¼ë Ð. Ì¼ðôè (1833). Èäåÿ ïîòåíöèàëà
ïðèíàäëåæèò Æ. Ëàãðàíæó (1775) è Ï. Ëàïëàñó (1782). Òåîðèÿ ïîòåíöè-
àëà ñîçäàíà íåçàâèñèìî Äæ. Ãðèíîì (1828) è Ê. Ãàóññîì (1840). Òåðìèí
¾ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ¿ ïðåäëîæèë Äæ. Ãðèí, òåðìèí ¾ïîòåíöèàë¿ �
Ê. Ãàóññ.

3.4 Ìíîãîîáðàçèå

Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îáîá-
ùåíèå äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rn. Ýòè ïîäìíî-
æåñòâà èëè ïîâåðõíîñòè íàçûâàþò ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîãî èëè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ èãðàåò â ãåî-
ìåòðèè è â àíàëèçå ñòîëü æå ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü, êàê â àëãåáðå ïîíÿòèå
ãðóïïû è ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû âîçíèêíîâåíèÿ ìíîãîîáðàçèé â çàäà÷àõ:

1. Äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè R2 îáðàçóþò ÷åòûðåõìåðíîå êîíôèãóðàöè-

îííîå ïðîñòðàíñòâî R4 = R2 × R2. Êîíôèãóðàöèÿ (îò ïîçäíåëàò.
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con�guratio � ðàñïîëîæåíèå) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðÿìûõ,
ïëîñêîñòåé, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé îòíîøåíèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè
(èíöèäåíòíîñòè). Ðàçìåðíîñòü êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Åñëè òî÷êè æåñòêî ñâÿçàíû ìåæ-
äó ñîáîé è îáðàçóþò îòðåçîê (â ÷åòûðåõìåðíîì êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçü), òî íåçàâèñèìûõ êîîðäè-
íàò ó îòðåçêà îñòàíåòñÿ òîëüêî òðè: äâå êîîðäèíàòû ìåñòîïîëîæåíèÿ
íà ïëîñêîñòè è óãîë ïîâîðîòà îòðåçêà, åñëè ìåñòîïîëîæåíèå âûáðàíî
îñüþ âðàùåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå îòðåçîê íà ïëîñêîñòè èìååò êîíôèãóðà-
öèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîãîîáðàçèå R2 ×S1, ãäå S1 � îêðóæíîñòü.

2. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3 äâå òî÷êè îáðàçóþò øåñòèìåðíîå êîí-
ôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî R6 = R3 × R3. Åñëè òî÷êè æåñòêî ñâÿ-
çàíû, òî îíè îáðàçóþò îòðåçîê èëè ¾çàäàþò ñâÿçü¿. Åñëè çàêðåïèòü
îäèí èç êîíöîâ îòðåçêà (åù¼ òðè ñâÿçè ïî ÷èñëó êîîðäèíàò), òî ïîëó-
÷åííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ ÷åòûðüìÿ ñâÿçÿìè íàçûâàåòñÿ ¾ñôåðè÷åñêèé
ìàÿòíèê¿, êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì êîòîðîãî áóäåò ìíîãî-
îáðàçèå äâóìåðíàÿ ñôåðà: S2 =

{
(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = r2

}
.

3. Åñëè çàêðåïèòü îñü ñôåðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â îäíîé ïëîñêîñòè, òî ìû
ïîëó÷èì ¾ïëîñêèé ìàÿòíèê¿, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî êîòî-
ðîãî åñòü ìíîãîîáðàçèå îêðóæíîñòü S1.

4. Åñëè ïðèêðåïèòü ê êîíöó ïëîñêîãî ìàÿòíèêà âòîðîé ïëîñêèé ìàÿò-
íèê, òî ìû ïîëó÷èì ¾ïëîñêèé äâîéíîé ìàÿòíèê¿, êîíôèãóðàöèîííîå
ïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ îêðóæíîñòåé,
ò.å. ìíîãîîáðàçèå äâóìåðíûé òîð T 2 = S1 × S1.

5. Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñôåðè÷åñêîãî äâîéíîãî ìàÿòíèêà
åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñôåð S2 × S2.

Åñëè ðàññìîòðåòü ìíîãîîáðàçèå ¾ëîêàëüíî¿ � â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëü-
íîé åãî òî÷êè, òî ëþáàÿ òî÷êà m-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå è äèôôåðåíöèðóåìîå â îáå ñòîðîíû îòîáðàæåíèå ëèáî íà
ïðîñòðàíñòâî Rm, ëèáî íà ïîëóïðîñòðàíñòâî Hn. Äðóãèìè ñëîâàìè, îêðåñò-
íîñòü ëþáîé òî÷êè m-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ U ∩M ¾ñ òî÷íîñòüþ äî äèô-
ôåîìîðôèçìà¿ åñòü ëèáî ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà Rm × { 0 } ⊂ Rn, ëèáî ÷àñòü
ïîëóïðîñòðàíñòâà Hm×{ 0 } ⊂ Rn. Îäíàêî ýòè óñëîâèÿ íå ìîãóò âûïîëíÿòü-
ñÿ îäíîâðåìåííî äëÿ îäíîé è òîé æå òî÷êè ν. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ν ∈M ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ âòîðîìó óñëîâèþ, íàçûâàåòñÿ êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ M è
îáîçíà÷àåòñÿ ∂M .

Îòìåòèì äâà êðàéíèõ ñëó÷àÿ: òî÷êà â Rn åñòü íóëüìåðíîå ìíîãîîáðàçèå,
à îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â Rn åñòü n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.

Ðàññìîòðèì ñôåðó, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò. Âñå
òî÷êè ïëîñêîñòè âçàèìíî îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî ïðîåöèðóþòñÿ íà ñôå-
ðó ñ ïîìîùüþ ëó÷åé, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç òî÷êó ñôåðû, ïðîòèâîïîëîæíóþ
òî÷êå êàñàíèÿ. Òàêîå ïðîåöèðîâàíèå ñôåðû íà ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ ñòå-
ðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé, à ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ êàðòîé ìíîãîîáðàçèÿ
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¾ñôåðà¿. Îäíàêî òî÷êà ñôåðû, èç êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ ëó÷è, ïðîåöèðóåòñÿ
íà áåñêîíå÷íîñòü, è âáëèçè íå¼ íåîáõîäèìà äðóãàÿ êàðòà ñ äðóãîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò, ò.å. íå ñóùåñòâóåò òàêîãî êîîðäèíàòíîãî îòîáðàæåíèÿ îòêðûòîé
ïëîñêîñòè, êîòîðîå ãîäèëîñü áû äëÿ âñåé çàìêíóòîé ñôåðû. Òàêèì îáðàçîì,
ñôåðà è ñôåðà ñ åäèíñòâåííîé ¾âûêîëîòîé¿ òî÷êîé � ýòî äâà ñóùåñòâåííî
ðàçíûõ îáúåêòà. Ñôåðà � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, à ñôåðà ñ âûêîëîòîé òî÷-
êîé � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòíîé
ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå ïðîñòðàíñòâà òàêîé æå ðàç-
ìåðíîñòè, êîòîðàÿ ãîäèëàñü áû äëÿ âñåãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîýòî-
ìó, íà ìíîãîîáðàçèè ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäà¼òñÿ ëîêàëüíî, òîëüêî â ïðåäå-
ëàõ êàðòû, è íåîáõîäèìî çàäàâàòü íåñêîëüêî êàðò ñ ðàçëè÷íûìè ñèñòåìàìè
êîîðäèíàò. Íàïðèìåð, êàæäóþ ïîëóñôåðó ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê êóñîê
ïëîñêîñòè, à ñôåðó ïðåäñòàâëÿòü ñêëååííîé èç äâóõ êóñêîâ.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç: Êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò
åñòü îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãîîáðà-
çèå ëîêàëüíî äèôôåîìîðôíî Rn èëè Hn (íåðàçëè÷èìî ñ íèìè), íî íå îáÿ-
çàòåëüíî äèôôåîìîðôíî èì â öåëîì (ãëîáàëüíî). Ïîñêîëüêó òàê óñòðîåíî
êàæäîå m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òî ãîâîðÿò ëþáûå äâà ìíîãîîáðàçèÿ îäè-
íàêîâîé ðàçìåðíîñòè è îäíîãî êëàññà ãëàäêîñòè ëîêàëüíî äèôôåîìîðôíû.
Òàêèì îáðàçîì, n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå åñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ëîêàëüíî äèôôåîìîðôíîå ïðîñòðàíñòâó Rn, êîòîðîå ìîæåò áûòü îïèñàíî
íàáîðîì èç n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ìíîãîîáðà-

çèå êàê ñîñòàâëåííîå èç êóñêîâ ïðîñòðàíñòâà Rn, ñêëååííûõ äðóã ñ äðóãîì
ïîñðåäñòâîì äèôôåîìîðôèçìîâ.

Ïðè ïåðåõîäå ê ðàññìîòðåíèþ ãëîáàëüíûõ ñòðóêòóð (ìíîãîîáðàçèÿ â
öåëîì) ñèòóàöèÿ â êîðíå ìåíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûå ìíîãîîáðà-
çèÿ. Âî-ïåðâûõ, ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè (çà-
ìêíóòûå îãðàíè÷åííûå ìíîãîîáðàçèÿ êîìïàêòíû). Âî-âòîðûõ, ìíîãîîáðà-
çèÿ ìîãóò ñîñòîÿòü èç îòäåëüíûõ êóñêîâ (÷àñòåé), ëèáî èç îäíîãî êóñêà.
Ìíîãîîáðàçèå ñâÿçíî (ñîñòîèò èç îäíîãî êóñêà), åñëè åãî íåëüçÿ ðàçáèòü
íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Â-òðåòüèõ, ìíîãîîá-
ðàçèÿ ìîãóò áûòü îðèåíòèðóåìûìè è íåîðèåíòèðóåìûìè. Îðèåíòèðóåìûå
ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ åùå äâóñòîðîííèìè, à íåîðèåíòèðóåìûå ïîâåðõíî-
ñòè � îäíîñòîðîííèìè.

Âñÿêîå ñâÿçíîå îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî â öåëîì (ãëî-
áàëüíî) ëèáî îêðóæíîñòè S1, ëèáî èíòåðâàëó ïðÿìîé R1.

Ïðèìåðàìè êîìïàêòíûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ ñôåðà S2,
òîð T 2 (äèôôåîìîðôíûé ñôåðå ñ îäíîé ðó÷êîé, ïîõîæåé íà ãèðþ äëÿ àò-
ëåòîâ), êðåíäåëü (äèôôåîìîðôíûé ñôåðå ñ äâóìÿ ðó÷êàìè) è ¾ñôåðà ñ
n ðó÷êàìè¿. Ñôåðû ñ ðó÷êàìè ñîñòàâëÿþò âàæíåéøèé êëàññ äâóìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé � çàìêíóòûå (â òîì ñìûñëå, ÷òî íå èìåþò êðàÿ) îðèåíòè-
ðóåìûå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ èëè çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè. Â êóðñàõ
òîïîëîãèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå äâóìåðíîå êîìïàêòíîå ñâÿçíîå îðèåí-
òèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî ñôåðå ñ ðó÷êàìè. Ñôåðû ñ ðàçíûì
êîëè÷åñòâîì ðó÷åê íå äèôôåîìîðôíû.
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Äðóãîé êëàññ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñîñòàâëÿþò êîìïàêòíûå íåçà-
ìêíóòûå (èìåþùèå êðàé) îðèåíòèðóåìûå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, èëè
ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè óäà-
ëåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèñêîâ.

Åù¼ îäèí êëàññ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé îáðàçóþò êîìïàêòíûå íåîðè-
åíòèðóåìûå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Îíè òàêæå ìîãóò áûòü çàìêíóòûìè
èëè ñ êðàåì. Ïðèìåðû: ëèñò Ì¼áèóñà (ñ êðàåì), êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ñêëå-
èâàíèåì êîíöîâ çàêðó÷åííîé íà ïîë-îáîðîòà ïîëîñêè; ïðîåêòèâíàÿ ïëîñ-
êîñòü (çàìêíóòà), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñêëåèâàåíèåì ëèñòà Ì¼áèóñà è äèñêà;
ïîâåðõíîñòü Êëåéíà (çàìêíóòà), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñêëåèâàíèè äâóõ
ëèñòîâ Ì¼áèóñà êðàÿìè.

Ýòèìè òðåìÿ êëàññàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå êîìïàêòíûå ñâÿçíûå äâóìåð-
íûå ìíîãîîáðàçèÿ. Èìååòñÿ êëàññèôèêàöèÿ è îòêðûòûõ äâóìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé. Ïðî òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìàëî ÷òî èçâåñòíî. Ïîëíàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé òðåõ èçìåðåíèé íå íàéäåíà äàæå äëÿ ñëó÷àÿ çà-
ìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé. Òîëüêî íåäàâíî Ã. Ïåðåëüìàí äîêàçàë ãèïîòåçó Ïó-
àíêàðå, ÷òî âñÿêîå êîìïàêòíîå îäíîñâÿçíîå òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå äèô-
ôåîìîðôíî òð¼õìåðíîé ñôåðå.

Çàïèøåì òåïåðü ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå. Îïðå-
äåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ. Åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè ν ìíîæåñòâà M ⊂ Rn ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü U è äèôôåîìîðôèçì φ : U → V , òî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ, ïðèâåä¼ííîãî íà ñòð. 31 äëÿ ãîìåîìîðôèçìà:

φ(U ∩M) = V ∩ (Rm × { 0 }) = { ν ∈ V : xm+1 = . . . = xn = 0 },

M íàçûâàåòñÿ m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê ν ýòî
óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, íî âûïîëíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå:

φ(U ∩M) = V ∩ (Hm × { 0 }) = { ν ∈ V : xm > 0 è xm+1 = . . . = xn = 0 },

òî M íàçûâàåòñÿm-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì.
Äèôôåîìîðôèçì φ : U → V èëè ξ = φ(ν) = (f1(ν), . . . , fn(ν)), ãäå

fi : U → R ïðåäïîëàãàåò, ÷òî detφ ′(ν) äëÿ âñåõ ν ∈ U . Ýòî çíà÷èò, ÷òî
âñå âåêòîðû grad f1, . . . , grad fn ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ãîâîðÿò, ÷òî M åñòü âëîæåííîå â ïðîñòðàíñòâî Rn ìíîãîîáðàçèå ðàç-
ìåðíîñòè m = n−k, åñëè ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíîñòè U êàæäîé òî÷êè ν ∈M ñ
M çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè fm+1 = const, . . . , fn = const, ò.å. çàäàíû óðàâíå-
íèÿ k ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâÿçåé, è âåêòîðû grad fm+1, . . . , grad fn â ν ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâÿçè äåëàþò ÷àñòü êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà
Rn çàâèñèìûìè, îñòàâøèåñÿ íåçàâèñèìûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè ν: y1 = f1(x

1, . . . , xn), . . . , ym = fm(x1, . . . , xn) îïðåäåëÿþò ðàçìåðíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ è ìîãóò îáðàçîâàòü ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò âëîæåííî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ:

x1 = f−1
1 (y1, . . . , ym), . . . , xm = f−1

m (y1, . . . , ym). (3.92)

Òàêèì îáðàçîì, âëîæåííîå â ïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèå åñòü ãëàäêàÿ
ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ ïðè ïîìîùè ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èëè ñâÿçåé.
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Â äåéñòâèòåëüíîñòè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
dimM = n âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî RN äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî N > 2n. Òàêèì îáðàçîì, àáñòðàêòíîå ïîíÿòèå ìíî-
ãîîáðàçèÿ îõâàòûâàåò íå áîëüøèé êðóã îáúåêòîâ, ÷åì ¾n-ìåðíûå ïîâåðõíî-
ñòè â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå¿. Ýòîò ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò ïðèâîäèòñÿ
â âèäå òåîðåìû áåç äîêàçàòåëüñòâà è â äàëüíåéøåì íå èñïîëüçóåòñÿ. Òåî-
ðåìà. Âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî ïîäìíîãîîáðàçèþ ïðîñòðàíñòâà
äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Òåîðåìà. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè ν n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ RN âûïîë-
íåíî ñëåäóþùåå ¾êîîðäèíàòíîå óñëîâèå¿: Ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü U ⊂ RN
òî÷êè ν, îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ⊂ Rn è âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ψ : V → M ⊂ RN èëè ψ = (f−1

1 , . . . , f−1
n ), òàêàÿ ÷òî

ψ(V ) = U ∪M , è ψ′(υ) èìååò ðàíã n äëÿ âñÿêîé òî÷êè υ = (y1, . . . , yn) ∈ V .
Òàêàÿ ôóíêöèÿ ψ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò ìíîãîîáðàçèÿ â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ν.

Êàðòîé n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî
V ⊂ Rn âìåñòå ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò ψ : V →M .

Äëÿ âñÿêèõ äâóõ êàðò ψ1 : V1 → M è ψ2 : V2 → M îòîáðàæåíèå ψ−1
2 ◦

ψ1 : ψ
−1
1 (ψ2(V2)) → Rn äèôôåðåíöèðóåìî è èìååò íåâûðîæäåííûé ÿêîáèàí.

Äåéñòâèòåëüíî, ψ−1
2 (ν) ñîñòîèò èç f1, . . . , fn êîìïîíåíò äèôôåîìîðôèçìà

φ(ν) = (f1(ν), . . . , fN (ν)). Êîìïîçèöèÿ ψ−1
2 ◦ ψ1 åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êîîð-

äèíàò ìåæäó êàðòàìè.
Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíà ñòðóêòóðà äèôôåðåíöèðóåìî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ, åñëè M ñíàáæåíî êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì íàáîðîì êàðò,
òàê ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ èçîáðàæåíà õîòÿ áû íà îäíîé êàðòå.
Êàðòû V1, V2 íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòíûìè, åñëè ôóíêöèè ψ1, ψ2 äèôôåðåíöè-
ðóåìû. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò åñòü ãëàäêèå ôóíêöèè êëàññà Ck,
òî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì èëè ãëàäêèì ìíîãîîáðàçè-

åì, èëè ñòðóêòóðîé êëàññà k. Åñëè k = ∞, òî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ
àíàëèòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Îáðàòèì âíèìàíèå åùå ðàç. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M ïîêðûòî ñ÷åòíûì
÷èñëîì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U1, U2, . . .. Äëÿ êàæäîãî Ui èìååòñÿ äèôôåî-
ìîðôèçì φi : Ui → Vi, ãäå Vi � îòêðûòàÿ êëåòêà (äèôôåîìîðôíàÿ îòêðû-
òîìó øàðó Dn îáëàñòü â RN ). ×èñëî dimM = n åñòü ðàçìåðíîñòü ìíîãî-
îáðàçèÿ M . Ñ÷åòíîå ÷èñëî îòêðûòûõ êëåòîê V1, V2, . . ., äëÿ êîòîðûõ èìå-
þòñÿ äèôôåîìîðôèçìû ψi : Vi → M (ñèñòåìû ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò ìíî-
ãîîáðàçèÿ M), åñòü íàáîð êàðò äëÿ M . Åñëè Ui ∩ Uj ̸= ∅, òî ñóùåñòâóåò
äèôôåîìîðôèçì φji = φjφ

−1
i ìíîæåñòâà φi(Ui ∩ Uj) íà φj(Ui ∩ Uj). Ïðè

ýòîì äèôôåîìîðôèçì ψji = ψ−1
j ψi, åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ìåæäó

ñîâìåñòíûìè êàðòàìè (åñòü óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè êàðò àòëàñà èëè óñëîâèå
ïåðåõîäà ìåæäó íèìè).

Àòëàñîì íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ñîâìåñòíûõ äðóã ñ äðóãîì êàðò. Äâà
àòëàñà ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ îáúåäèíåíèå åñòü ñíîâà àòëàñ (åñëè ëþáàÿ
êàðòà ïåðâîãî àòëàñà ñîãëàñîâàíà ñ ëþáîé êàðòîé âòîðîãî).

Ïðèìåðû àòëàñîâ:
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1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn åñòü ìíîãîîáðàçèå, àòëàñ êîòîðîãî ñîñòî-
èò èç åäèíñòâåííîé êàðòû.

2. Ñôåðà S2 åñòü ìíîãîîáðàçèå, ñ àòëàñîì èç äâóõ êàðò R2, â ñòåðåî-
ãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. Àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ ãîäèòñÿ è äëÿ n-
ìåðíîé ñôåðû Sn =

{
(x1, . . . , xn+1) : x

2
1 + . . .+ x2n+1 = r2

}
â âèäå äâóõ

Rn.

3. Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîãî ìàÿòíèêà � îêðóæíîñòü
S1 � åñòü ìíîãîîáðàçèå ñ àòëàñîì èç äâóõ êàðò, ïðÿìûõ R1, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèå óãëîâîé êîîðäèíàòû φ : R1 → S1 â èíòåðâà-
ëàõ (−π, π) è (0, 2π).

4. Îòðåçîê íà ïëîñêîñòè èìååò êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ìíî-
ãîîáðàçèå R2 × S1, êîòîðîå ïîêðûâàåòñÿ äâóìÿ êàðòàìè.

Àíàëîãè÷íî êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ ïðîñòðàíñòâà Rn ñ êàæäûì ãëàä-
êèì ìíîãîîáðàçèåì ñâÿçàíî äðóãîå ìíîãîîáðàçèå âäâîå áîëüøåé ðàçìåðíî-
ñòè, íàçûâàåìîå êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì.

Â êàæäîé òî÷êå τ n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ìû ìîæåì ïîñòðîèòü n-
ìåðíîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TMτ , êîòîðîå èìååò ñòðóêòóðó ëèíåéíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà Rn è, î÷åâèäíî, íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò
(îò êàðòû). Îáúåäèíåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ê ìíîãîîáðàçèþ M â
ðàçíûõ òî÷êàõ

∪
τ∈M

TMτ , ãäå τ ïðîáåãàåò M , èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòó-

ðó äèôôåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî âäâîå áîëüøå
ðàçìåðíîñòè M . Ýòî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì

ìíîãîîáðàçèÿ M è îáîçíà÷àåòñÿ TM . Â ýòîì ñëó÷àå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî TMτ ⊂ TM íàçûâàåòñÿ ñëîåì ðàññëîåíèÿ íàä òî÷êîé τ , à ìíîãîîáðàçèå
M � áàçîé ðàññëîåíèÿ. Ðàññëîåíèå TM ÿâëÿåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, ëîêàëü-
íî, ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì âèäà U × F , ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî áàçû
M , à F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òèïè÷íûé ñëîé. Âñå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ
â öåëîì (íå ëîêàëüíî) îáû÷íî íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ áàçû è ñëîÿ.

Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (3.39) ãëàäêîé ìíîãîìåðíîé ïîâåðõíîñòè
(ìíîãîîáðàçèÿ M) âñåãäà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è çàäà¼ò ìåòðèêó êà-
ñàòåëüíîãî ê ïîâåðõíîñòè ïðîñòðàíñòâà èëè äëèíó êàñàòåëüíîãî âåêòîðà
â êàæäîé òî÷êå τ : ( , ) : TMτ → R èëè ξ 7→ (ξ, ξ), êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èç-
ìåðÿòü äàííîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè äëèíû êðèâûõ, óãëû ìåæäó âåêòîðàìè,
îáú¼ìû è ò.ä. Ýòà ôèêñèðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà (ξ, ξ) íà ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ òàêæå ðèìàíîâîé ìåòðèêîé

(ñòðóêòóðîé). Äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå M ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé
â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TMτ íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì ìíîãî-

îáðàçèåì. Ïóñòü W � êàðòà àòëàñà M ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn. Òîãäà
ðèìàíîâà ìåòðèêà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.39).
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Âûðàæåíèå:

|ξ| = ds =

√√√√ n∑
i,j=1

gijdxidxj , (3.93)

àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà (ñì. ñòð. 116)
íàçûâàþò ëèíåéíûì ýëåìåíòîì ds êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ðèìàíî-
âîì ìíîãîîáðàçèè.

Åñëè êîîðäèíàòû âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà èìåþò ðàçíûå åäèíèöû
èçìåðåíèÿ, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî òåðìîäèíàìèêè, â êîòîðîì ïî êîîðäè-
íàòíûì îñÿì îòêëàäûâàþòñÿ äàâëåíèå, îáúåì è òåìïåðàòóðà P, T, V , òî
ìåòðèêà â òàêîì ïðîñòðàíñòâå íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê ÷ëåíû ìåòðèêè
íåâîçìîæíî ñëîæèòü. Ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòè (âëîæåííîì ìíî-
ãîîáðàçèè), çàäàííîé â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, êîîðäèíàòû êîòîðîãî èìå-
þò ðàçíûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ, èìååò ñìûñë, äàæå â ýòîì ñëó÷àå, òàê êàê
çà ñ÷¼ò âåëè÷èí gij åäèíèöû èçìåðåíèÿ ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìû îäè-
íàêîâûå, è èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü.

Ìû ïðèøëè ê îáùåé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, â îñíîâå êîòîðîé ëåæàò òðè
èäåè. Ïåðâàÿ èäåÿ � ïðèçíàíèå òîãî, ÷òî âîîáùå âîçìîæíà ãåîìåòðèÿ, îò-
ëè÷íàÿ îò åâêëèäîâîé, áûëà âïåðâûå ðàçâèòà Í. È. Ëîáà÷åâñêèì. Âòîðàÿ
� ýòî èäóùåå îò Ê. Ãàóññà ïîíÿòèå âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé
è å¼ àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, îïðåäåëÿþùåé
ëèíåéíûé ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè. Òðåòüÿ èäåÿ � ýòî ïîíÿòèå îá n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, âûäâèíóòîå è ðàçðàáîòàííîå â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ â 1-é ïî-
ëîâèíå 19 â. ðÿäîì ãåîìåòðîâ. Ïîíÿòèå ìíîãîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ áûëî
âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíî Á. Ðèìàíîì â åãî ëåêöèè ¾Î ãèïîòåçàõ, ëåæàùèõ
â îñíîâàíèè ãåîìåòðèè¿ (1854).

Äëÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ψ : V → Rn â òî÷êå υ ∈ V ìîæíî âûáðàòü
áàçèñ eυ1 , . . . , e

υ
m. ×àñòî íåîáõîäèìî âûáðàòü îðèåíòàöèþ µτ â êàæäîì êà-

ñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TMτ ìíîãîîáðàçèÿ M . Òàêèå îðèåíòàöèè íàçûâà-
þò ñîãëàñîâàííûìè , åñëè äëÿ êàæäîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ψ : V → Rn è
êàæäîé ïàðû υ, ς ∈ W ðàâåíñòâî [eυ1 , . . . , e

υ
m] = µψ(υ) âûïîëíåíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà [eς1, . . . , e
ς
m] = µψ(ς). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáðàíû ñî-

ãëàñîâàííûå îðèåíòàöèè µτ . Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò ψ : V → Rn òàêîâà,
÷òî [eυ1 , . . . , e

υ
m] = µψ(υ) äëÿ íåêîòîðîãî, à ïîòîìó è äëÿ êàæäîãî υ ∈ V òî

ãîâîðÿò, ÷òî ψ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.
ÌíîãîîáðàçèåM , äîïóñêàþùåå âûáîð ñîãëàñîâàííûõ îðèåíòàöèé µτ , íà-

çûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì, à âñÿêèé òàêîé âûáîð µτ � îðè-

åíòàöèåé µ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì íåîðèåíòèðóåìî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèñò Ì¼áèóñà � çàêðó÷åííàÿ íà ïîë-îáîðîòà è
ñêëååííàÿ êîíöàìè ïîëîñêà.

Åñëè M åñòü m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì è τ ∈ ∂M , òî T∂Mτ åñòü
(m− 1)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî m-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà TMτ .
Ñóùåñòâóþò â òî÷íîñòè äâà åäèíè÷íûõ âåêòîðà â TMτ , ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
ê T∂Mτ . Òîëüêî îäèí èç ýòèõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ðàâåí íåêîòîðîìó áàçèñ-
íîìó âåêòîðó ñèñòåìû êîîðäèíàò ψ : V → Rn ñ V ⊂ Hn è ψ(0) = τ . Ýòîò
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åäèíè÷íûé âåêòîð n(τ) íàçûâàåòñÿ îðòîì âíåøíåé íîðìàëè è íå çàâèñèò
îò ñèñòåìû êîîðäèíàò ψ.

Ïóñòü µ � îðèåíòàöèÿ íà m-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ êðàåì M .
Äëÿ âñÿêîé òî÷êè τ ∈ ∂M âûáåðåì [n(τ), eυ1 , . . . , e

υ
m−1] = µτ . Òîãäà

[eυ1 , . . . , e
υ
m−1] = ∂µτ åñòü ñîãëàñîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ íà ∂M . Òàêèì îáðà-

çîì, åñëèM îðèåíòèðóåìî, òî ∂M òàêæå îðèåíòèðóåìî, è îðèåíòàöèÿ íàM
îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ ∂µ íà ∂M , íàçûâàåìóþ èíäóöèðîâàííîé îðèåíòà-

öèåé. Ñîîòâåòñòâåííî, â ïîëóïðîñòðàíñòâå Hm ñ åãî ñòàíäàðòíîé îðèåíòà-
öèåé, èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé íà Rm−1 = { τ ∈ Hm : xm = 0 } ñëóæèò
ñòàíäàðòíàÿ îðèåíòàöèÿ, óìíîæåííàÿ íà (−1)m.

Íàçîâ¼ì âåêòîð-ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îòíîñèò êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ
τ ∈M íåêîòîðûé âåêòîð ξ(τ) ∈ TMτ , âåêòîðíûì ïîëåì ξ íà ìíîãîîáðàçèè
M .

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà â òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ
τ åñòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ωτ : TMτ → R êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TMτ

â ïðÿìóþ (àíàëîãè÷íî (3.48)):

ω = a1(x
1, . . . , xn) · dx1 + . . .+ am(x1, . . . , xn) · dxn, (3.94)

ãäå ai(x1, . . . , xn) � ãëàäêèå ôóíêöèè.
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè M åñòü ãëàäêîå îòîáðà-

æåíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM â ïðÿìóþ ω : TM → R, ëèíåéíîå íà
êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TMτ .

Ôóíêöèÿ ω, êîòîðàÿ êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ τ ∈M îòíîñèò ω(τ) ∈
Λk(TMτ ), íàçûâàåòñÿ ôîðìîé k-îé ñòåïåíè íà M è ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
àíàëîãè÷íîì (3.54) âèäå:

ωk =
∑

16i1<...<ik6n
ai1...ik(x

1, . . . , xn) · dxi1 ∧ . . . ∧ dxik , (3.95)

ãäå ai1...ik(x
1, . . . , xn) � ãëàäêèå ôóíêöèè.

Ñëîæåíèå, óìíîæåíèå íà ÷èñëî è âíåøíåå óìíîæåíèå ôîðì íà M îïðå-
äåëÿþòñÿ ïîòî÷å÷íî: â êàæäîé òî÷êå τ ∈ M íàäî ñëîæèòü, óìíîæèòü íà
÷èñëî èëè âíåøíå ïåðåìíîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå âíåøíèå
ôîðìû íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TMτ .

Êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà dy1, . . . , dym åñòü áàçèñ ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà TRnφ(τ) äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì, à dy

i1∧. . .∧dyik åñòü
áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Λk(Rm) äèôôåðåíöèàëüíûõ k-ôîðì. Ïðè÷¼ì

dyi =
∂yi

∂x1
dx1 + . . .+

∂yi

∂xn
dxn (i = 1, . . . ,m). (3.96)

Òîãäà

dyi1 ∧ . . . ∧ dyik =
∑

16j1<...,<jk6n

∂(yi1 , . . . , yik)

∂(xj1 , . . . , xjk)
dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk (3.97)
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Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå φ : Rn → Rn ïåðåìåííûõ (êîîðäèíàò) x1, . . . , xn
â êîîðäèíàòû y1 = f1(x

1, . . . , xn), . . . , yn = f1(x
1, . . . , xn).

Âåëè÷èíà

dV = dx1 ∧ . . . ∧ dxn (3.98)

åñòü îáú¼ì n-ìåðíîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïàðàëëåëåïèïåäà è íîñèò íàçâàíèå
ýëåìåíò îáú¼ìà dV â îðèåíòèðîâàííîì n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå,
õîòÿ ôîðìà dV , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì êàêîé-ëèáî
ôîðìû (n− 1)-é ñòåïåíè.

Òîãäà ÿêîáèàí

dy1 ∧ . . . ∧ dyn =
∂(y1, . . . , yn)

∂(x1, . . . , xn)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn. (3.99)

õàðàêòåðèçóåò ðàñòÿæåíèå (ñæàòèå) ýëåìåíòà îáú¼ìà dV ïðè ïðåîáðàçîâà-
íèè êîîðäèíàò îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ê ïåðåìåííûì y1, . . . , yn.

Ôîðìóëû (3.96�3.99) ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

dyi =
∂yi

∂x1
dx1 + . . .+

∂yi

∂xn
dxn (i = 1, . . . , n),

dyi1 ∧ . . . ∧ dyik =
∑

16j1<...,<jk6n

∂(yi1 , . . . , yik)

∂(xj1 , . . . , xjk)
dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk ,

dy1 ∧ . . . ∧ dyn =
∂(y1, . . . , yn)

∂(x1, . . . , xn)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

ñïðàâåäëèâû è â òîì ñëó÷àå, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû
íà ìíîãîîáðàçèè.

3.5 Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ

Êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå (ñì. ñòð. 31) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå ν : I →
Rn èëè ν(s) = (x1(s), . . . , xn(s)), ãäå ÷èñëî s íàçûâàþò ïàðàìåòð. Ïðîèç-
âîäíàÿ êðèâîé ν(s) ïî ïàðàìåòðó s èìååò âèä:

ν′s =

(
dx1

ds
, . . . ,

dxn

ds

)
. (3.100)

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé x1(s), . . . , xn(s) åñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðàâ-

ëåíèÿ ν′s êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â êàæäîé òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñîâ-
ïàäàþùåãî ïî íàïðàâëåíèþ ñ âåêòîðîì ξ = (dx1, . . . , dxn).

Åñëè ìû äèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ f : Rn → R íå íà âñ¼ì ïðîñòðàí-
ñòâå Rn, à òîëüêî íà çàäàííîé â ïðîñòðàíñòâå êðèâîé ν : I → Rn, òî ìû
ïîëó÷àåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, òàê êàê ãëàäêàÿ êðè-
âàÿ èìååò ðàçìåðíîñòü R1. Òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
íàïðàâëåíèþ s è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ñëîæíîé ôóíêöèè

f ′s =
df

ds
=

∂f

∂x1
dx1

ds
+ . . .+

∂f

∂xn
dxn

ds
= grad f · ν′s. (3.101)
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Âåëè÷èíà df(ξ) åñòü îáðàç â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà ξ. Ôóíêöèÿ f(s) âäîëü âûáðàííîé êðèâîé c ïàðàìåòðîì s åñòü îá-
ðàç ýòîé êðèâîé íà n-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè. Â ðåçóëüòà-
òå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìû àïïðîêñèìèðóåì (çàìåíÿåì) â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè τ áåñêîíå÷íî ìàëóþ äóãó êðèâîé, âûáðàííîé íà n-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè
ôóíêöèè f , áåñêîíå÷íî ìàëûì îòðåçêîì df , ò.å. ëèíåéíîé ôóíêöèåé, êîòî-
ðóþ çíà÷èòåëüíî ïðîùå èññëåäîâàòü. Äèôôåðåíöèðîâàíèå âñåé êðèâîé íà
ïîâåðõíîñòè îçíà÷àåò å¼ çàìåíó ëîìàíîé, ñîñòîÿùåé èç áåñêîíå÷íî ìàëûõ
çâåíüåâ df .

Åñëè ìû äèôôåðåíöèðóåì ïî ïàðàìåòðó s ôóíêöèþ f : R×Rn → R èëè
z = f(x1, . . . , xn, s), êîòîðàÿ ÿâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà s, òî ìû äîëæíû
çàïèñàòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè â ñëåäóþùåì âèäå

f ′s =
df

ds
=

∂f

∂x1
dx1

ds
+ . . .+

∂f

∂xn
dxn

ds
+
∂f

∂s
= grad f · ν′s +

∂f

∂s
. (3.102)

Âûðàæåíèå (3.102) íàçûâàþò òàêæå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè z =
f(x1, . . . , xn, s). Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ (3.101) åñòü
ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè z = f(x1, . . . , xn).

Äèôåðåíöèàë

df =
∂f

∂x1
dx1 + . . .+

∂f

∂xn
dxn +

∂f

∂s
ds. (3.103)

íàçûâàþò ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè z = f(x1, . . . , xn, s), à äèôôå-
ðåíöèàë (3.20) � ïîëíûì äèôåðåíöèàëîì ôóíêöèè z = f(x1, . . . , xn).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ è ïîëíûé äèôôåðåíöèàë äîëæ-
íû âêëþ÷àòü ïðè âû÷èñëåíèè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè.

Åñëè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî íà ïðàêòèêå ýòî
îáû÷íî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ñìîãëè îïðåäåëèòü âñå êîîðäèíàòû, íà êîòîðûõ
çàäàíà ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 1. Åñëè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âûáðàòü âðåìÿ t, òî îòîáðàæåíèå
ν : I → Rn íàçûâàþò äâèæåíèåì, êðèâóþ ν(t) îáîçíà÷àþò x(t) è íàçûâàþò
òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ, ïðîèçâîäíóþ âåêòîðà ν′s ïî âðåìåíè îáîçíà÷àþò
υ = ẋ = (ẋ1, . . . , ẋn) è íàçûâàþò ñêîðîñòüþ. Â ñâîþ î÷åðåäü ïðîèçâîäíóþ
ñêîðîñòè ïî âðåìåíè υ̇ = ẍ = (ẍ1, . . . , ẍn) íàçûâàþò óñêîðåíèåì.

Ïðèìåð 2. Ñêîðîñòü ñêàëÿðíîé ôóíêöèè z = f(x1, . . . , xn, t):

ḟ = grad f · ẋ+
∂f

∂t
. (3.104)

Âåëè÷èíà grad f · ẋ ïîëó÷åíà òîëüêî çà ñ÷åò ïåðåõîäà òî÷êè ν âäîëü
ñâîåé òðàåêòîðèè îò îäíèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè ê äðóãèì è íàçûâàåòñÿ ïåðå-
íîñíîé (êîíâåêòèâíîé) ñêîðîñòüþ. Âåëè÷èíà ∂f

∂t äàåò èçìåíåíèå ôóíêöèè
â íåïîäâèæíîé òî÷êå, ïîëó÷åííîå èç-çà íåñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèè, è íà-
çûâàåòñÿ ìåñòíîé (ëîêàëüíîé) ñêîðîñòüþ.

Ïðèìåð 3. Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè z = f(x1, . . . , xn) ïî x1:

df

dx1
=

∂f

∂x1
+

∂f

∂x2
dx2

dx1
+ . . .+

∂f

∂xn
dxn

dx1
. (3.105)
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Ïðèìåð 4. Ñêîðîñòü âåêòîð-ôóíêöèè y = φ(t, ν) èìååò âèä:

φ̇ =
∂φ

∂x
ẋ+

∂φ

∂t
. (3.106)

Ïðèìåð 5. Êîìïëåêñíîé êðèâîé íàçûâàþò ôóíêöèþ φ: φ : I → Cn, I ⊂ R
� îòîáðàæåíèå èíòåðâàëà I âåùåñòâåííîé îñè t â ëèíåéíîå êîìïëåêñíîå
ïðîñòðàíñòâî Cn. Ïðîèçâîäíàÿ êðèâîé φ â òî÷êå t0 ∈ I îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷-
íûì îáðàçîì, ýòî âåêòîð ïðîñòðàíñòâà Cn:

φ̇(t0) =
dφ

dt
= lim

∆t→0

φ(t0 +∆t)− φ(t0)

∆t
. (3.107)

Åñëè n > 1, òî, â îòëè÷èå îò C, äâå êðèâûå â Cn ïåðåìíîæàòü íåëüçÿ.
Îäíàêî ìîæíî óìíîæèòü φ : I → Cn íà f : I → C:

(f · φ)(t) = f(t) · φ(t). (3.108)

Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé êîìïëåêñíîé êðèâîé:

dφ

dt
=
dφ

dt
,

d(φ1 + φ2)

dt
=
dφ1

dt
+
dφ2

dt
,

d(fφ)

dt
=
df

dt
φ+ f

φ

dt
. (3.109)

Ðàçóìååòñÿ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò.
Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ìàëûé ïîâîðîò ðàäèóñ-âåêòîðà r â

ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z âîêðóã îñè z, ò.å. òàêîå îðòîãîíàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè êîòîðîì ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà èçìåíÿþòñÿ áåñêîíå÷-
íî ìàëî. Ìàòðèöà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîâîðîòà σ çàäà¼ò ïî÷òè òîæäåñòâåí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå E, îòëè÷àþùååñÿ îò íåãî ëèøü áåñêîíå÷íî ìàëûì îïå-
ðàòîðîì ε: σ = E + ε. Åñëè ìàòðèöà êîíå÷íîãî âðàùåíèÿ âîêðóã îñè z íà
óãîë φ èìååò âèä (2.87): ∥∥∥∥∥∥∥

cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥
òî ìàòðèöà σ áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîâîðîòà íà óãîë dφ (òàê êàê cos dφ ≈ 1,
sin dφ ≈ dφ) èìååò âèä:

σ = E + ε =

∥∥∥∥∥∥∥
1 −dφ 0

dφ 1 0

0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥ èëè ε =

∥∥∥∥∥∥∥
0 −dφ 0

dφ 0 0

0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥ = dφ

∥∥∥∥∥∥∥
0 −1 0

1 0 0

0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥ .
Òàêèì îáðàçîì, ε åñòü êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

ðàâíà σ−1 = E − ε. Òîãäà ïîëó÷àåì σσ−1 = (E + ε)(E − ε) ≈ E.
Ïðîèçâîëüíûé (íå îðòîãîíàëüíûé îñÿì) áåñêîíå÷íî ìàëûé ïîâîðîò çà-

äà¼òñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé ñëåäóþùåãî âèäà:

ε =

∥∥∥∥∥∥∥
0 −dΩz dΩy

dΩz 0 −dΩx
−dΩy dΩx 0

∥∥∥∥∥∥∥ èëè

dx = z dΩy − y dΩz,

dy = x dΩz − z dΩx,

dz = y dΩx − x dΩy.

(3.110)
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Êîìïîíåíòû dΩi ñâÿçàíû ñ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû εjk ñîîòíîøåíèåì:

dΩi =
1

2

3∑
j,k=1

δijkεjk, (3.111)

ãäå δijk � íàçûâàåòñÿ ñèìâîë Ëåâè�×èâèòû, ðàâíûé íóëþ, åñëè ñðåäè èí-
äåêñîâ i, j, k èìåþòñÿ îäèíàêîâûå, è ðàâíûé ±1 â çàâèñèìîñòè îò ÷¼ò-
íîñòè èëè íå÷¼òíîñòè ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ i, j, k.

Â ðåçóëüòàòå ìû ìîæåì çàïèñàòü âåêòîðíîå óðàâíåíèå:

dr = dΩ× r, (3.112)

ãäå dΩ � âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû dΩx, dΩy, dΩz.

Îäíàêî ïðåäñòàâëåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â âåêòîðíîé ôîð-
ìå åù¼ íå äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî dΩ åñòü âåêòîð. Èñòèí-
íûå âåêòîðû, â ÷àñòíîñòè äîëæíû âûäåðæèâàòü ëþáûå îðòîãîíàëüíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì èíâàðèàíòàìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà
dΩ â îñíîâíîì ¾âûäåðæèâàåò¿ ýòè ¾èñïûòàíèÿ íà âåêòîð¿ çà èñêëþ÷åíèåì
îïåðàöèè îòðàæåíèÿ, ò.å. êàê ðåçóëüòàò âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïñåâäîâåêòîðîì èëè àêñèàëüíûì âåêòîðîì.

Âåêòîð ω = dΩ
dt íàçûâàåòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ è íàïðàâëåí

âäîëü îñè áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîâîðîòà, ñîâåðøàþùåãîñÿ â ìîìåíò âðåìå-
íè t. Ýòà îñü íàçûâàåòñÿ ìãíîâåííîé îñüþ âðàùåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå âðàùåíèÿ

ṙ = ω × r. (3.113)

Íà âåêòîð r, êîòîðûé ìû çäåñü äèôôåðåíöèðóåì, íå áûëî íàëîæåíî íè-
êàêèõ óñëîâèé. Ïðîèçâîëüíîñòü ýòîãî âåêòîðà ìîæíî ïîä÷åðêíóòü, çàïèñàâ
îáùåå óðàâíåíèå â îïåðàòîðíîé ôîðìå:(

d

dt

)
=

(
d

dt

)
ïåðåìåùåíèå

+ ω ×âðàùåíèå . (3.114)

Ìû ðàçäåëèëè èçìåíåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà, ñâÿçàííîå ñ åãî ïåðå-
ìåùåíèåì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò è ñ åãî âðàùåíèåì.

Ïðèìåð 7. Ïóñòü a � âåêòîðíîå ïîëå â îáëàñòè U . Êðèâàÿ ν : I → Rn
â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé êàñàòåëüíûé âåêòîð dx(s) èìååò íàïðàâëåíèå âåê-
òîðíîãî ïîëÿ a, íàçûâàåòñÿ âåêòîðíàÿ ëèíèÿ èëè ëèíèÿ òîêà . Òîãäà ñ
ó÷¼òîì (2.14) ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå âåêòîðíîé ëèíèè:

dx1

a1
= . . . =

dxn

an
=
dx

a
. (3.115)

Ïóñòü a � ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà æèäêîñòè. Òîãäà
âåêòîðíûå ëèíèè

dx

ax
=
dy

ay
=
dz

az
, (3.116)
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åñòü òðàåêòîðèè ÷àñòèö æèäêîñòè.
Ïðèìåð 8. Ïóñòü f = u + iv � êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â

îáëàñòè A ⊂ C, ãäå u(x, y) è v(x, y) ñâÿçàíû óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà (3.33).
Çàäàäèì â îáëàñòè A âåêòîðíîå ïîëå a = (ax, ay):

ax =
∂u

∂x

(3.33)
=

∂v

∂y
; ay =

∂u

∂y

(3.33)
= −∂v

∂x
. (3.117)

Òîãäà
du = ax dx+ ay dy = (a, ξ), (3.118)

åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a è âåêòîðà ξ = (dx, dy), à

dv = ax dy − ay dx =

∣∣∣∣∣ ax ay

dx dy

∣∣∣∣∣ = [a, ξ], (3.119)

åñòü êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a è âåêòîðà ξ.
Åñëè du = 0, òî u(x, y) = const � ëèíèÿ óðîâíÿ, â êàæäîé òî÷êå ïåðïåí-

äèêóëÿðíàÿ âåêòîðó a = gradu.
Åñëè dv = 0, òî v(x, y) = const � âåêòîðíàÿ ëèíèÿ, èìåþùàÿ â êàæäîé

òî÷êå íàïðàâëåíèå âåêòîðà a:

ax dy − ay dx = 0 èëè
dx

ax
=
dy

ay
. (3.120)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ èç ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y) çàäàåò ñåìåéñòâî
êðèâûõ íà ïëîñêîñòè. Êðèâûå èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðó-
ãîì ïîä ïðÿìûì óãëîì â êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè. Âíóòðè êàæäîãî èç ñå-
ìåéñòâ, êðèâûå íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

Ïðèìåð 9. Ïóñòü a � âåêòîðíîå ïîëå â îáëàñòè U , f : U → R � äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f ïî íàïðàâëåíèþ s
âåêòîðíîãî ïîëÿ a = (a1, . . . , an) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà:

f ′s =
∂f

∂x1
a1 + . . .+

∂f

∂xn
an = grad f · a. (3.121)

Ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Laf = f ′s èëè La = a∇ = a1
∂

∂x1
+ . . .+ an

∂

∂xn
. (3.122)

Ñêàëÿðíûé îïåðàòîð La = a∇ ïîëó÷åí ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì ïðîèç-
âîëüíîãî âåêòîðà ïîëÿ a íà îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà ∇, ñòîÿùèé ñïðàâà îò a

(â îòëè÷èå îò ∇a
(3.83)
= div a). Ýòîò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî

ïîðÿäêà íàçûâàþò òàêæå ïðîèçâîäíîé Ëè è îáîçíà÷àþò La (L � â ÷åñòü
Ñîôóñà Ëè).

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ýòî ãåîìåòðè-
÷åñêèé îáúåêò, ïî ñàìîìó ñâîåìó îïðåäåëåíèþ íå çàâèñÿùèé íè îò êàêîé
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ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ Ëè âçàèìíî îäíîçíà÷íî çàäà-
åòñÿ ïîëåì a, òî èõ ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþò.

Êàê ìû çíàåì ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ è îòîáðàæåíèé íàçûâàåòñÿ êàòå-
ãîðèåé. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ (ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ)
è èõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé äðóã â äðóãà òàêæå îáðàçóåò ñîîòâåòñòâóþùóþ
êàòåãîðèþ.

Ìíîæåñòâî F âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f : U → R
èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (òàê
êàê ñëîæåíèå ôóíêöèé ñîõðàíÿåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü), è äàæå êîëüöà
(òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé äèôôåðåí-
öèðóåìî), èëè, ëó÷øå ñêàçàòü, R-àëãåáðû (êîëüöà, äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî
îïðåäåëåíî óìíîæåíèå íà ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùåå îáû÷íûì òðåáîâàíèÿì).
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé a ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì (ðàçíûì
ïàðàìåòðàì s) îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé. Ïðîèç-
âîäíàÿ ôóíêöèè èç F ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ a ñíîâà ïðèíàäëåæèò F (çäåñü
ñóùåñòâåííà áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü). Èòàê, äèôôåðåíöèðîâà-
íèå ïî íàïðàâëåíèþ ãëàäêîãî ïîëÿ a åñòü îòîáðàæåíèå Lξ : F → F àëãåáðû
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â ñåáÿ. Ñâîéñòâà ýòîãî îòîáðàæå-
íèÿ:

1. La(c1f1 + c2f2) = c1Laf1 + c2Laf2, c1, c2 ∈ R, ëèíåéíîñòü;

2. La(f1f2) = f1Laf2 + f2Laf1 ôîðìóëà Ëåéáíèöà;

3. La+b = La + Lb;

4. Lfa = fLa.

Àëãåáðàèñòû íàçûâàþò îòîáðàæåíèå La (êîììóòàòèâíîãî) êîëüöà â ñåáÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèåì, åñëè îíî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1 è 2 îòîáðàæåíèÿ. Âñå
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîëüöà áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì 3 è 4 îáðàçóþò ìîäóëü

íàä ýòèì êîëüöîì (ìîäóëü íàä êîëüöîì � îáîáùåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íàä R: ýëåìåíòû ìîäóëÿ ìîæíî ñêëàäûâàòü ìåæäó ñîáîé è óìíîæàòü
íà ýëåìåíòû êîëüöà).

Àíàëèòèêè íàçûâàþò îòîáðàæåíèå La ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåí-

öèàëüíûì îïåðàòîðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ñîãëàñíî 1 è 2, îïåðàòîð LaF → F R-ëèíååí. Àíàëîãè÷íûé La îïåðàòîð
ïðîèçâîäíîé Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ a ìîæíî îïðåäåëèòü íå òîëüêî äëÿ
ôóíêöèé, íî è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ, ïåðåíîñèìûõ äèôôåîìîðôèçìàìè (âåêòîðíûõ ïîëåé, ôîðì, òåíçîðîâ)
� ïðîèçâîäíàÿ êàæäîãî èç îáúåêòîâ áóäåò îáúåêòîì òîé æå ïðèðîäû.

Ôðàíöóçû íàçûâàþò îïåðàòîð La ïðîèçâîäíîé ðûáàêà: ðûáàê ñèäèò íà
ìåñòå è äèôôåðåíöèðóåò îáúåêòû, ïðîíîñèìûå ìèìî íåãî ôàçîâûì ïîòîêîì
(ñì. � 5.1).

Ïóñòü çàäàíû äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ:

ν ′
t = a(ν), ν ′

s = b(ν). (3.123)
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Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ïî äâóì ðàçíûì íà-
ïðàâëåíèÿì, êîòîðàÿ åñòü ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî âîçäåéñòâèÿ (êîì-
ïîçèöèè) äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ:

LbLaf = f ′′ts =
n∑
i=1

bi
∂

∂xi

n∑
j=1

aj
∂f

∂xj
=

n∑
i,j=1

bi
∂aj
∂xi

∂f

∂xj
+

n∑
i,j=1

biaj
∂ 2f

∂xi∂xj
.

Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå êîììóòàòèâíà:

(LbLa − LaLb)f = f ′′ts − f ′′st =
n∑

i,j=1

(
bi
∂aj
∂xi

− ai
∂bj
∂xi

)
∂f

∂xj
. (3.124)

Íà ïåðâûé âçãëÿä êîììóòàòîð äâóõ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ �
ýòî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, íî òàê êàê ñëàãàåìîå
ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè f ′′xixj ïðè âû÷èòàíèè ïðîïàäàåò, òî êîììóòàòîð
LbLa−LaLb åñòü ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ñêîáêîé Ïóàññîíà (êîììóòàòîðîì) âåêòîðíûõ ïîëåé a è b:

c = {a,b} (3.125)

íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå c = (c1, . . . , cn), äëÿ êîòîðîãî îïåðàòîð äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ åñòü âûðàæåíèå:

Lc = LbLa − LaLb èëè Lc = c1
∂

∂x1
+ . . .+ cn

∂

∂xn
(3.126)

ãäå cj = {a,b}j =
n∑
i=1

(
bi
∂aj
∂xi − ai

∂bj
∂xi

)
.

Ñâîéñòâà ñêîáêè Ïóàññîíà âåêòîðíûõ ïîëåé a,b, c (c ∈ R):

1. {a,b+ c} = {a,b}+ {a, c}, c{a,b} = {ca,b} = {a, cb} ëèíåéíîñòü;

2. {a,b} = −{b,a} êîñîñèììåòðè÷íîñòü;

3. {a, {b, c}}+ {b, {c,a}}+ {c, {a,b}} = 0 òîæäåñòâî ßêîáè.

Àëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé,
îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè 1, 2 è 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîáêà Ïóàññîíà ïðåâðà-
ùàåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé â àëãåáðó Ëè.

3.6 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî y = f(x), êîòîðûé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ (ëåæàùóþ íà ïëîñêîñòè) êðèâóþ. Ââåäåì äëÿ êðè-
âîé ïîíÿòèå ïîðÿäîê êàñàíèÿ. Ïëîñêàÿ êðèâàÿ èìååò äâà òèïà òî÷åê êàñà-
íèÿ. Åñëè êðèâàÿ ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò êàñàòåëüíîé, òî ïðÿìàÿ íàçû-
âàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Åñëè êðèâàÿ ïåðåñåêàåò êàñàòåëüíóþ
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â òî÷êå êàñàíèÿ, òî ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé âòîðîãî ïîðÿäêà, à
òî÷êà êàñàíèÿ, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà êðèâîé.

Íàçâàíèÿ êàñàòåëüíûõ îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî â òî÷êàõ ïåðåãèáà è òîëü-
êî â íèõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êðèâîé âñåãäà ðàâíà íóëþ

f ′′ = 0. (3.127)

Ïðè÷¼ì ýòî óñëîâèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, ò.å. òî÷êè
ïåðåãèáà åñòü èíâàðèàíòû. Ïëîñêàÿ êðèâàÿ íå èìååò êàñàòåëüíûõ âûøå
âòîðîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ïîðÿäîê êàñàíèÿ îñè x ñ ãðàôèêîì y = x2n, n ∈
N ïåðâûé, à ñ ãðàôèêîì y = x2n+1, n ∈ N � âòîðîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè â äâóõ ñîñåäíèõ òî÷êàõ 1
è 2, è ÷åðåç ∆s äëèíó äóãè ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Âåëè÷èíà:

k = lim
∆s→0

α

∆s
=

1

R
(3.128)

íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé â äàííîé òî÷êå ñ ðàäèóñîì R (ðèñ. 3.5).
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Ðèñ. 3.5: Êðèâèçíà

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïëîñêàÿ ãëàä-
êàÿ êðèâàÿ èìååò â êàæäîé òî÷êå êðî-
ìå êàñàòåëüíîé åùå è ñîïðèêàñàþùó-

þñÿ îêðóæíîñòü, õàðàêòåðèçóþùóþ
èñêðèâëåííîñòü êðèâîé â äàííîé òî÷-
êå. Öåíòð è ðàäèóñ R ýòîé îêðóæíî-
ñòè íàçûâàþò öåíòðîì êðèâèçíû è ðà-
äèóñîì êðèâèçíû. Ìíîæåñòâî öåíòðîâ
êðèâèçíû ïëîñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ
å¼ ýâîëþòîé (îò ëàò. evolutus � ðàç-
â¼ðíóòûé). Ñàìà êðèâàÿ ïî îòíîøå-
íèþ ê ñâîåé ýâîëþòå íàçûâàåòñÿ å¼
ýâîëüâåíòîé (îò ëàò. evolvents � ðàç-
âîðà÷èâàþùèé).

Åñëè çà èñõîäíóþ êðèâóþ âçÿòü ýâîëþòó γ, òî å¼ ýâîëüâåíòà η � ýòî òðà-
åêòîðèÿ, êîòîðóþ îïèñûâàåò êîíåö íàòÿíóòîé íèòè, ñìàòûâàåìîé ñ èñõîä-
íîé êðèâîé (ðèñ. 3.6). Â òî÷êå êàñàíèÿ ýâîëüâåíòû è ýâîëþòû ó ýâîëüâåíòû
èìååòñÿ îñòðèå, îáîçíà÷åííîå äàëåå ïóíêòèðîì. Ýâîëüâåíòà â ýòîì ìåñòå
èìååò áåñêîíå÷íóþ êðèâèçíó è íå ãëàäêàÿ. Ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò
ñîïðèêàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòü, íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòüþ.
Ïðÿìàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ öåíòð êðèâèçíû ñ êàñàòåëüíîé òî÷êîé, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà êàñàòåëüíîé è íàçûâàåòñÿ íîðìàëüþ. Ýâîëþòà γ ÿâëÿåòñÿ
îãèáàþùåé íîðìàëåé ýâîëüâåíòû η.

Ïîíÿòèÿ ýâîëþòû è ýâîëüâåíòû ââåäåíû Õ. Ãþéãåíñîì (1673) è ïðèñóò-
ñòâîâàëè âî ìíîãèõ ñòàðûõ ó÷åáíèêàõ àíàëèçà, íà÷èíàÿ îò ïåðâîãî ó÷åáíè-
êà Ëîïèòàëÿ è ïðèáëèçèòåëüíî äî Ãóðñà, íî â ñîâðåìåííûõ êóðñàõ àíàëèçà
èìååòñÿ òåíäåíöèÿ î íèõ óìàë÷èâàòü, õîòÿ â êóðñàõ äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè èì óäåëåíî äîëæíîå ìåñòî.
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Ðèñ. 3.6: Îáðàçîâàíèå ýâîëüâåíòû
ïðè ïîìîùè íèòè

Ïóñòü ïëîñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà ôóíê-
öèåé y = f(x). Äèôôåðåíöèàë âòîðî-
ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè ðàâåí å¼ îòêëî-
íåíèþ îò êàñàòåëüíîé ïðÿìîé íà áåñ-
êîíå÷íî ìàëîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ò.å.

d2f = αds, èëè k =
d2f

ds2
(3.129)

Òàêèì îáðàçîì, êðèâèçíà êðèâîé
k åñòü îòíîøåíèå å¼ âòîðîé è ïåðâîé

äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì (ñì. ñòð. 117) ïðè÷¼ì çíàê êðèâèçíû çàäà¼òñÿ
òîëüêî âòîðîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé, òàê êàê ïåðâàÿ äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ôîðìà âñåãäà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì
d2f êðèâèçíà áóäåò ïîëîæèòåëüíîé ïðè èñêðèâëåíèè ëèíèè ïðîòèâ ÷àñî-

âîé ñòðåëêè è îòðèöàòåëüíîé ïðè èñêðèâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Â òî÷êå ïåðåãèáà êðèâèçíà ðàâíà íóëþ òàê êàê d2f = 0.

Êîãäà ëèíèÿ � ïðÿìàÿ, óãîë α âñåãäà ðàâåí íóëþ, ò.å. k = 0 âî âñåõ
òî÷êàõ ïðÿìîé. Ïðÿìàÿ ëèíèÿ èìååò áåñêîíå÷íûé ðàäèóñ êðèâèçíû. Åñëè
êðèâàÿ � îêðóæíîñòü ðàäèóñàR, òî∆s = αR è k = 1

R âî âñåõ òî÷êàõ îêðóæ-
íîñòè. Ïðîèçâîëüíàÿ ëèíèÿ y = f(x) â ðàçíûõ òî÷êàõ èìååò ðàçëè÷íûé
ðàäèóñ êðèâèçíû. Çàïèøåì tgα =

√
ds2−dx2

dx = f ′(x) èëè ds2 = (f ′2 + 1)dx2.

Ïðè ýòîì d2f = f ′′(x)dx2, òîãäà k
(3.129)
= f ′′

f ′2+1 .
Åñëè êðèâàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé, òî ó íå¼ òîæå ìîæíî ïîñòðîèòü êà-

ñàòåëüíóþ, ñîïðèêàñàþùóþñÿ îêðóæíîñòü è ñîïðèêàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòü.
Îäíàêî å¼ ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè ê òî÷êå ìå-
íÿåòñÿ. Ïîýòîìó â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êðîìå êðèâèçíû êðèâîé ââî-
äèòñÿ åù¼ ïîíÿòèå êðó÷åíèÿ.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç β óãîë ìåæäó ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè
â äâóõ ñîñåäíèõ òî÷êàõ è ÷åðåç ∆s äëèíó äóãè ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè, òî
âåëè÷èíà:

σ = lim
∆s→0

β

∆s
(3.130)

íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèåì äàííîé êðèâîé ëèíèè â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.
Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé â êàæäîé òî÷êå èìååò âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ν′′s .

Ïðÿìàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ öåíòð êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé ñ
êàñàòåëüíîé òî÷êîé íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé íîðìàëüþ. Âåêòîð ν′′s ïåðïåíäèêó-
ëÿðåí âåêòîðó ν′s è íàïðàâëåí ïî ãëàâíîé íîðìàëè. Íîðìàëü, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè, èìååò íàïðàâëåíèå ν′s × ν′′s è íàçûâà-
åòñÿ áèíîðìàëüþ.

Êðèâèçíà è êðó÷åíèå êðèâîé â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

k =

√
[ν′s, ν

′′
s ]

2

(ν′s, ν
′
s)

3
, σ =

(ν′s, ν
′′
s , ν

′′′
s )

[ν′s, ν
′′
s ]

2
; (3.131)
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ãäå (ν′s, ν
′
s) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

[ν′s, ν
′′
s ] � êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

(ν′s, ν
′′
s , ν

′′′
s ) � ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âòîðàÿ èç ýòèõ ôîðìóë äàâàëà ïðàâèëüíî çíàê êðó-
÷åíèÿ, íåîáõîäèìî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ ¾ïðàâîé¿ îðèåíòàöèåé.
Êðèâèçíà è êðó÷åíèå ñóòü äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà s. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èõ âåëè÷èíà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïå-
ðåõîäå ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òî÷êè, â êîòîðûõ ν′s ̸= 0 êðèâàÿ èìååò
êàñàòåëüíóþ è ïðîñòèðàåòñÿ âäîëü êàñàòåëüíîé â îáå ñòîðîíû. Âáëèçè òî÷-
êè, ãäå ν′s = 0, êðèâàÿ ìîæåò èìåòü èíîå ñòðîåíèå; â òàêèõ ñëó÷àÿõ òî÷êà
íàçûâàåòñÿ íåðåãóëÿðíîé èëè îñîáîé.

Ãðàôèê ãëàäêîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (3.40) èìååò âèä:

d2f = Ldy2 + 2Mdxdy +Ndx2, (3.132)

ãäå L = f ′′yy, M = f ′′xy, N = f ′′xx,
Åñëè äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìè-

ðîâàòü â òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ å¼ ïîâåðõíîñòü (ãðàôèê) êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòüþ, òî ïîâòîðíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îñî-
áåííîñòè ýòîé ïîâåðõíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

Åñëè d2f = 0, òî â ýòèõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòü è êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü
ïåðåñåêàþòñÿ, è ìû ìîæåì çàïèñàòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:

Lu2 + 2Mu+N = 0 (3.133)

ãäå u = dy
dx .

Êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (1.40):

u1,2 = −M ±
√
M2 − LN

L
(3.134)

çàäàþò ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ â îêðåñòíîñòè
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ åñòü ãåññèàí:

LN −M2 = ∆ =

∣∣∣∣∣ f
′′
xx f ′′xy

f ′′yx f ′′yy

∣∣∣∣∣ , ãäå f ′′xy = f ′′yx (3.135)

Åñëè ∆ > 0, òî âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (3.132) çíàêîîïðåäåë¼ííàÿ
ïðè ïðîèçâîëüíûõ dx è dy (äèôôåðåíöèàë d2f çíàêîîïðåäåë¼í), à ïîâåðõ-
íîñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè êàñàíèÿ âûïóêëà è
ðàñïîëàãàåòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå
òî÷êà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé.

Åñëè ∆ < 0, òî ôîðìà (3.132) � çíàêîïåðåìåííàÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî-
âåðõíîñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè è êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè äàåò äâå ¾êàñàòåëüíûå ïðÿìûå¿ dy = u1dx è dy = u2dx.
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Òàêàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Â îêðåñòíîñòè ãèïåð-
áîëè÷åñêîé òî÷êè ïîâåðõíîñòü èìååò ñåäëîîáðàçíûé õàðàêòåð è íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàêñ. Â ãåîãðàôèè ìèíèìàêñ � ýòî ñåäëîâèíà, êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ,
íàïðèìåð, â òî÷êå ïåðåâàëà ÷åðåç ãîðíûé õðåáåò; äðóãîé ïðèìåð � ýòî ïðî-
ñòî ñåäëî. Âåëè÷èíû u1 è u2 åñòü ôóíêöèè òî÷êè êàñàíèÿ, ïîýòîìó ïåðåñå-
÷åíèå ïîâåðõíîñòè è êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè îáðàçóåò äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ
êðèâûå ëèíèè.

Åñëè ∆ = 0, òî ïîâåðõíîñòü öåëèêîì ðàñïîëîæåíà ïî îäíó ñòîðîíó îò
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, îáå êàñàòåëüíûå ñîâïàäàþò (èìååò ìåñòî âûðîæ-
äåíèå) è ïîâåðõíîñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ ñîäåðæèò êàñàòåëüíóþ
ïðÿìóþ. Òàêàÿ êàñàòåëüíàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé.
Âåëè÷èíà u åñòü ôóíêöèÿ òî÷êè êàñàíèÿ, ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè
è ïëîñêîñòè äàåò êðèâóþ, öåëèêîì ñîñòîÿùóþ èç ïàðàáîëè÷åñêèõ òî÷åê,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ëèíèåé.

Áûâàþò ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð ñôåðà, ýëëèïñîèä (ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åí-
íàÿ äåôîðìàöèåé ñôåðû âäîëü âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñåé, íàïðèìåð
x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1), ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ ñ óðàâíåíèåì z = x2 + y2 è ò.ä.,
ó êîòîðûõ âñå òî÷êè ýëëèïòè÷åñêèå; òàêèå ïîâåðõíîñòè âûïóêëû â öåëîì.
Áûâàþò ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä ñ óðàâíåíèåì
z = x2 − y2, ó êîòîðûõ âñå òî÷êè ãèïåðáîëè÷åñêèå. Îäíàêî áûâàþò ïî-
âåðõíîñòè, îáëàäàþùèå òî÷êàìè îáîèõ òèïîâ; òàêîé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð,
ïîâåðõíîñòü òîðà, ò.å. áóáëèêà èäåàëüíîé ôîðìû. Â ýòîì ñëó÷àå êóñêè ïî-
âåðõíîñòè, çàïîëíåííûå ýëëèïòè÷åñêèìè òî÷êàìè, îò êóñêîâ, çàïîëíåííûõ
ãèïåðáîëè÷åñêèìè òî÷êàìè, îòäåëÿþòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè ëèíèÿìè. Íà òî-
ðå ýòî òî÷êè, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè òîðà,
çàïîëíÿþò äâå îêðóæíîñòè. Âïðî÷åì, áûâàþò ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð öè-

ëèíäð x2 + y2 = const èëè êîíóñ x2 + y2 = z2, ñïëîøü çàïîëíåííûå ïàðàáî-
ëè÷åñêèìè òî÷êàìè.

Çàïèøåì ìåòðèêó êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ds2 (3.39) â âèäå:

ds2 = Edy2 + 2Fdxdy +Gdx2, (3.136)

ãäå E = gyy, F = gxy, G = gxx.
Âåëè÷èíà K íàçûâàåòñÿ âíåøíåé èëè ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè

â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå è âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

K =
LN −M2

EG− F 2
. (3.137)

Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîé êðèâîé, ÷àñòíîå âåëè÷èí (3.132) è (3.136):

k =
1

R
=
d2f

ds2
. (3.138)

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëåíèè s (èëè êðè-
âèçíîé êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè ôóíêöèè, çàäàâàåìîé ïàðàìåòðîì s).

Âåëè÷èíà íîðìàëüíîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè, êàê è â ñëó÷àå êðèâîé,
ðàâíà îòíîøåíèþ âòîðîé è ïåðâîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Çíàê êðèâèçíû
òàêæå çàäà¼òñÿ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.
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Êàê ìû âèäèì, êðèâèçíû êðèâîé è ïîâåðõíîñòè î÷åíü ïîõîæè, îäíàêî
îíè ðàçëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ïåðâàÿ èçìåðÿåòñÿ â åäèíñòâåííîì íàïðàâëåíèè
âäîëü ñîáñòâåííîé êðèâîé, à âòîðàÿ èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè. Ïîýòî-
ìó íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ èìååò ðàç-
íûå íàçâàíèÿ. Òàê ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé êðèâèçíû â äàííîé
òî÷êå íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëåíèÿ
s, íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè ïîâåðõíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé
òî÷êå. Íàïðàâëåíèÿ s, â êîòîðûõ íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà îáðàùàåòñÿ â íóëü
(d2f = 0), íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè (îò ãðå÷. ασυµπτωτoς � íåñîâ-
ïàäàþùèé, íå êàñàþùèéñÿ).

Òàê, íàïðèìåð, â ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå (∆ < 0) êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü
ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü ïî äâóì àñèìïòîòè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì, â ýëëèï-
òè÷åñêîé òî÷êå (∆ > 0) àñèìïòîòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé íåò, à â ïàðàáîëè÷å-
ñêîé òî÷êå (∆ = 0) ïëîñêîñòü êàñàåòñÿ ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè ñ îäíèì àñèìï-
òîòè÷åñêèì íàïðàâëåíèåì.

Çàïèøåì êëàññèôèêàöèþ òî÷åê ïîâåðõíîñòè ([29, Î. À. Ïëàòîíîâà] è
[22, Å. Å. Ëàíäèñ], äà¼òñÿ ïî [8, Â. È. Àðíîëüä ¾Òåîðèÿ êàòàñòðîô¿]):

1. Â ýëëèïòè÷åñêîé îáëàñòè ïîâåðõíîñòü âûïóêëà, âñå êàñàòåëüíûå ïðÿ-
ìûå íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê â êàæäîé ýë-
ëèïòè÷åñêîé òî÷êå, âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çíàêîîïðåäåë¼ííàÿ,
à äèñêðèìèíàíò è âíåøíÿÿ êðèâèçíà ïîëîæèòåëüíûå.

Òî÷êè, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ïîâåðõíîñòü íå âûïóêëà, èìåþò êàñà-
òåëüíûå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îíè îáðàçîâàíû òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ
ïîâåðõíîñòè è êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè (èìåþùåé íóëåâóþ êðèâèçíó) è
íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè êàñàòåëüíûìè. Åñòåñòâåííî, ÷òî â
ýëëèïòè÷åñêîé îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé íåò.

2. Â ãèïåðáîëè÷åñêîé îáëàñòè êàæäàÿ òî÷êà èìååò äâå êàñàòåëüíûõ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. Âíóòðè îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè êàñàòåëüíûå âòîðîãî
ïîðÿäêà â êàæäîé òî÷êå çàäàþò äâà íàïðàâëåíèÿ, äâèãàÿñü ïî êî-
òîðûì ìû ïîëó÷àåì ñåòü àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé íà ïîâåðõíîñòè â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè ãèïåðáîëè÷-
íîñòè ïðîõîäÿò, òàêèì îáðàçîì, äâå àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè è ìíîæå-
ñòâî íåàñèìïòîòè÷åñêèõ. Ïðè ýòîì âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çíà-
êîïåðåìåííàÿ, à äèñêðèìèíàíò è âíåøíÿÿ êðèâèçíà îòðèöàòåëüíûå.

Äâå ýòè îáëàñòè ýëëèïòè÷åñêóþ è ãèïåðáîëè÷åñêóþ ðàçäåëÿåò îáùàÿ
ãðàíèöà � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ëèíèÿ:

3. Ïàðàáîëè÷åñêàÿ ëèíèÿ èìååò â êàæäîé ñâîåé òî÷êå îäíó êàñàòåëüíóþ
âòîðîãî ïîðÿäêà (îáà àñèìïòîòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèÿ ñîâïàäàþò). Âòî-
ðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, äèñêðèìèíàíò è âíåøíÿÿ êðèâèçíà ðàâíû
íóëþ.

4. Ðàññìàòðèâàÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè âíóòðè îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íî-
ñòè, ìû ìîæåì íàéòè èõ òî÷êè ïåðåãèáà. Òàê êàê àñèìïòîòè÷åñêèå
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ëèíèè ïðîõîäÿò ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè, òî èõ
òî÷êè ïåðåãèáà ìîãóò îáðàçîâûâàòü íåïðåðûâíóþ îñîáóþ ëèíèþ:

Êðèâóþ ïåðåãèáà àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé. Òî÷êè ýòîé ëèíèè èìåþò
êàñàòåëüíóþ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Íàêîíåö íà ýòîé êðèâîé âûäåëåíû åùå
îñîáûå òî÷êè òðåõ òèïîâ:

5. Òî÷êà äâîéíîãî ïåðåãèáà (êàñàòåëüíàÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà), ò.å. òî÷êà,
ãäå êðèâàÿ ïåðåãèáà â ñâîþ î÷åðåäü èìååò òî÷êó ïåðåãèáà.

6. Ïåðåãèá îáåèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé (äâå êàñàòåëüíûå òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà), ò.å. òî÷êà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ïåðåãèáà, ãäå îáå àñèìïòî-
òè÷åñêèå ëèíèè èìåþò ïåðåãèá.

7. Îáùèå òî÷êè ëèíèé 3 è 4, ò.å. òî÷êè ïåðåãèáà ïàðàáîëè÷åñêîé ëèíèè.

Äëÿ ïîâåðõíîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â òî÷êàõ 6 ïðîèñõîäèò ïåðåñå÷åíèå
äâóõ âåòâåé ëèíèé ïåðåãèáà ïîä íåíóëåâûì óãëîì, à â òî÷êàõ 7 � êàñàíèå
(ïåðâîãî ïîðÿäêà) ëèíèé 3 è 4.

ßñíî, ÷òî òèï òî÷êè ïîâåðõíîñòè íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé çàìåíå êîîðäè-
íàò, ò.å. óêàçàííàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêè èíâàðèàíòíîé è çàâèñèò òîëüêî îò çíàêà ãåññèàíà âòîðîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû (3.40) â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå. Ýòî ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî
äëÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à ðàñïðîñòðàíÿåò-
ñÿ íà ïðîñòðàíñòâî ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Òàê ãðàôèê ãëàäêîé ôóíêöèè n-
ïåðåìåííûõ y = f(x1, . . . , xn) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â
(n+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè âåëè÷èíà ãåññèàíà â òî÷êå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíà, îòðèöàòåëüíà èëè ðàâíà íóëþ (ìàòðèöà âûðîæäå-
íà), òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêîé,
ãèïåðáîëè÷åñêîé èëè ïàðàáîëè÷åñêîé.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Ïàðàáîëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð, êî-
íóñà èëè öèëèíäðà, èìåþò íóëåâóþ êðèâèçíó êàê ó ïëîñêîñòè, â îòëè÷èå
îò ýëëèïòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, íàïðèìåð, ñôåðû ðàäèóñà r, êîòîðàÿ èìå-
åò êðèâèçíó 1

r2 . Ýòîò ðåçóëüòàò îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî èç ëèñòà áóìà-
ãè ìîæíî ñâåðíóòü êîíóñ èëè öèëèíäð, íî íåëüçÿ ïîëó÷èòü íèêàêîãî êóñ-
êà ñôåðû áåç ñêëàäîê, ðàñòÿæåíèé èëè ðàçðûâîâ. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â
ðàçëè÷èè âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé: íèêàêóþ ÷àñòü ñôå-
ðû íåëüçÿ èçîìåòðè÷åñêè (ãðå÷. ισoµετρια � ðàâíîìåðíîñòü) îòîáðàçèòü
íà ïëîñêîñòü. Èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå îäíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå ñîõðàíÿþùåå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè. Åñëè ïðîñòðàíñòâà èçîìåòðè÷íû äðóã äðóãó, òî îíè
îêàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè. Âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ � ýòî ñîâîêóïíîñòü
ôàêòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè èçìåðåíèé, ïðîèçâîäè-
ìûõ íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè, áåç îáðàùåíèÿ ê îáúåìëþùåìó ïðîñòðàíñòâó.
Äåôîðìàöèÿ ïîâåðõíîñòè, ïðè êîòîðîé å¼ âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ âñ¼ âðå-
ìÿ îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé, íàçûâàåòñÿ èçãèáàíèåì ïîâåðõíîñòè è âîçìîæíà,
åñëè ïîâåðõíîñòü ôèçè÷åñêè ðåàëèçîâàíà èç ãèáêîãî, íî íåðàñòÿæèìîãî ìà-
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òåðèàëà, è äåôîðìàöèÿ ïðîèñõîäèò òàê, ÷òîáû íå âîçíèêàëî èçëîìîâ èëè
ðàçðûâîâ.

Â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãëàäêàÿ ïî-
âåðõíîñòü ñîâïàäàåò, ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ñ
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó â òàêîé îêðåñòíîñòè ñîîò-
íîøåíèÿ äëèí íà ïîâåðõíîñòè áóäóò òàêèìè æå, êàê íà ïëîñêîñòè, êîíå÷íî
ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âåëè÷èí âûñøåãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, â ìàëûõ
îáëàñòÿõ ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âåëè÷èí âûñøåãî
ïîðÿäêà, åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ. Áóäó÷è åâêëèäîâîé â áåñêîíå÷íî ìàëîì, â
öåëîì ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîâåðõíîñòü åâêëèäîâîé íå ÿâëÿåòñÿ è èìååò ñâîþ
âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ.

Îäíîé èç îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé ãðàôèêà íåïðåðûâíîé ñêàëÿðíîé ôóíê-
öèè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ýêñòðåìóìà (ëàò. extremum � êðàéíåå) � ëîêàëüíî-

ãî ìàêñèìóìà èëè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè, ò.å. òî÷êè, â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè êîòîðûõ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âåðõíþþ (íèæíþþ)
ãðàíü. Ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà áóäåò ñîîòâåòñòâåííî ñàìîé âûñîêîé èëè ñà-
ìîé íèçêîé òî÷êîé ïîâåðõíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè òî÷êè. Ýêñ-
òðåìóì íå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, òàê êàê ïðè èçìåíåíèè
ñèñòåìû êîîðäèíàò (íàïðèìåð, ïðè ïîâîðîòå) ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà ìîæåò
ïåðåñòàòü áûòü òàêîâîé.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà â ðàññìàòðèâàåìîé
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ëèáî îáðàùåíèå â íóëü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé (ãðàäèåíòà)
ôóíêöèè, ò.å. grad f = 0 ( ∂f∂xi = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n), ëèáî îòñóòñòâèå
ïðîèçâîäíîé (â ñëó÷àå èçëîìà ãðàôèêà ôóíêöèè). Íàïðèìåð, âåðøèíà êî-
íóñà x2 + y2 = z2 åñòü ýêñòðåìóì z = 0, íî ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå íå
ñóùåñòâóåò.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ñôîðìóëèðîâàíî òîëü-
êî äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà
äîëæíà áûòü ýëëèïòè÷åñêîé (∆ > 0), ò.å. òî÷êà ýêñòðåìóìà ãëàäêîé ôóíê-
öèè åñòü îáÿçàòåëüíî ýëëèïòè÷åñêàÿ òî÷êà, â êîòîðîé ãðàäèåíò ôóíêöèè
îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Åñëè ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ è âåçäå, êðîìå òî÷êè êàñàíèÿ τ , íàõîäèòñÿ
ïîä êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè τ d2f < 0 âåçäå,
êðîìå òî÷êè êàñàíèÿ, è τ � ìàêñèìóì. Åñëè ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç è âåçäå,
êðîìå òî÷êè êàñàíèÿ, íàõîäèòñÿ íàä êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ, òî d2f > 0
âåçäå, êðîìå òî÷êè êàñàíèÿ, è τ � ìèíèìóì.

Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, êîãäà d2f = f ′′(x0)dx
2, ýêñ-

òðåìóì îçíà÷àåò ïåðåìåíó çíàêà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Ôóíêöèÿ f(x) èìå-
åò ìàêñèìóì â íåêîòîðîé òî÷êå x0, åñëè f ′′(x0) < 0 (ñëåâà îò ýòîé òî÷êè
f ′(x0) > 0, à ñïðàâà � f ′(x0) < 0). Ôóíêöèÿ f(x) èìååò ìèíèìóì â òî÷êå x0
ïðè f ′′(x0) > 0 (ñëåâà f ′(x0) < 0, ñïðàâà f ′(x0) > 0).

Êðîìå ïîíÿòèÿ ýêñòðåìóìà, ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.
Äîïóñòèì, ìû ðàññìàòðèâàåì ãëàäêóþ êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå è êàñàòåëü-
íóþ ê íåé â íåêîòîðîé òî÷êå. Åñëè ýòî êàñàòåëüíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî
ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ èìååò óñëîâíûé ýêñòðåìóì îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé,
òàê êàê êðèâàÿ âûïóêëà îòíîñèòåëüíî ýòîé êàñàòåëüíîé. Â ñëó÷àå ãëàäêîé
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ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè ôóíê-
öèè ìîæåò ñòàòü òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê òî÷êó êàñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè è êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.
Òàêèì îáðàçîì óñëîâíûé ýêñòðåìóì ñóùåñòâóåò òîëüêî ó ãëàäêèõ ôóíêöèé
è îïðåäåëÿåòñÿ êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå. Ïîýòî-
ìó â îòëè÷èå îò áåçóñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà óñëîâíûé ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì óæå íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò, ò.å. ãåîìåòðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòåí.

Çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì âîçíèêàþò âî ìíîãèõ âîïðîñàõ ìåõàíèêè,
ãåîìåòðèè (íàïðèìåð, îòûñêàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íàèìåíüøåãî ïåðèìåòðà,
èìåþùåãî çàäàííóþ ïëîùàäü) è ò.ä.

Çàäà÷à íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì åñòü çàäà÷à îòûñêàíèÿ íóæíîé òî÷êè íà
âëîæåííîì ìíîãîîáðàçèè (ñì. ñòð. 133) èëè íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå, çàäàííîé ïðè ïîìîùè ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâÿçåé, êîòîðûå â ñëó÷àå
óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè.

Íàïðèìåð, òî÷êà êàñàíèÿ êðèâîé è êàñàòåëüíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, à êàñàòåëüíàÿ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ
óñëîâèåì óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Ïóñòü M åñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn, ðàçìåðíîñòè
m = n − k, è çàäàíû óðàâíåíèÿ k ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâÿçåé (óñëîâèé) f1 =
const, . . . , fk = const. Ïðè ýòîì âåêòîðû grad f1, . . . , grad fk ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû. Òîãäà ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì êîîðäèíàò-
íîé ôóíêöèè y = f(x1, . . . , xn) ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ, çàêëþ÷àåòñÿ â
ñâåäåíèè ýòîé çàäà÷è ê çàäà÷å íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì âñïîìîãàòåëü-
íîé ôóíêöèè � òàê íàçûâàåìîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà, êîòîðàÿ èìååò âèä:
L = f + λ1f1 + . . .+ λkfk, ãäå λ1, . . . , λk ∈ R � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà â ðàññìàòðèâàå-
ìîé òî÷êå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ∂L

∂xi = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n èëè gradL =
(0, . . . , 0) ïðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ grad f1, . . . , grad fk.

Ïðèìåð. Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè f äâóõ ïåðåìåííûõ â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðè íàëè÷èè òîëüêî îäíîé ñâÿçè g = const ðàññìàòðèâàåìûå ïî-
âåðõíîñòè êàñàþòñÿ â òî÷êå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Èõ ãðàäèåíòû â ýòîé
òî÷êå ïðîòèâîïîëîæíû (èëè ñîâïàäàþò) ïî íàïðàâëåíèþ è îòëè÷àþòñÿ ïî
äëèíå íà ìíîæèòåëü λ.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà âûïèñûâàåòñÿ â
âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû d2L =

∑n
i,j=1 L

′′
xixjdx

idxj . Òî÷êà óñëîâíîãî ýêñ-
òðåìóìà åñòü ýëëèïòè÷åñêàÿ òî÷êà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (3.40) äëÿ èñõîäíîé ïî-
âåðõíîñòè d2f =

∑n
i,j=1 f

′′
xixjdx

idxj è íå îáÿçàòåëüíî âû÷èñëÿòü êâàäðàòè÷-
íóþ ôîðìó äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

Ðàññìîòðèì ãðàôèê x, y, f ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äîïóñòèì, íà
ïîâåðõíîñòè åñòü èçëîì, ïðîõîäÿùèé âäîëü íåêîòîðîé ëèíèè. Ëèíèÿ èç-
ëîìà αβ, ðàçäåëÿþùàÿ äâå ãëàäêèõ îáëàñòè, íàçûâàåòñÿ ïîãðàíè÷íîé êðè-
âîé, íà êîòîðîé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè èìåþò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.
(ðèñ. 3.7).
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Ðèñ. 3.7: Ïîãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ

Ëèíèÿ y = const îáðàçóþùà-
ÿñÿ íà ïîâåðõíîñòè ãðàôèêà ïðè
ñå÷åíèè ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêî-
ñòüþ y = const, èìååò èçëîì â
òî÷êå τ . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîä-

íàÿ
(
∂f
∂x

)
y
ìåíÿåòñÿ â ýòîé òî÷êå

ñêà÷êîì. Î÷åâèäíî (ñäåëàéòå ñå÷å-
íèÿ ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè x =
const è f = const), ÷òî ñêà÷êîì â
ýòîé òî÷êå èçìåíÿþòñÿ òàêæå ïðî-

èçâîäíûå
(
∂f
∂y

)
x
è
(
∂y
∂x

)
f
.

Òàêèì îáðàçîì, ïî îäíó ñòîðîíó
ïîãðàíè÷íîé êðèâîé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè èìåþò îäíî çíà÷åíèå,
à ïî äðóãóþ ñòîðîíó � çíà÷åíèå ïðîèçâîäíûõ ñêà÷êîì ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ââèäó òîãî, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà èçëîìå ôóíêöèè f(x, y)
èìåþò ðàçðûâ, êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü íè â îäíîé òî÷êå íà ïîãðàíè÷íîé
êðèâîé αβ ìû ïîñòðîèòü íå ñìîæåì, ò.å. ôóíêöèÿ íà ýòîé êðèâîé íå äèô-
ôåðåíöèðóåìà.

Ïîëó÷èì òåïåðü äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå âåëè-
÷èíó ñêà÷êà ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîãðàíè÷íóþ êðèâóþ.

Åñëè ïîãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ ãëàäêàÿ, òî îíà çàäà¼òñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé
f(x(s), y(s)), ãäå s � ïàðàìåòð êðèâîé. Òîãäà ó ýòîé íå äèôôåðåíöèðóåìîé
íà èçëîìå ôóíêöèè f(x, y) ïðè å¼ èçìåíåíèè âäîëü ãëàäêîé ïîãðàíè÷íîé

êðèâîé ìîæåò áûòü âû÷èñëåí äèôôåðåíöèàë df (ïðÿìàÿ ëèíèÿ, êàñàòåëü-
íàÿ ê êðèâîé), ïðè÷¼ì äâóìÿ ðàâíîïðàâíûìè ïóòÿìè. Åñëè ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå, âçÿòûå ñ îäíîé ñòîðîíû ïîãðàíè÷íîé êðèâîé, çàïèñàòü ñ èíäåêñîì
(1), à ñ äðóãîé ñòîðîíû ñ èíäåêñîì (2) (íà ðèñ. 3.7 ëèáî ñâåðõó îò êðèâîé,
ëèáî ñíèçó), òî ñîîòíîøåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè âäîëü ãëàäêîé
ïîãðàíè÷íîé êðèâîé ïðèìåò âèä:

df = f ′s ds =

(
∂f

∂x

)(1)

y

dx+

(
∂f

∂y

)(1)

x

dy =

(
∂f

∂x

)(2)

y

dx+

(
∂f

∂y

)(2)

x

dy.

Îòíèìàÿ îäíî óðàâíåíèå îò äðóãîãî, ïîëó÷èì:(
∂f

∂x

)(1)

y

−
(
∂f

∂x

)(2)

y

=

[(
∂f

∂y

)(2)

x

−
(
∂f

∂y

)(1)

x

]
dy

dx
. (3.139)

Ñîîòíîøåíèå (3.139) îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé
(
∂f
∂x

)
y

ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãëàäêóþ ïîãðàíè÷íóþ êðèâóþ.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Çäåñü
(
∂f
∂x

)(1)
y

è
(
∂f
∂x

)(2)
y

� ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå, âçÿòûå â òî÷êå τ ïðè ïåðåñå÷åíèè ëèíèè y = const ñ ïîãðàíè÷íîé
êðèâîé, ïðè÷¼ì ïåðâàÿ èç íèõ âçÿòà ñ îäíîé ñòîðîíû êðèâîé, âòîðàÿ � ñ
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äðóãîé ñòîðîíû;
(
∂f
∂y

)(1)
x

è
(
∂f
∂y

)(2)
x

� ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, âçÿòûå â òî÷êå

τ ïðè ïåðåñå÷åíèè ëèíèè x = const ñ ïîãðàíè÷íîé êðèâîé, ïî îäíó è ïî
äðóãóþ ñòîðîíó îò ýòîé êðèâîé; dy

dx � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y(x)
âäîëü ïîãðàíè÷íîé êðèâîé, df � ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f âäîëü
ïîãðàíè÷íîé êðèâîé.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå x, y, z çàäàíî ñêàëÿðíîå ïîëå u =
u(x, y, z), êîòîðîå èìååò (èëè íå èìååò) èçëîì èëè ðàçðûâ íà äâóìåðíîé ïî-
âåðõíîñòè (x, y, f), ò.å. íà ãðàôèêå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ìû äîëæ-
íû ðàññìîòðåòü ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè èëè íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ u ê ïîâåðõíîñòè (x, y, f). Ðàññìîòðèì íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè
(x, y, f) â òî÷êå ν (ðèñ. 3.7), êîòîðàÿ åñòü âåêòîð n = υ− ν, ò.å. υ, êàê è ν �
òî÷êà íà âåêòîðå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Äëèíà íîðìàëè n = |υ − ν| åñòü
ðàñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè υ è ν.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè îò u â òî÷êå ν èìååò âèä:

∂u

∂n
= lim
υ→ν

u(υ)− u(ν)

|υ − ν|
. (3.140)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëå-
íèþ (3.101) íîðìàëè. Åñëè n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè, òî

∂u

∂n
= n · gradu =

∂u

∂x
cos(nx) +

∂u

∂y
cos(ny) +

∂u

∂z
cos(nz), (3.141)

ãäå (nx), (ny), (nz) � óãëû ìåæäó âåêòîðîì íîðìàëè è ñîîòâåòñòâóþùèìè
îñÿìè êîîðäèíàò.
Ñàìî ñîáîé, ÷òî ìîæíî ðàññìîòðåòü íîðìàëü ñ êàæäîé ñòîðîíû ïîâåðõ-

íîñòè (äëÿ âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ãîâîðÿò � âíåøíþþ è âíóòðåííþþ íîð-
ìàëü). Åñëè ïðîèçâîäíûå ïî íîðìàëÿì ñ äâóõ ñòîðîí ïîâåðõíîñòè íå ðàâíû

∂u

∂n

(2)

̸= ∂u

∂n

(1)

(3.142)

òî ôóíêöèÿ u èìååò èçëîì íà ïîâåðõíîñòè (x, y, f), à å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå èìåþò ðàçðûâ íà ýòîé ïîâåðõíîñòè.

3.7 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ

Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåë¼ííûõ âûðàæå-
íèé òèïà lim

x→x0

f(x)
g(x) , ãäå lim

x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì

ðàñêðûòèÿ òàêèõ íåîïðåäåë¼ííîñòåé 0
0 ñëóæèò ðÿä Òåéëîðà, ñ ïîìîùüþ êî-

òîðîãî âûäåëÿåòñÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè.
Ôóíêöèè f è g ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ðÿäà îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 (åñëè

ýòî âîçìîæíî) äî ïåðâîãî íå ðàâíîãî íóëþ ÷ëåíà

f(x) = a(x− x0)
n + o ((x− x0)

n) , a ̸= 0;

g(x) = b(x− x0)
m + o ((x− x0)

m) , b ̸= 0.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
a

b
lim
x→x0

(x− x0)
n−m =


0, åñëè n > m,
a

b
, åñëè n = m,

∞, åñëè n < m.

(3.143)

Äðóãèì îáùèì ìåòîäîì ðàñêðûòèÿ òàêèõ íåîïðåäåë¼ííîñòåé è íåîïðå-
äåë¼ííîñòåé, ñâîäèìûõ ê íèì, ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

Òåîðåìà Êîøè (îáîáù¼ííàÿ ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé). Ïóñòü â
ïðîìåæóòêå [a, b] çàäàíû äâå ôóíêöèè f(x) è g(x), èìåþùèå âñþäó íà [a, b]
ïðîèçâîäíûå f ′(x) è g′(x), ïðè÷¼ì g′(x) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè â îäíîé
òî÷êå îòêðûòîãî ïðîìåæóòêà (a, b). Â òàêîì ñëó÷àå ìåæäó a è b ñóùåñòâóåò
òàêàÿ òî÷êà c, a < c < b, ÷òî

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
. (3.144)

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) óäîâëåòâîðÿþò âñåì
óñëîâèÿì òåîðåìû Êîøè, è, êðîìå òîãî, f(a) = g(a) = 0. Åñëè ñóùåñòâóåò
(êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) ïðåäåë A îòíîøåíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ, òî îí
ðàâåí ïðåäåëó îòíîøåíèÿ ôóíêöèé:

A = lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim
x→a

f(x)

g(x)
. (3.145)

Ïðèìåð. Ïóñòü φ(ν) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, à ν(t) � ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà
∂φ = ∂ν = 0 â òî÷êå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ ïîëó÷àåì

∂φ̇

∂ν̇
=
∂φ

∂ν
èëè

∂φ̇

∂φ
=
∂ν̇

∂ν
. (3.146)

Îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ, ýòî ôóíêöèÿ f : Rn → R òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ν ∈ Rn è λ ∈ R âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(λν) = λrf(ν), (3.147)

ãäå r íàçûâàþò ïîðÿäêîì îäíîðîäíîñòè èëè ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè.
Ðàçëè÷àþò ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî

(3.147) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè λ > 0, è àáñîëþòíî îäíîðîäíûå ôóíêöèè,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(λν) = |λ|rf(ν).

Ñâîéñòâà îäíîðîäíîé ôóíêöèè:

1. Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò n ïåðåìåííûõ, òî îíà áóäåò
îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ñòåïåíè r â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà f
� îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè r (ñì. ñòð. 26), â ÷àñòíîñòè â ýòîì
ñëó÷àå r äîëæíî áûòü öåëûì.

Ïðèìåð: Ôóíêöèÿ f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè r = 2,
òàê êàê f(λx, λy) = λ2ax2 + λ2bxy + λ2cy2 = λ2f(x, y).
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2. Îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ â íóëå ðàâíà íóëþ, åñëè îíà òàì îïðåäåëåíà
f(0) = 0.

3. Ëåììà Ýéëåðà. Îäíîðîäíûå ôóíêöèè ïðîïîðöèîíàëüíû ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ ñâîåãî ãðàäèåíòà íà âåêòîð ñâîèõ ïåðåìåííûõ ñ êîýô-
ôèöèåíòîì ðàâíûì ïîðÿäêó îäíîðîäíîñòè r:

∇f · ν = rf. (3.148)

Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì (3.147) ïî λ ïðè λ = 1:

df(λν)

dλ
= ∇f · ν = rλr−1f.

Ïðèìåð: Ïóñòü ν = (x1, . . . , xn), f(ν) =
∑n
i,j=1 αijx

ixj = (ν, αν) �
îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè r = 2, òîãäà

∇f · ν = 2f. (3.149)

Î÷åíü âàæíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëîâ èìååò
ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà � âñïîìîãàòåëüíûé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé ïðè¼ì, ñîñòîÿùèé â ïåðåõîäå îò ôóíêöèè íà ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ê ôóíêöèè íà ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü ξ ∈ V ∗ � 1-ôîðìà (êîâåêòîð), η ∈ V � âåêòîð, (ξ · η) � ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà è 1-ôîðìû. Òîãäà çàïèøåì:

d(ξ · η) = η dξ + ξ dη, (ξ · η)′ = η · ξ′s + ξ · η′s. (3.150)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì:

d(xy) = y dx+ x dy, (xy)′ = yx′ + xy′. (3.151)

Çàïèñàííûå âûðàæåíèÿ íîñÿò íàçâàíèå ïðàâèëî Ëåéáíèöà.
Ïóñòü òåïåðü z = f(ξ), ãäå ξ ∈ V , � ôóíêöèÿ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå,

è w = g(η), ãäå η ∈ V ∗, � ôóíêöèÿ íà ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå. Íàéäåì
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà:

(ξ · η) = f(ξ) + g(η) èëè d(ξ · η) = f ′ξ dξ + g′η dη. (3.152)

Èñõîäÿ èç âûðàæåíèÿ d(ξ · η) = η dξ + ξ dη, ïîëó÷àåì:

ξ =
∂g

∂η
= g′η, η =

∂f

∂ξ
= f ′ξ. (3.153)

Òàêèì îáðàçîì,

åñëè ξ = g′η è η = f ′ξ, òî (ξ · η) = f(ξ) + g(η).
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò
ïîâåðõíîñòè (ãðàôèêà) ôóíêöèè z = f(ξ) â (n + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ê îïèñàíèþ å¼ êàê îãèáàþùåé n-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé z = (ξ · η) − g(η), ãäå êîìïîíåíòû 1-ôîðìû η � ïàðàìåòðû
ñåìåéñòâà.

Óðàâíåíèÿ η = f ′ξ ðàçðåøèìû, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ñóùåñòâó-
åò, åñëè det f ′′ξξ ̸= 0. Åñëè det f ′′ξξ > 0, òî îíî ïåðåâîäèò âûïóêëóþ ôóíêöèþ
f â âûïóêëóþ ôóíêöèþ g. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà èíâî-
ëþòèâíî: ïðèìåí¼ííîå ïîâòîðíî ê g, îíî äà¼ò f .

Íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà 0
0 (áåç îáîçíà÷åíèé) èññëåäîâàë Ã. Ëîïèòàëü

(1696), ñèìâîë 0
0 ââ¼ë È. Áåðíóëëè (1730). Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ íàéäåíî

È. Áåðíóëëè è ñîîáùåíî èì Ã. Ëîïèòàëþ, îïóáëèêîâàâøåìó ýòî ïðàâèëî
â 1696. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ââåäåíî À. Ëåæàíäðîì (1789).

Ïðåîáðàçîâàíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
(3.10)
=

d

dx

(
dx

dy

)−1
(3.5)
=

d

dy

(
dx

dy

)−1
dy

dx
=

(3.9)
= −d

2x

dy2

(
dy

dx

)3

.

(3.154)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ÿêîáèàíîâ.
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå èìåþò îñîáåííîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîèçâîäíû-

ìè ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî, òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà
âåëè÷èíû, êîòîðàÿ ñòîèò â âèäå èíäåêñà. Ïðè ðàçíûõ óñëîâèÿõ (ðàçíûõ
èíäåêñàõ) ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü, ðàçóìååòñÿ, ðàçíîå çíà÷åíèå:(

∂f

∂x

)
y

̸=
(
∂f

∂x

)
z

. (3.155)

Ìîæíî âîçðàçèòü, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî îäíîìó
ïåðåìåííîìó âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå çàêðåïëåíû, è ïîýòîìó âû÷èñëåíèå
îäíîçíà÷íî. Ýòî ñïðàâåäëèâî, íî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû ïðàâèëüíî
îïðåäåëèëè è çàêðåïèëè âñå ïåðåìåííûå, îò êîòîðûõ çàâèñèò íàøà ôóíê-
öèÿ. Åñëè æå ýòî íå òàê, òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè óñëîâèè
çàêðåïëåíèÿ òîëüêî òåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå óêàçàíû â èíäåêñàõ. Ïðè÷åì
ýòî íå îáÿçàòåëüíî ìîãóò áûòü íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, ýòî ìîãóò áûòü è
ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ.

Àíàëîãè÷íî (3.154) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî(
∂ 2y

∂x2

)
z

= −
(
∂ 2x

∂y2

)
z

(
∂y

∂x

)3

z

. (3.156)
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Ñ ó÷¼òîì òåîðåìû îá îáðàòíûõ âåëè÷èíàõ è ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè çàïèøåì(

∂y

∂x

)
z

(3.10)
=

1(
∂x
∂y

)
z

,

(
∂f

∂x

)
z

(3.5)
=

(
∂f

∂y

)
z

(
∂y

∂x

)
z

(3.157)

Òîãäà ïîëó÷àåì: (
∂f

∂x

)
z

(
∂x

∂y

)
z

(
∂y

∂f

)
z

= 1. (3.158)

Ñ ó÷¼òîì çàïèñè äëÿ äèôôåðåíöèàëà

df
(3.15)
=

(
∂f

∂x

)
y

dx+

(
∂f

∂y

)
x

dy

ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì:(
∂f

∂z

)
u

=

(
∂f

∂x

)
y

(
∂x

∂z

)
u

+

(
∂f

∂y

)
x

(
∂y

∂z

)
u

. (3.159)

Åñëè ïðèíÿòü z = x, òî ïîëó÷àåì:(
∂f

∂x

)
u

=

(
∂f

∂x

)
y

+

(
∂f

∂y

)
x

(
∂y

∂x

)
u

(3.160)

Åñëè òåïåðü ïðèíÿòü u = f , òî ïîëó÷àåì:(
∂f

∂x

)
y

= −
(
∂f

∂y

)
x

(
∂y

∂x

)
f

èëè
(
∂f

∂x

)
y

(
∂x

∂y

)
f

(
∂y

∂f

)
x

= −1. (3.161)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (3.158) è (3.161) î÷åíü ïîõîæè, íî âû÷èñëÿþòñÿ
ïðè ðàçíûõ èíäåêñàõ è äàþò ðàçíûé ðåçóëüòàò.

Çàïèøåì ÿêîáèàí äâóõ ôóíêöèé v = f(x, y) è w = g(x, y):

∂(f, g)

∂(x, y)
=

(
∂f

∂x

)
y

(
∂g

∂y

)
x

−
(
∂f

∂y

)
x

(
∂g

∂x

)
y

. (3.162)

ßêîáèàíû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè:

∂(f, g)

∂(x, y)
= −∂(g, f)

∂(x, y)
= −∂(f, g)

∂(y, x)
; (3.163)(

∂f

∂x

)
y

=
∂(f, y)

∂(x, y)
=
∂(y, f)

∂(y, x)
; (3.164)

∂(f, g)

∂(x, y)
=
∂(f, g)

∂(z, u)

∂(z, u)

∂(x, y)
; (3.165)

∂(x, y)

∂(x, y)
= 1;

∂(f, f)

∂(x, y)
= 0;

∂(f, c)

∂(x, y)
= 0, åñëè c = const. (3.166)
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Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèé (3.163�3.166) ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî
ïðîèçâîäèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå (3.161):(
∂x

∂y

)
f

(3.164)
=

∂(x, f)

∂(y, f)

(3.163)
= −∂(f, x)

∂(y, f)

(3.165)
= −∂(f, x)

∂(y, x)

∂(y, x)

∂(y, f)
=

(3.164)
= −

(
∂f

∂y

)
x

(
∂x

∂f

)
y

.

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.
Êàê ìû óæå âèäåëè (3.17, 3.71, 3.72) ìîæíî ïðîèçâîäèòü íåïîñðåäñòâåí-

íîå âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Íàïðèìåð, ïðÿìûì âû÷èñ-
ëåíèåì ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r è ïî-
ñòîÿííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ a = const:

grad (a · r) = a, (3.167)

rot (a× r) = 2a, (3.168)

rot
a× r

r3
=

a

r3
− 3(a · r)r

r5
= grad

(a · r
r3

)
. (3.169)

Äîêàçàòåëüñòâî (3.168) äëÿ a = (ax, ay, ax)

a× r
(2.106)
= ex(ayz − azy) + ey(azx− axz) + ez(axy − ayx),

rotx (a× r)
(3.63)
=

∂

∂y
(axy − ayx)−

∂

∂z
(azx− axz) = 2ax.

Åñëè ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé íåñêîëüêèõ ñêà-
ëÿðîâ f1, . . . , fn, êîòîðûå ñàìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè êîîðäèíàò, òî
èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

grad g(f) = ∇g(f) = g′f∇f = g′f (f) grad f, (3.170)

grad g(f1, . . . , fn) =
∂g

∂f1
grad f1 + . . .+

∂g

∂fn
grad fn. (3.171)

Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r:

grad

(
1

r

)
(3.170)
=

∂

∂r

(
1

r

)
grad r

ñòð. 106
= − r

r3
, (3.172)

grad

(
1

r3

)
(3.170)
=

∂

∂r

(
1

r3

)
grad r

ñòð. 106
= −3r

r5
. (3.173)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñóììû ñêàëÿðíûõ èëè âåêòîðíûõ ôóíêöèé ïðîèñ-
õîäèò ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

grad (f + g) = ∇(f + g) = ∇f +∇g = grad f + grad g, (3.174)

div (a+ b) = ∇(a+ b) = ∇a+∇b = div a+ divb, (3.175)

rot (a+ b) = ∇× a+∇× b = rota+ rotb. (3.176)
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé ïðîèñõîäèò ïî ïðàâèëó äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè:

grad (fg) = ∇(fg) = f∇g + g∇f = f grad g + g grad f, (3.177)

div (fa) = ∇(fa) = f∇a+ a∇f = f div a+ a · grad f, (3.178)

rot (fa) = ∇× (fa) = f∇× a+ (∇f)× a = frota+ grad f × a, (3.179)

grad (a · b) = ∇(a · b) = (b∇)a+ (a∇)b+ b× rota+ a× rotb, (3.180)

div (a× b) = ∇(a× b) = b(∇× a)− a(∇× b) = b rota− a rotb, (3.181)

rot (a× b) = ∇× (a× b) = (b∇)a− (a∇)b+ a divb− b div a. (3.182)

Íàïðèìåð:

rot
(a
r

)
=

a× r

r3
, (a = const) (3.183)

grad

(
f

r

)
=

grad f

r
− f

r

r3
. (3.184)

Îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà (3.122) a∇ íàä ïðîèçâîëüíûì ñêàëÿðîì
f äà¼ò ñêàëÿð:

(a∇)f = ax
∂f

∂x
+ ay

∂f

∂y
+ az

∂f

∂z
. (3.185)

Îïåðàöèÿ a∇ íàä ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì b = (bx, by, bz) äà¼ò âåêòîð:

(a∇) · b = ax
∂b

∂x
+ ay

∂b

∂y
+ az

∂b

∂z
. (3.186)

êîìïîíåíòà êîòîðîãî, íàïðèìåð, ïî îñè x ðàâíà:

((a∇) · b)x = ax
∂bx
∂x

+ ay
∂by
∂y

+ az
∂bz
∂z

= (a∇)bx. (3.187)

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

div(grad f) = ∇ 2f
(3.79)
= ∆f, (3.188)

rot(grad f) = ∇× (∇f) (3.73)
= 0, (3.189)

div(rota) = ∇(∇× a)
(3.74)
= 0, (3.190)

grad div a = ∇(∇a) = ∇×∇× a+∇ 2a = rot rota+∇ 2a, (3.191)

rot rota = ∇×∇× a = ∇(∇a)−∇ 2a = grad div a−∇ 2a. (3.192)

Íàïðèìåð:

∆

(
1

r

)
= 0, (3.193)

∆

(
f

r

)
=

∆f

r
− 2

r · grad f
r3

. (3.194)
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Äîêàçàòåëüñòâî (3.193)

div(grad)

(
1

r

)
(3.172)
= −div

( r

r3

) (3.72)
(3.178)
= −3

1

r3
+ r

3r

r5
= 0.

Âûðàæåíèå grad div a = ∇(∇a) åñòü âåêòîð:

∇(∇a) =

(
ex

∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z

)(
∂ax
∂x

+
∂ay
∂y

+
∂az
∂z

)
. (3.195)

Âûðàæåíèå ∇2a òàêæå âåêòîð, íî îòëè÷íûé îò ïðåäûäóùåãî è ïîõîæèé
íà ëàïëàñèàí (3.188):

∇2a = (∇∇)a =
∂ 2a

∂x2
+
∂ 2a

∂y2
+
∂ 2a

∂z2
, (3.196)

ñëàãàþùàÿ êîòîðîãî, íàïðèìåð, ïî îñè x ðàâíà

(
∇2a

)
x
= ∇2ax =

∂ 2ax
∂x2

+
∂ 2ax
∂y2

+
∂ 2ax
∂z2

. (3.197)
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Ãëàâà 4

Èíòåãðèðîâàíèå

Èíòåãðèðîâàíèå � äåéñòâèå, îáðàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèþ, ò.å. âîññòàíîâ-
ëåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè ïî å¼ ïðîèçâîäíîé.

Ïðèìåð. Åñëè ìû âîññòàíàâëèâàåì ôóíêöèþ îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïå-
ðåìåííîãî F (x) ïî èìåþùåéñÿ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé f(x):

f(x) =
dF (x)

dx
, F (x) =

w
f(x) dx+ c, (4.1)

òî ãîâîðÿò, ÷òî ìû ïðîèçâîäèì îïåðàöèþ èíòåãðèðîâàíèÿ, îáîçíà÷àåìóþ
çíà÷êîì

r
. Çíà÷åíèå ôóíêöèè F (x) ìîæíî âû÷èñëèòü òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ

äî ïðîèçâîëüíîãî ïîñòîÿííîãî ÷èñëà c, òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ îò ëþáîãî ïî-
ñòîÿííîãî ÷èñëà âñåãäà ðàâíà íóëþ (ñì. ñòð. 106).

Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x), à âûðàæåíèår
f(x) dx+ c � íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì.
Èç âçàèìíî îáðàòíîãî õàðàêòåðà îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ èç ôîðìóë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(ñì. ñòð. 106) ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë èíòåãðèðîâàíèÿ:

1.
r
xn dx = xn+1

n+1 + c,

2.
r
ex dx = ex + c,

3.
r
dx
x = lnx+ c,

4.
r
cosx dx = sinx+ c,

5.
r
sinx dx = − cosx+ c.

Îäíà èç îñíîâíûõ òåîðåì èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ óñòàíàâëèâàåò, ÷òî
êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî èìååò ¾íåîïðå-
äåëåííûé èíòåãðàë¿ èëè ¾ïåðâîîáðàçíóþ¿. Íî â îòëè÷èå îò ïðîèçâîäíîé
ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè ïåðâîîáðàçíàÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè íå âñåãäà ÿâ-
ëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé. Ïîýòîìó åñëè òàêèå ïðè¼ìû êàê ðàçëîæå-
íèå ôóíêöèé â ðÿä, ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè è ò.ä.,

163



ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ôóíêöèè, òî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå òàêèõ óíèâåðñàëüíûõ ìåòî-
äîâ íå ñóùåñòâóåò. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà èçâåñòíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ
âû÷èñëåíèåì ¾êâàäðàòóðû¿. Íî äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èíòåãðàë âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè (ò.å., êàê ãîâîðÿò, áåð¼òñÿ â êîíå÷íîì
âèäå èëè â êâàäðàòóðàõ), íåò åäèíûõ ðåöåïòîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿëè áû íàé-
òè òàêîå âûðàæåíèå, ò.å. çàïèñàòü ðåçóëüòàò ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè
(â êâàäðàòóðàõ).

Â îòëè÷èè îò òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ òåîðèÿ èíòåãðàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, âî-ïåðâûõ, íàáîð äîêàçàòåëüñòâ îá
èíòåãðèðóåìîñòè (ñóùåñòâîâàíèè èíòåãðàëà) ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé,
à, âî-âòîðûõ, íàáîð ïðèåìîâ ïî îòûñêàíèþ èíòåãðàëà ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
ôóíêöèé. ×àñòü ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ è ïðè¼ìîâ ìû è ðàññìîòðèì â íàñòîÿ-
ùåé ãëàâå.

Ïðèìåð. Ïðè¼ì âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ïðè ïîìîùè
ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Çàïèøåì î÷åâèäíîå óðàâíåíèå

w
e(a+ib)xdx =

e(a+ib)x

a+ ib
+ C1 + iC2, (a, b ∈ R).

Çàìå÷àåì, ÷òî:

1

a+ ib
=

a− ib

a2 + b2
=

a

a2 + b2
− i

b

a2 + b2
.

Ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì

w
eax cos(bx) dx =

eax

a2 + b2
(a cos(bx) + b sin(bx)) + C1, (4.2)

w
eax sin(bx) dx =

eax

a2 + b2
(a sin(bx)− b cos(bx)) + C2. (4.3)

Èíòåãðàë � îäíî èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé ìàòåìàòèêè, âîçíèêøåå â ñâÿ-
çè ñ ïîòðåáíîñòüþ, ñ îäíîé ñòîðîíû, îòûñêèâàòü ôóíêöèè ïî èõ ïðîèçâîä-
íûì, à ñ äðóãîé � âû÷èñëÿòü ïëîùàäè, îáúåìû, äëèíû äóã, ðàáîòó ñèë
è ò.ï. Ñëîâî ¾èíòåãðàë¿ âïåðâûå â ïå÷àòè óïîòðåáèë ß. Áåðíóëëè (1690).
Âîçìîæíî, òåðìèí îáðàçîâàí îò ëàòèíñêîãî integer � öåëûé. Ïî äðóãîìó
ïðåäïîëîæåíèþ, ß. Áåðíóëëè ïðîèçâåë òåðìèí îò ëàòèíñêîãî integro � ïðè-
âîäèòü â ïðåæíåå ñîñòîÿíèå, âîññòàíàâëèâàòü.

4.1 Èíòåãðàë

Ðàçáèåíèåì R çàìêíóòîãî èíòåðâàëà [a, b] íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
t0, t1, . . . , tN , ãäå a = t0 < t1 < . . . < tN = b. Ðàçáèåíèå R äåëèò èíòåðâàë
[a, b] íà N èíòåðâàëîâ.

Ðàçáèåíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P = [a1, b1] × . . . × [an, bn] îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñåìåéñòâî R = (R1, . . . , Rn), ãäå êàæäîå Ri åñòü ðàçáèåíèå îòðåçêà [ai, bi].
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Åñëè Ri äåëèò [ai, bi] íà Ni èíòåðâàëîâ, òî R = (R1, . . . , Rn) äåëèò [a1, b1]×
. . .× [an, bn] íà N = N1 · . . . ·Nn ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ìû áóäåì íàçûâàòü èõ
ïàðàëëåëåïèïåäàìè S ðàçáèåíèÿ R.

Ðàññìîòðèì íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíóþ, íî îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ
y = f(x1, . . . , xn) èëè f : P → R, ãäå P � çàìêíóòûé ïàðàëëåëåïèïåä â
Rn, à R � åãî ðàçáèåíèå. Äëÿ êàæäîãî ïàðàëëåëåïèïåäà S ðàçáèåíèÿ R
îïðåäåëèì âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè:

MS(f)
(1.44)
= sup{ f(ν) : ν ∈ S }, mS(f)

(1.45)
= inf{ f(ν) : ν ∈ S }. (4.4)

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V (S) � îáú¼ì S, òîãäà íèæíÿÿ L (îò àíãë. lower �
íèæíèé) è âåðõíÿÿ U (îò àíãë. upper � âåðõíèé) ñóììû f äëÿ R îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

L(f,R) =
∑
S

mS(f) · V (S), U(f,R) =
∑
S

MS(f) · V (S). (4.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî L(f,R) 6 U(f,R). Åñëè R′ ïðîäîëæåíèå ðàçáèåíèÿ R (ò.å.
êàæäûé ïàðàëëåëåïèïåä èç ðàçáèåíèÿ R′ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïàðàë-
ëåëåïèïåäå èç ðàçáèåíèÿ R), òî

L(f,R) 6 L(f,R′) 6 U(f,R′) 6 U(f,R),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíü âñåõ íèæíèõ ñóìì sup{L(f,R)} íå ïðå-
âîñõîäèò íèæíåé ãðàíè âñåõ âåðõíèõ ñóìì inf{U(f,R)}.

Âåðõíÿÿ ãðàíü âñåõ íèæíèõ ñóìì sup{L(f,R)} íàçûâàåòñÿ âåðõíèì, à
íèæíÿÿ ãðàíü âñåõ âåðõíèõ ñóìì inf{U(f,R)} � íèæíèì èíòåãðàëîì f
ïî P . Ýòè èíòåãðàëû âñåãäà ñóùåñòâóþò è äîñòèãàþòñÿ ïðè èçìåëü÷åíèè
ðàçáèåíèÿ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà ïàðàëëåëåïèïåäå P , åñëè îíà
îãðàíè÷åíà è sup{L(f,R)} = inf{U(f,R)}. Ïðè òàêîì áåñêîíå÷íî ìåëêîì
ðàçáèåíèè ìû çàìåíÿåì çíàê ñóììû

∑
íà çíàê èíòåãðàëà

r
, à îáú¼ì ïà-

ðàëëåëåïèïåäà V (S) íà ýëåìåíò îáú¼ìà dV . Ýòà âåëè÷èíà îáîçíà÷àåòñÿ
r
P
f

èëè
r
P
fdV è íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì f ïî P

sup

{∑
S

mS(f)V (S)

}
= inf

{∑
S

MS(f)V (S)

}
=

w
P

fdV =
w
P

f. (4.6)

Ïðèìåð. Åñëè f : [a, b] → R èëè y = f(x), ãäå a 6 b, òî âûðàæåíèå

w
[a,b]

f =

bw
a

f =

bw
a

f(x) dx = F (x)|ba = F (b)− F (a) (4.7)

íàçûâàþò îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) ñ íèæíèì
ïðåäåëîì a è âåðõíèì ïðåäåëîì b.
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Ãåîìåòðè÷åñêè îïðåäåëåííûé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïëîùàäü, çà-
êëþ÷¼ííàÿ ìåæäó êðèâîé f(x) è îñüþ àáñöèññ x, îãðàíè÷åííàÿ ñëåâà è
ñïðàâà âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè x = a è x = b.

×àñòî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå
w
P

fdV =
w
P

f dx1 ∧ . . . ∧ dxn =
w
. . .

w
︸ ︷︷ ︸

n

f dx1 ∧ . . . ∧ dxn, (4.8)

ãäå dV = dx1 ∧ . . . ∧ dxn � ýëåìåíò îáú¼ìà,w
. . .

w
︸ ︷︷ ︸

n

� êðàòíûé èíòåãðàë.

Ïðèìåð. Èíòåãðàë V (A) =
r
A
dV íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì îáú¼ìîì ìíîæå-

ñòâà A. Ðàçóìååòñÿ, îäíîìåðíûé îáú¼ì ÷àñòî íàçûâàþò äëèíîé, à äâóìåð-
íûé � ïëîùàäüþ. Åñëè A åñòü n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à dV = dx1∧ . . .∧dxn
åñòü ýëåìåíò îáú¼ìà íà ìíîãîîáðàçèè A, òî ïîä îáú¼ìîì ìíîãîîáðàçèÿ A
ïîíèìàþò V (A) =

r
A
dV â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò

(îáú¼ì ìíîãîîáðàçèÿ îãðàíè÷åí).
Òåîðåìà î ñðåäíåì. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà P , òîãäà íàéä¼òñÿ

òàêàÿ òî÷êà τ ∈ P , ÷òî w
P

f dV = f(τ)V (P ). (4.9)

Òîãäà f(τ) íàçûâàþò ñðåäíåå çíà÷åíèå íà P è îáîçíà÷àþò f .
Äîêàçàòåëüñòâî

mS(f) 6 f 6MS(f).

Òåîðåìà. Ïóñòü P � çàìêíóòûé ïàðàëëåëåïèïåä, f : P → R îãðàíè÷åí-
íàÿ ôóíêöèÿ è B � ìíîæåñòâî å¼ òî÷åê ðàçðûâà. Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà
íà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B � ìíîæåñòâî ìåðû 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû íå ïðèâîäèì, íî îíî ñâîäèòñÿ ê òîìó,
÷òî ðàç ìíîæåñòâî B èìååò îáú¼ì 0, à êîëåáàíèå ôóíêöèè (1.46) èìååò
ïðåäåë, òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêîå ðàçáèåíèå ïàðàëëåëåïèïåäà, ÷òî
ðàçíèöà ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé ñóììàìè f ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Èíòåãðàëû ïî äðóãèì ìíîæåñòâàì ëåãêî ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëàì îò ïà-
ðàëëåëåïèïåäà. Åñëè A ⊂ P äëÿ íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà
P è f : P → R � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî ïîä

r
A
f ïîíèìàåòñÿ

r
P
fχA,

ãäå χA � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ:

χA(ν) =

{
0 ïðè ν ̸∈ A,

1 ïðè ν ∈ A.
(4.10)

Ôóíêöèÿ χA òàêæå äîëæíà áûòü èíòåãðèðóåìà. Ôóíêöèÿ χA : P → R
èíòåãðèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàíèöà ìíîæåñòâà A èìååò ìåðó
0 (è, ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì 0). Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ
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χA ðàçðûâíà òîëüêî íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà A. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè χA ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé A è òðåáóåìûé ðåçóëüòàò
ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî A, ãðàíèöà êîòîðîãî èìååò ìåðó 0, íàçûâàåòñÿ
èçìåðèìûì ïî Æîðäàíó.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó íà ìíî-
æåñòâå A:

r
A
f , åñëè ìíîæåñòâî A � èçìåðèìî ïî Æîðäàíó.

Ñâîéñòâà èíòåãðàëà. Ïóñòü ôóíêöèè f, g : A → R èíòåãðèðóåìû, òîãäà
ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ:

1. ôóíêöèÿ f + g èíòåãðèðóåìà è
r
A
f + g =

r
A
f +

r
A
g,

2.
r
A
cf = c

r
A
f äëÿ âñÿêîé ïîñòîÿííîé c,

3. åñëè f 6 g, òî
r
A
f 6

r
A
g,

4.
∣∣r
A
f
∣∣ 6 r

A
|f |.

Òåîðåìà Ôóáèíè. Ïóñòü A ⊂ Rn è B ⊂ Rm � çàìêíóòûå ïàðàëëåëåïè-
ïåäû è f : A×B → R � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà:

w
A×B

f =
w
A

(w
B

f

)
. (4.11)

Èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè ñóùåñòâóþò) íàçû-
âàþòñÿ ïîâòîðíûìè èíòåãðàëàìè äëÿ f .

Åñëè A = [a1, b1] × . . . × [an, bn] è f : A → R � äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ
ôóíêöèÿ, òî ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ôóáèíè äà¼ò

w
A

f =

bnw
an

dxn . . .

b1w
a1

f(x1, . . . , xn) dx1. (4.12)

Òàêèì îáðàçîì, ïîâòîðíûå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ îáû÷íûõ èíòåãðàëîâ.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèì ïëîùàäü S ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñà r.
Ñ ó÷¼òîì r = const, dr = 0 ïîëó÷àåì

dσ
(3.52)
= r2 sin θ dφ ∧ dθ (0 6 φ < 2π, 0 6 θ 6 π).

Òîãäà

S =
w
S

dσ
(4.12)
= r2

2πw
0

dφ

πw
0

sin θ dθ =

(4.7)
(ñ. 163)
= −r2φ|2π0 cos θ|π0 = 4πr2.

(4.13)
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Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèì îáú¼ì V øàðà ðàäèóñà r:

dV
(3.53)
= ρ2 sin θ dρ ∧ dφ ∧ dθ (0 6 ρ 6 r, 0 6 φ < 2π, 0 6 θ 6 π).

Òîãäà

V =
w
V

dV
(4.12)
=

rw
0

ρ2 dρ

2πw
0

dφ

πw
0

sin θ dθ =

(4.7)
(ñ. 163)
= − ρ3

3

∣∣∣∣r
0

φ|2π0 cos θ|π0 =
4

3
πr3.

(4.14)

Ïðèìåð 3. Åñëè ïåðåìåííûå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàçäåëÿþòñÿ

f(x, y) = u(x) v(y)

òî ìû ìîæåì çàïèñàòü:

x
S

f dσ =

y2w
y1

dy

x2w
x1

f(x, y) dx =

y2w
y1

v(y) dy ·
x2w
x1

u(x) dx. (4.15)

Ïðèìåð 4. Åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ A × B îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè
y = y1, y = y2 è êðèâûìè x = φ1(y), x = φ2(y), ïðè ýòîì A = [y1, y2] è
B = [φ1(y), φ2(y)] � îäíîìåðíûå îòðåçêè, à f íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî
ãåîìåòðè÷åñêè âû÷èñëåíèå ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà

w
A×B

f =

φ2(y)w
φ1(y)

dx

y2w
y1

f(x, y) dy =

y2w
y1

dy

φ2(y)w
φ1(y)

f(x, y) dx =

(4.7)
=

y2w
y1

(F (φ2)− F (φ1)) dy =

y2w
y1

F (y) dy

(4.16)

îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ îáú¼ìà ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ ôóíêöèè
z = f(x, y) è ïëîñêîñòüþ (x, y) êàê ïóò¼ì åãî ðàçáèåíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå
ñòîëáèêè, òàê è ïóò¼ì åãî ðàçáèåíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå ñëîè.

Ïðè÷¼ì äëÿ ñëî¼â ìû ìîæåì çàïèñàòü:

∂F (y)

∂y
=

φ2(y)w
φ1(y)

∂f(x, y)

∂y
dx. (4.17)

Òåîðåìà î çàìåíå ïåðåìåííûõ. Ïóñòü A ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è
φ : A → Rn � òàêàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ, ÷òî detφ′

ν(τ) ̸= 0, äëÿ âñåõ τ ∈ A. Òîãäà
w

φ(A)

f =
w
A

(f ◦ φ) detφ′ (4.18)
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äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f : φ(A) → R èëè

w
φ(A)

f · dy1 ∧ . . . ∧ dyn =
w
A

f(φ(τ))
∂(y1, . . . , yn)

∂(x1, . . . , xn)
· dx1 ∧ . . . ∧ dxn. (4.19)

Çàïèøåì íåêîòîðûå ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ:

1. Ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñëåäóþò èç ïðàâèëà Ëåéáíèöà
(3.151):

w
f dg = f · g −

w
g df, (4.20)

w
f
dg

dt
dV =

w d(fg)

dt
dV −

w
g
df

dt
dV. (4.21)

2. Ïðàâèëî çàìåíû ïåðåìåííîé ñëåäóåò èç òåîðåìû î çàìåíå ïåðåìåííûõ
(4.19): w

f(y) dy =
w
f [φ(x)]φ′

x(x) dx, (4.22)

ãäå y = φ(x), dy = φ′
x(x) dx.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî:

z2w
z1

f(z) dz. (4.23)

ßñíî, ÷òî â îòëè÷èå îò äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ëåæàò íà îäíîé
÷èñëîâîé îñè, òî÷êè z1 è z2 íà ïëîñêîñòè ìîæíî ñîåäèíèòü ðàçíûìè êðèâû-
ìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè f(z) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è åñëè â îáëàñòè,
îãðàíè÷åííîé ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè f(z) îäíîçíà÷íà (ëèáî îáëàñòü ëåæèò
íà îäíîé âåòâè) è íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, òî èíòåãðàë íå
çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè. Ýòîò ôàêò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì,
åñëè ìû âñïîìíèì îïðåäåëåíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà. Äâà äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñëà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò êîìïëåêñíîå ÷èñëî, à äâå ôóíêöèè äâóõ
äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò îäíó ôóíêöèþ îäíîé
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàë â ïîäûíòåãðàëü-
íîì âûðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí, òîãäà èíòåãðàë
çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ çíà÷åíèé ïåðâîîáðàçíîé. Óêàçàí-
íûé âûâîä ðàâíîñèëåí ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ, èçâåñòíîìó ïîä èìåíåì
òåîðåìû Êîøè: èíòåãðàë, âçÿòûé ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îò ôóíêöèè, àíà-
ëèòè÷åñêîé âñþäó âíóòðè ýòîãî êîíòóðà è íà íåì, ðàâåí íóëþ. Íàïðàâëåíèå
îáõîäà êîíòóðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî îáùåìó ïðàâèëó ñ÷èòàåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíûì.

Ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííóþ îñîáóþ òî÷êó ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Ïðè
îáõîäå îñîáîé òî÷êè èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó èëè öèêëó (òàêîé
èíòåãðàë èìååò ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå

u
) ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ, íî

ìîæåò è îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ. Èíòåãðàë áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, ñêîëüêî ðàç
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è â êàêîì íàïðàâëåíèè ìû ñäåëàëè îáõîä îñîáîé òî÷êè, íî íå çàâèñèò îò
òîãî, ïî êàêîìó ïóòè ïðîèçâîäèëñÿ ýòîò îáõîä:

z dz

z
=

z ireiφdφ

reiφ
= i

z
dφ = 2πi, (4.24)

z dz

zn
= 0, ãäå n = 2, 3, 4, . . . . (4.25)

Èíòåãðàë (4.24) äàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèþ ln z ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì âåòâåé, ïðèðàùåíèå êîòîðîé ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâíî 2πi. Âòî-
ðîé èíòåãðàë äàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ z−n+1

1−n , ïðè-
ðàùåíèå êîòîðîé ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâíî íóëþ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ïðîèçâîëü-
íîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ìû äîëæíû ðàçëîæèòü íàøó ôóíêöèþ â ðÿä
è ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü.

Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îò ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Ëî-
ðàíà âñåãäà ðàâåí íóëþ. Òàêæå ðàâåí íóëþ èíòåãðàë îò êîíå÷íîãî ÷èñëà
÷ëåíîâ ðÿäà ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè, êðîìå ïåðâîãî ÷ëåíà ðÿäà a−1.
Äëÿ a−1 èíòåãðàë, èñõîäÿ èç ôîðìóëû (4.24), ðàâåí:

z a−1

z − z0
dz = 2πia−1. (4.26)

Âû÷åòîì ôóíêöèè f(z) â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå z0 íàçûâàåòñÿ
êîýôôèöèåíò a−1 ðÿäà Ëîðàíà (1.78), ñ öåíòðîì â òî÷êå z0:

a−1 = Resz0f(z). (4.27)

Íàïðèìåð:

Res 0
1

z
= 1. (4.28)

Ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìûå â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé,
íàçûâàþòñÿ ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëü-
íûå ôóíêöèè tg z è ctg z, ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè è äð. Ìåðîìîðôíàÿ â
îáëàñòè D ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà â ýòîé îáëàñòè çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìî-
æåò, êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïîëþñîâ; â ïîëþñàõ çíà÷åíèÿ ìåðî-
ìîðôíîé ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè áåñêîíå÷íîñòè. Âû÷åò ìåðîìîðôíîé
ôóíêöèè f(z) = g(z)

h(z) â òî÷êå z = z0, ãäå ÷èñëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, à çíà-
ìåíàòåëü èìååò íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàâåí:

Resz0
g(z)

h(z)
=

g(z)

h′(z)
. (4.29)

Èíòåãðàë îò ïðîèçâîëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî çàìêíóòîìó êîí-
òóðó, ñîäåðæàùåìó îñîáóþ òî÷êó z = z0, ðàâåí:

z
f(z) dz

(4.26)
(4.27)
= 2πiResz0f(z) è

z g(z)

h(z)
dz

(4.29)
= 2πi

g(z)

h′(z)
. (4.30)
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Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, ñîäåðæàùåìó íåñêîëüêî îñîáûõ òî-
÷åê, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ 2πi íà ñóììó âû÷åòîâ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
âî âñåõ îñîáûõ òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè êîíòóðà.

Ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà äàë Î. Êîøè (1823). Î. Êîøè ïðèìå-
íÿë ñâî¼ îïðåäåëåíèå òîëüêî ê ñëó÷àÿì ¾îáùåãî ïîëîæåíèÿ¿, ò.å. ê íåïðå-
ðûâíûì ôóíêöèÿì è êîíå÷íûì ïðåäåëàì èíòåãðèðîâàíèÿ a è b. Îïðåäåëå-
íèÿ èíòåãðàëà äëÿ ðàçðûâîâ ôóíêöèè èëè áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëîâ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ âàðèàöèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíî äàâàëè Á. Ðèìàí (1853),
Ò. Ñòèëòüåñ (1894), À. Ëåáåã (1902), À. Äàíæóà (1912) è À. ß. Õèí÷èí (1915).

4.2 Òåîðåìà Ñòîêñà

Åñëè â êà÷åñòâå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âçÿòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîð-
ìó ω, çàäàííóþ íà k-ìåðíîì áåñêîíå÷íî ìàëîì ïàðàëëåëåïèïåäå ξ1×. . .×ξk,
òî

r
[0,1]k

ω åñòü èíòåãðàë íà ñòàíäàðòíîì k-ìåðíîì êóáå â Rn.
Åñëè òåïåðü C : [0, 1]k → A ñèíãóëÿðíûé k-ìåðíûé êóá â A, òî

w
C

ω =
w

[0,1]k

C∗(ω) (4.31)

ãäå C∗ � ôóíêöèÿ, ñîïðÿæ¼ííàÿ ê C, êîòîðàÿ äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå (2.162)
C∗(ω(ξ1, . . . , ξk)) = ω(C(ξ1), . . . , C(ξk)).
Çâ¼çäî÷êà ñâåðõó óêàçûâàåò, ÷òî C∗ äåéñòâóåò â ñòîðîíó, ïðîòèâîïî-

ëîæíóþ C. Çíà÷åíèå ôîðìû C∗(ω) íà k-âåêòîðàõ ðàâíî çíà÷åíèþ ôîðìû
ω íà îáðàçàõ ýòèõ âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì ôîðìà C∗(ω) çàäàíà â êàæäîé òî÷êå
τ ∈ [0, 1]k, à ôîðìà ω çàäàíà â òî÷êå C(τ). Îñîáîå îïðåäåëåíèå òðåáóåòñÿ
äëÿ ñëó÷àÿ k = 0. Ôîðìà íóëåâîé ñòåïåíè åñòü ôóíêöèÿ ω = f , à íóëüìåð-
íûé êóá åñòü òî÷êà C(0) = (x1, . . . , xn) â A, òîãäà

w
C(0)

f = f(C(0)) = f(x1, . . . , xn). (4.32)

Ïóñòü ω = f dx1 ∧ . . . ∧ dxk � ôîðìà k-é ñòåïåíè íà [0, 1]k. Òîãäà
w
Ik

f dx1 ∧ . . . ∧ dxk =
w

[0,1]k

(Ik)∗(f dx1 ∧ . . . ∧ dxk). (4.33)

Íàêîíåö èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîé k-ôîðìû ïî ñèíãóëÿðíîé k-
ìåðíîé öåïè C =

∑
aiCi îïðåäåëèì ôîðìóëîé

w
C

ω =
∑

ai
w
Ci

ω. (4.34)

Òîò ôàêò, ÷òî d2 = 0 äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì (ñì. (3.62)) è ∂ 2 = 0
äëÿ öåïåé (ñì. ñòð. 35) íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ìåæäó ôîðìàìè è öåïÿìè d
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è ∂ ñóùåñòâóåò êàêàÿ-òî ñâÿçü. Ñâÿçü ìåæäó ôîðìàìè è öåïÿìè íàèáîëåå
÷åòêî âûðàæàåòñÿ òåîðåìîé Ñòîêñà.

Òåîðåìà Ñòîêñà. Ïóñòü ω � ôîðìà (k − 1)-é ñòåïåíè íà îòêðûòîì ìíî-
æåñòâå A è C � ñèíãóëÿðíàÿ k-ìåðíàÿ öåïü â A. Òîãäàw

C

dω =
w
∂C

ω. (4.35)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ñíà÷àëà äëÿ C = Ik. Òîãäà ω åñòü ñóììà ôîðì
(k − 1)-é ñòåïåíè âèäà f dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk, ãäå d̂xi îòñóòñòâóþùèé
÷ëåí, è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ êàæäîé èç íèõ. À ýòî äîñòèãàåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì. Çàìåòèì, ÷òîw

[0,1]k−1

Ik(j,α)
∗
(f dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk) =

=


0 ïðè j ̸= i,w
Ik

f(x1, . . . , α, . . . , xn) dx1 ∧ . . . ∧ dxk ïðè j = i.

Òîãäà ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ ∂Ik (1.48)w
∂Ik

f dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk =

(4.33)
=

k∑
j=1

∑
α=0,1

(−1)j+α
w

[0,1]k−1

Ik(j,α)
∗
(f dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk) =

= (−1)i+1
w
Ik

f(x1, . . . , 1, . . . , xn) dx ∧ . . . ∧ dxk+

+ (−1)i
w
Ik

f(x1, . . . , 0, . . . , xn) dx ∧ . . . ∧ dxk.

Ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (3.59) ïîëó÷àåìw
Ik

d(f dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk) =

=
w

[0,1]k

∂f

∂xi
dxi ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk =

= (−1)i−1
w

[0,1]k

∂f

∂xi
dx1 ∧ . . . ∧ dxk.

Ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà (4.7) è òåîðåìû Ôó-
áèíè (4.12) ïîëó÷àåìw

[0,1]k

∂f

∂xi
dx1 ∧ . . . ∧ dxk =

w
[0,1]k−1

[f(x1, . . . , 1, . . . , xn)−

− f(x1, . . . , 0, . . . , xn)] dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk.
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Òîãäà w
Ik

d(f dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk) =

= (−1)i+1
w
Ik

f(x1, . . . , 1, . . . , xn) dx ∧ . . . ∧ dxk+

+ (−1)i
w
Ik

f(x1, . . . , 0, . . . , xn) dx ∧ . . . ∧ dxk.

Òàêèì îáðàçîì, w
Ik

dω =
w
∂Ik

ω. (4.36)

Åñëè òåïåðü C � ïðîèçâîëüíûé ñèíãóëÿðíûé k-ìåðíûé êóá, òî

w
∂C

ω
(4.31)
=

w
∂Ik

C∗(ω). (4.37)

Ïîýòîìó

w
C

dω
(4.31)
=

w
Ik

C∗(dω) =
w
Ik

d(C∗ω)
(4.36)
=

w
∂Ik

C∗ω
(4.37)
=

w
∂C

ω. (4.38)

Íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèíãóëÿðíîé k-ìåðíîé öåïè C =
∑
aiCi

w
C

dω
(4.34)
=

∑
ai

w
Ci

dω
(4.38)
=

∑
ai

w
∂Ci

ω
(4.34)
=

w
∂C

ω,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âïåðâûå ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ñòîêñà ïîÿâèëàñü â âèäå ïðèïèñêè ê
ïèñüìó ñýðà Óèëüÿìà Òîìñîíà (ëîðäà Êåëüâèíà) ê Ñòîêñó, äàòèðîâàííîìó
2 èþëÿ 1850 ã. Îïóáëèêîâàíà îíà áûëà â êà÷åñòâå âîñüìîãî âîïðîñà ê ýêçà-
ìåíàì íà ñìèòîâñêóþ ïðåìèþ 1854 ã. Ýòîò êîíêóðñíûé ýêçàìåí, êîòîðîìó
ïîäâåðãàëèñü ëó÷øèå ñòóäåíòû-ìàòåìàòèêè Êåìáðèäæñêîãî óíèâåðñèòåòà,
ñ 1849 ïî 1882 ã. ïðîâîäèëñÿ ïðîô. Ñòîêñîì.

Ñîâðåìåííèêàìè Ñòîêñà áûëè äàíû, ïî êðàéíåé ìåðå, òðè äîêàçàòåëü-
ñòâà: îäíî îïóáëèêîâàë Òîìñîí, äðóãîå áûëî èçëîæåíî â ¾Òðàêòàòå î íà-
òóðàëüíîé ôèëîñîôèè¿ Òîìñîíà è Òåéòà è òðåòüå ïðåäëîæèë Ìàêñâåëë â
¾ýëåêòðè÷åñòâå è ìàãíåòèçìå¿.

Òåîðåìà Ñòîêñà îáëàäàåò òðåìÿ âàæíûìè õàðàêòåðíûìè ïðèçíàêàìè
ìíîãèõ áîëüøèõ òåîðåì:

1. îíà òðèâèàëüíà;

2. òðèâèàëüíà îíà ïîòîìó, ÷òî âñå âõîäÿùèå â íå¼ âûðàæåíèÿ îïðåäåëå-
íû íàäëåæàùèì îáðàçîì;
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3. îíà èìååò âàæíûå ñëåäñòâèÿ (èçëîæåíû íèæå).

Ïóñòü íà m-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ êðàåìM çàäàíû ôîðìà k-é ñòåïåíè
ω è ñèíãóëÿðíûé k-ìåðíûé êóá C. Èíòåãðàë îò ω ïî C îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî
òàê æå, êàê è ðàíüøå â (4.31).

Èíòåãðàëû ïî ñèíãóëÿðíûì öåïÿì îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (4.34). Â
ñëó÷àå m = k ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå îòêðûòîå ìíîæåñòâî
M ⊃ [0, 1]k è ñèñòåìà êîîðäèíàò ψ : W → Rn, ÷òî C(τ) = ψ(τ) äëÿ âñåõ
τ ∈ [0, 1]k. Ñèíãóëÿðíûå k-ìåðíûå êóáû â M âñåãäà áóäóò ñ÷èòàòüñÿ ïðè-
íàäëåæàùèìè ê ýòîìó òèïó. ÅñëèM îðèåíòèðîâàíî, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
C â M ñîðèåíòèðîâàí, åñëè ψ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.

Òåîðåìà. Ïóñòü M � îðèåíòèðîâàííîå k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå,
C1, C2 : [0, 1]

k →M � äâà ñîðèåíòèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ k-ìåðíûõ êóáà â
M è ω � ôîðìà k-é ñòåïåíè íà M . Òîãäà

w
C1

ω =
w
C2

ω, åñëè ω = 0 âíå C1([0, 1]
k) ∩ C2([0, 1]

k). (4.39)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ïðè ïîìîùè ôóíêöèè φ : C1 → C2, êîòîðàÿ
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò.

Ïóñòü ω = f dx1 ∧ . . . ∧ dxk, òîãäàw
C2

ω =
w

[0,1]k

C∗
2 (ω) =

w
[0,1]k

ω(C2) =

=
w

C2([0,1]k)

f dy1 ∧ . . . ∧ dyk =

=
w

C1([0,1]k)

f(φ(τ))
∂(y1, . . . , yk)

∂(x1, . . . , xk)
dx1 ∧ . . . ∧ dxk =

=
w

[0,1]k

ω(C1) =
w

[0,1]k

C∗
1 (ω) =

w
C1

ω.

Åñëè âM íàéä¼òñÿ òàêîé ñîðèåíòèðîâàííûé ñèíãóëÿðíûé k-ìåðíûé êóá
C, ÷òî ω = 0 âíå C([0, 1]k), òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèìw

C

ω =
w
M

ω (4.40)

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî
r
M
ω íå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà

C. Åñëè M , îðèåíòèðîâàííîå k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, òî ∂M èìååò
èíäóöèðîâàííóþ îðèåíòàöèþ ∂µ. Òîãäà ãðàíü Ck,0 ñîðèåíòèðîâàíà, åñëè
k ÷¼òíî, è íåñîðèåíòèðîâàíà, åñëè k íå÷¼òíî, ò.å.

r
Ck,0

= (−1)k
r
∂M

ω. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, Ck,0 âõîäèò ñ êîýôôèöèåíòîì (−1)k â ∂C. Ïîýòîìów
∂C

=
w

(−1)kC(k,0)

ω = (−1)k
w
Ck,0

ω =
w
∂M

ω. (4.41)
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Òåîðåìà Ñòîêñà äëÿ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå îðèåíòèðî-
âàííîå m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ãäå ∂M íàäåëåíî èíäóöèðîâàííîé
îðèåíòàöèåé, è ω � ôîðìà (m− 1)-é ñòåïåíè íà M . Òîãäàw

M

dω =
w
∂M

ω. (4.42)

Öåïü C, êîòîðàÿ íå èìååò ãðàíèöû ∂C = 0, íàçûâàåòñÿ öèêë. Èíòåãðàë
ïî öèêëó ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü çíà÷êîì

u
. Êðàé ìíîãîîáðàçèÿ âñåãäà åñòü

öèêë, òàê êàê ∂ 2 = 0. Òîãäà òåîðåìà Ñòîêñà áóäåò èìåòü âèä:w
C

dω =
z
∂C

ω,
w
M

dω =
z
∂M

ω. (4.43)

Òåîðåìà. Ïóñòü M1,M2 � êîìïàêòíûå m-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðà-
åì, ãäå ∂M1, ∂M2 íàäåëåíû îðèåíòàöèÿìè, èíäóöèðîâàííûìè ñòàíäàðòíû-
ìè îðèåíòàöèÿìè ìíîãîîáðàçèéM1,M2, ïðè÷¼ìM2 ⊂M1�∂M1 è ω � ôîð-
ìà (m− 1)-ñòåïåíè íà M1. Òîãäàz

∂M1

ω =
z

∂M2

ω. (4.44)

Èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ : M → M íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà ω, åñëè èíòåãðàëû ω ïî ëþáîé k-ìåðíîé öåïè
C è ïî åå îáðàçó ψC ïðè îòîáðàæåíèè îäèíàêîâû:w

C

ω =
w
ψC

ω. (4.45)

Îòíîñèòåëüíûì èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì äèôôåðåíöèðóåìîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ψ : M → M íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà ω, åñëè
äëÿ âñÿêîãî öèêëà C z

C

ω =
z
ψC

ω. (4.46)

Òåîðåìà. Ïóñòü ω � îòíîñèòåëüíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ψ, òîãäà dω � àáñîëþòíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ψw

C

dω =
w
ψC

dω. (4.47)

Äîêàçàòåëüñòâî:r
C
dω

(4.43)
=

u
∂C

ω
(4.46)
=

u
ψ(∂C)

(1.56)
=

u
∂(ψC)

(4.43)
=

r
ψC

dω.

Îáðàòíîå íå âåðíî, åñëè dωk àáñîëþòíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò, òî
ωk ìîæåò íå áûòü îòíîñèòåëüíûì èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì, åñëè â M
åñòü k-ìåðíàÿ çàìêíóòàÿ öåïü, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàíèöåé.

Òåîðåìà. Èíòåãðàë äèôôåðåíöèàëà ïî öèêëó ðàâåí íóëþ:z
C

dω = 0, åñëè ∂C = 0. (4.48)
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Äîêàçàòåëüñòâî
u
C
dω

(4.43)
=

r
∂C

ω = 0, òàê êàê ∂C = 0.
Òåîðåìà. Èíòåãðàë çàìêíóòîé ôîðìû ïî ãðàíèöå öåïè ðàâåí íóëþ:

z
∂C

ω = 0, åñëè dω = 0. (4.49)

Äîêàçàòåëüñòâî
u
∂C

ω
(4.43)
=

r
C
dω = 0, òàê êàê dω = 0.

Òåîðåìà. Èíòåãðàë îò òî÷íîé ôîðìû ïî öèêëó ðàâåí íóëþ:
z
C

ω = 0, åñëè ω = dη, ∂C = 0. (4.50)

Äîêàçàòåëüñòâî
u
C
ω =

u
C
dη

(4.43)
=

r
∂C

η = 0, òàê êàê ∂C = 0.
Ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ ôîðìà îò çàäàííîé íà ìíî-

ãîîáðàçèè ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî
z
C

df = 0. (4.51)

Åñëè èíòåãðàë ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè ïî öèêëó ðàâåí íóëþ,
òî èçìåíåíèå ôóíêöèè f ïðè ïåðåìåùåíèè èç òî÷êè 1 â òî÷êó 2 íå çàâèñèò
îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ (îò öåïè) è ðàâíî ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè â
ýòèõ òî÷êàõ:

2w
1

df = f2 − f1. (4.52)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû âñåãäà ìîæåì âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ f ïî å¼ ïîëíî-
ìó äèôôåðåíöèàëó df , à ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ. Åñëè
1-ôîðìà (ïôàôôîâà ôîðìà df) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì f , òî-
ãäà ôóíêöèþ f íàçûâàþò ôóíêöèåé ïðîöåññà. Èçìåíåíèå ôóíêöèè ïðîöåññà
f ïðè ïåðåìåùåíèè èç òî÷êè 1 â òî÷êó 2 òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ êàê èíòåãðàë,
íî çíà÷åíèå èíòåãðàëà áóäåò çàâèñåòü îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ (öåïè):

∆f1−2 =
w

(1−2)

df. (4.53)

Êàê óæå óïîìèíàëîñü íà ñòð. 139, åñëè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíûì, òî îáû÷íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ñìîãëè îïðåäåëèòü âñå
êîîðäèíàòû, íà êîòîðûõ çàäàíà ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ñòîêñà íà íå÷¼òíîìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ïóñòü C � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ (öèêë) íàM2n+1. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëèíèé
ðîòîðà (ñ. 125), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç C, îáðàçóþò ¾òðóáêó ðîòîðà¿. Íàçîâ¼ì
èíòåãðàë 1-ôîðìû ω1

ξ (η) = (ξ, η) ïî C � öèðêóëÿöèåé ðîòîðà, à èíòåãðàë
2-ôîðìû ω2

rot ξ(η, µ) = ω1
ξ (η) ïî ïîâåðõíîñòè S, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé

êðèâîé C, � ïîòîêîì ðîòîðà.
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Ìíîãîìåðíàÿ ëåììà Ñòîêñà (÷àñòíûé ñëó÷àé (4.44)). Èíòåãðàë 1-ôîðìû
ω ïî ëþáîìó èç äâóõ îäíîìåðíûõ öèêëîâ C1, C2, îõâàòûâàþùèõ îäíó è òó
æå òðóáêó ðîòîðà, îäèíàêîâ, åñëè C1 − C2 = ∂S, ãäå S � êóñîê òðóáêè
ðîòîðà: z

C1

ω =
z
C2

ω. (4.54)

Äîêàçàòåëüñòâî: Çíà÷åíèå dω íà ëþáîé ëèíèè ðîòîðà ðàâíî íóëþ, òîãäàu
C1
ω −

u
C2
ω =

u
∂S
ω

(4.43)
=

r
S
dω = 0.

Òåîðåìà. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè çàìêíóòîé ôîðìû ωk ïî k-ìåðíîìó öèêëó
ìîæíî çàìåíÿòü öèêë íà äðóãîé ïðè óñëîâèè, ÷òî èõ ðàçíîñòü Ck1 − Ck2 =
∂Ck+1 åñòü ãðàíèöà (k + 1)-ìåðíîé öåïè (¾ïë¼íêè¿):

z
Ck1

ωk =
z
Ck2

ωk, åñëè dωk = 0, Ck1 − Ck2 = ∂Ck+1. (4.55)

Òàêèå äâà öèêëà Ïóàíêàðå íàçâàë ãîìîëîãè÷íûìè (ãðå÷. oµoλoγία �
ñîãëàñèå, ñîîòâåòñòâèå; îò oµoς � ðàâíûé, îäèíàêîâûé è λoγoς � ñëîâî,
ó÷åíèå).

4.3 Èíòåãðèðîâàíèå â E3

Òàê êàê ïðåäìåò âåêòîðíîãî àíàëèçà ñîñòîèò â èçó÷åíèè äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ïîëåé, òî â êà÷åñòâå ïðîòèâî-
ÿäèÿ ïîñëå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà àáñòðàêòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé
ðàññìîòðèì èíòåãðèðîâàíèå âåêòîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ïîëåé â òð¼õìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3.

Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì â êëàññè÷åñêîì âåêòîðíîì àíàëèçå íàçû-
âàþò èíòåãðàë îò ôîðìû ïåðâîé ñòåïåíè ïî ñèíãóëÿðíîé îäíîìåðíîé öåïè
(ïî êàêîé-ëèáî êðèâîé).

Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì â êëàññè÷åñêîì âåêòîðíîì àíàëèçå íàçû-
âàþò èíòåãðàë îò ôîðìû âòîðîé ñòåïåíè ïî ñèíãóëÿðíîé äâóìåðíîé öåïè
(ïî êàêîé-ëèáî ïîâåðõíîñòè).

Áîëåå ñëîæíûå èíòåãðàëû îò äèôôåðåíöèàëüíîé k-ôîðìû ïî ñèíãó-
ëÿðíîé k-ìåðíîé öåïè â êëàññè÷åñêîì âåêòîðíîì àíàëèçå íå îïðåäåëåíû.
Îáîáùåíèå îïðåäåëåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ íà èõ
ìíîãîìåðíûé àíàëîã (ìíîãîîáðàçèå) â ïðèíÿòûõ êëàññè÷åñêèì âåêòîðíûì
àíàëèçîì îáîçíà÷åíèÿõ íåâîçìîæíî.

Â îòëè÷èå îò ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî,
êîòîðûå ëåæàò íà îäíîé îñè, äâå òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ñîåäèíèòü
ðàçíûìè êðèâûìè. Ïîýòîìó â îáîçíà÷åíèÿõ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà îïðåäå-
ëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì, à îïðåäåëåíèå
ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà åù¼ áîëåå ñëîæíî.

Ïðè ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ èñïîëüçóþò ïîíÿòèÿ:
Èíòåãðàëîâ 1-ãî ðîäà � ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f :
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1.
r
C
f(ν) ds, ãäå C � çàäàííàÿ êðèâàÿ, ds � äèôôåðåíöèàë å¼ äóãè, ν

� òî÷êà íà êðèâîé;

2.
r
S
f(ν) dσ, ãäå S � çàäàííàÿ ïîâåðõíîñòü, dσ � äèôôåðåíöèàë å¼ ïëî-

ùàäè, ν � òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè.

Èíòåãðàëîâ 2-ãî ðîäà � ïðè èíòåãðèðîâàíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ a:

1.
r
C
a dr =

r
C
Pdx+Qdy+Rdz, ãäå C � çàäàííàÿ êðèâàÿ, dr � ýëåìåíò

äëèíû;

2.
s
S
a dσ =

s
S
Pdydz +Qdzdx+Rdxdy, ãäå S � çàäàííàÿ ïîâåðõíîñòü,

dσ � ýëåìåíò ïëîùàäè.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà 1-ãî ðîäà íà ïëîñêîé êðèâîé ñâîäèòñÿ ê îïðåäå-
ë¼ííîìó, à íà ïîâåðõíîñòè � ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó:

w
C

f(ν) ds =

bw
a

f [x, y(x)]
√
1 + y′2 dx,

w
S

f(ν) dσ =

bw
a

dx

φ2(x)w
φ1(x)

f(x, y) dy.

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ 2-ãî ðîäà êðèâûå è ïîâåðõíîñòè ïðåäïî-
ëàãàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè, à ïëîùàäè ïðîåêöèé íå ðàâíû âåëè÷èíàì
dydz, dzdx, dxdy, ÷òî âûçûâàåò ñëîæíîñòè â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëîâ. Êðîìå
òîãî ñ ïîäîáíûìè âûðàæåíèÿìè ïî÷òè íåâîçìîæíî ðàáîòàòü, è èõ áûñòðî
ïðåîáðàçóþò â èíòåãðàëû 1-ãî ðîäà.

Êîãäà â âåêòîðíîì àíàëèçå ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðàëû íà öèêëàõ
u
a dr

è
v
S
a dσ, èëè íà çàìêíóòûõ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòÿõ, èõ äîêàçàòåëüñòâà è

ñàìè ôîðìóëèðîâêè ñóùåñòâåííî îñíîâûâàþòñÿ íà èíòóèòèâíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿõ î ¾ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé òåëî¿ èëè ¾ëèíèè, îãðàíè÷èâàþ-
ùåé ïîâåðõíîñòü¿.

Ïîýòîìó ìû áóäåì äóáëèðîâàòü îáîçíà÷åíèÿ êëàññè÷åñêîãî âåêòîðíîãî
àíàëèçà çàïèñÿìè â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Âïåðâûå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âñòðå÷àåòñÿ ó À. Êëåðî (1743), à â îá-
ùåì âèäå èõ ââ¼ë Î. Êîøè (1825).

Â îðèåíòèðîâàííîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå E3 èíòåãðàë
w
C

a dr =
w
C

ω1
a(ξ) =

w
C

(a, ξ) (4.56)

íàçûâàþò öèðêóëÿöèåé âåêòîðà a ïî êîíòóðó C, à èíòåãðàë
x
S

a dσ =
w
S

ω2
a(ξ, η) =

w
S

(a, ξ, η) (4.57)

íàçûâàþò ïîòîêîì âåêòîðà a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S.
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Ñëåäóþùèå òðè êëàññè÷åñêèå òåîðåìû âåêòîðíîãî àíàëèçà � Ñòîêñà,
Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî è Ãðèíà � ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè ñëåäñòâè-
ÿìè òåîðåìû Ñòîêñà (4.43).

Òåîðåìà Ñòîêñà. Ïóñòü S ⊂ R3 � êîìïàêòíîå äâóìåðíîå îðèåíòèðî-
âàííîå ìíîãîîáðàçèå (ïîâåðõíîñòü) ñ êðàåì ∂S = C (êîíòóðîì, îãðàíè÷è-
âàþùèì ïîâåðõíîñòü, è íàäåë¼ííûì èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé). Åñëè
ôóíêöèè P,Q,R : V → R � äèôôåðåíöèðóåìû, òî

z
C

Pdx+Qdy +Rdz =
x
S

[(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy+

+

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx

]
.

(4.58)

Íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà C äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíî ñ îðèåíòàöèåé
ïîâåðõíîñòè S.

Â îáîçíà÷åíèÿõ âåêòîðíîãî àíàëèçà òåîðåìà èìååò âèä:

z
C

a dr

(4.43)
(3.65)
=

x
S

rota dσ (4.59)

ãäå dσ � âåêòîð ýëåìåíòà ïëîùàäè ñ íàïðàâëåíèåì âíåøíåé íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè S.
Ôîðìóëà (4.59) ïðåäëîæåíà Äæ. Ñòîêñîì (1854). Ñìûñë ôîðìóëû Ñòîê-

ñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó
C ðàâíà ïîòîêó âèõðÿ ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö â ïîòîêå.

Âåêòîðíîé òðóáêîé ïîëÿ íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðíûõ ëè-
íèé ïîëÿ (3.116), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ C. Ïëî-
ùàäü S, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé C, íàçûâàþò ñå÷åíèåì òðóáêè. Ïîòîê âåêòî-
ðà

s
S
a dσ ÷åðåç ýòî ñå÷åíèå íàçûâàþò èíòåíñèâíîñòüþ âåêòîðíîé òðóá-

êè. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâèæåíèå æèäêîñòè. Êàæäîé ÷àñòèöå æèäêîñòè
ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ âåêòîðíàÿ ëèíèÿ äâèæåíèÿ. Êîíòóð âåêòîðíîé òðóáêè
ñîñòîèò èç îäíèõ è òåõ æå ÷àñòèö æèäêîñòè.

Ñ êàæäûì âåêòîðíûì ïîëåì a ñâÿçàíî ïîëå åãî âèõðÿ b = rota (3.77).
Èíòåãðàëüíûå êðèâûå b ïðèíÿòî íàçûâàòü ëèíèÿìè ðîòîðà èëè âèõðåâûìè
ëèíèÿìè. Âåêòîðíàÿ òðóáêà ïîëÿ âèõðÿ (ñîâîêóïíîñòü âñåõ âèõðåâûõ ëè-
íèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ C) íàçûâàåòñÿ âèõ-
ðåâîé òðóáêîé ïîëÿ èëè òðóáêîé ðîòîðà. Ïîòîê âèõðÿx

S

rota dσ =
w
S

ω2
rot a(ξ, ζ) =

w
S

(rota, ξ, ζ) =
w
S

dω1
a(ξ) (4.60)

÷åðåç ëþáûå ñå÷åíèÿ âèõðåâîé òðóáêè ïîñòîÿíåí è íàçûâàåòñÿ íàïðÿæå-

íèåì âèõðåâîé òðóáêè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âèõðåâàÿ òðóáêà ñóæàåòñÿ (âî-
ðîíêà óòåêàþùåé â ðàêîâèíå âîäû), òî èíòåíñèâíîñòü âèõðÿ ðàñòåò, à íà-
ïðÿæåíèå ñîõðàíÿåòñÿ. Åñëè ðàññìîòðåòü äâèæåíèå æèäêîñòè, òî êîíòóð
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âèõðåâîé òðóáêè ñîñòîèò èç îäíèõ è òåõ æå ÷àñòèö æèäêîñòè. Öèðêóëÿ-
öèÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè ïî êîíòóðó, ñîñòîÿùåìó èç îäíèõ è òåõ æå ÷àñòèö,
òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè ïî
êîíòóðó ñîõðàíÿåòñÿ, êîãäà êîíòóð ïåðåíîñèòñÿ æèäêîñòüþ íà íîâîå ìåñòî.
Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì, òàê íàçûâàåìîé, ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîé ëåììû èëè ëåììû Ñòîêñà � òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ ìíîãîìåðíîé ëåììû
Ñòîêñà.

Ëåììà Ñòîêñà (÷àñòíûé ñëó÷àé (4.54)): Öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ a ïî ëþáûì
äâóì çàìêíóòûì êðèâûì C1, C2, îõâàòûâàþùèì îäíó è òó æå òðóáêó ðîòî-
ðà, îäèíàêîâà: z

C1

a dr =
z
C2

a dr. (4.61)

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñòîêñà:z
C1

a dr−
z
C2

a dr =
x
S

rota dσ = 0,

ãäå C1 − C2 = ∂S, à S � êóñîê òðóáêè ðîòîðà. Âåêòîð dσ åñòü âåêòîð
ýëåìåíòà ïëîùàäè ñ íàïðàâëåíèåì âíåøíåé íîðìàëè ê òðóáêå, à âåêòîð
rota êàñàåòñÿ òðóáêè, çíà÷èò èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü (3.76), åñëè âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ: a = −grad f , òî åãî âèõðü ðàâåí íóëþ rota = 0. Öèðêó-
ëÿöèÿ òàêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó òàêæå ðàâíà íóëþ:u
C
a dr =

s
S
rot(grad f) dσ = 0.

Ýòî ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî äëÿ îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé, êîãäà ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñåãäà ñìîæåì ïóòåì íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè ñòÿíóòü
íàø çàìêíóòûé êîíòóð â òî÷êó, ò.å. îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íàøåãî âåêòîðà
îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîñâÿçíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ìû ãîâîðèì î
ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, ìû èìååì ââèäó òîëüêî îäíîçíà÷íûé ïîòåíöèàë. Äî-
ïóñòèì òåïåðü, ÷òî ìû çàäàëè öèðêóëÿöèþ âåêòîðà íà äâóìåðíîì íå îäíî-
ñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîð.

C1

C1

C2

Ðèñ. 4.1: Íåïðèâîäèìûå êîí-
òóðû òîðà C1 è C2

Åñëè ìû âûáåðåì íà ïîâåðõíîñòè òîðà
òàê íàçûâàåìûé íåïðèâîäèìûé êîíòóð, êî-
òîðûé íåëüçÿ ïóòåì íåïðåðûâíîé äåôîð-
ìàöèè ñòÿíóòü â òî÷êó, à äâà ðàçëè÷íûõ
íåïðèâîäèìûõ êîíòóðà íåëüçÿ ïåðåâåñòè ïó-
òåì íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè äðóã â äðó-
ãà, òî ñèòóàöèÿ áóäåò èíîé. Ïîòåíöèàë, âû-
÷èñëåííûé äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òîðà, íå
áóäåò îäíîçíà÷íûì, à öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ ïî
íåïðèâîäèìîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó íå áó-
äåò ðàâíà íóëþ. Íà äâóìåðíîì òîðå T 2 ìîæ-
íî âûáðàòü äâà òàêèõ íåïðèâîäèìûõ êîíòóðà
(ðèñ. 4.1).

Åñëè îáîéòè çàìêíóòûé êîíòóð, òî èç ïîòåíöèàëà âû÷òåòñÿ öèðêóëÿöèÿ
ïîëÿ ïî ýòîìó êîíòóðó.
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Íà n-ìåðíîì èíâàðèàíòíîì òîðå Tn ìîæíî âûáðàòü ðîâíî n íåïðèâî-
äèìûõ êîíòóðîâ C1, . . . , Cn, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ñòÿíóòû â òî÷êó èëè
ïåðåâåäåíû íåïðåðûâíûì îáðàçîì äðóã â äðóãà.

Íåïðèâîäèìûé êîíòóð ìîæíî ñòÿíóòü â òî÷êó òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì,
ñíà÷àëà îáîéòè êîíòóð ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à çàòåì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòñÿ äâà èíòåãðàëà ïî êîíòóðó ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé, íî
ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó. Òàêîé äâîéíîé êîíòóð ìîæíî ñòÿíóòü â òî÷êó
è èíòåãðàë ïî íåìó áóäåò ðàâåí íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, áåçâèõðåâîå ïîëå rota â íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè íå îáÿçà-
íî áûòü ïîòåíöèàëüíûì, è ìîæåò áûòü öèðêóëÿöèîííûì, êîãäà

u
C
a dr ̸= 0.

Òàêèìè áóäóò, íàïðèìåð, ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè òîðîâèäíîé êàòóøêè, ïî
êîòîðîé ïðîõîäèò ïîñòîÿííûé òîê; ïîëå ñêîðîñòåé ïðè áåçâèõðåâîì òå÷åíèè
æèäêîñòè, îáòåêàþùåé çàìêíóòûé êàíàë, è ò.ä.

Êðîìå ôîðìóëû äëÿ âèõðÿ çàïèøåì åùå îäíó ôîðìóëó, çàìåíÿþùóþ
äâîéíîé èíòåãðàë èíòåãðàëîì ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó:x

S

dσ × grad f =
z
C

f dr. (4.62)

Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî. Ïóñòü V ⊂ R3 � êîìïàêòíîå òð¼õìåð-
íîå ìíîãîîáðàçèå (îáëàñòü òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà) ñ êðàåì S = ∂V (ïî-
âåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü), ôóíêöèè P,Q,R : → R � äèôôåðåí-
öèðóåìû. Òîãäà{

S

P cos(nx) dy dz +Q cos(ny) dz dx+R cos(nz) dx dy =

=
y
V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx dy dz.

(4.63)

ãäå n âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S.
Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñòîêñà, ïðè çàïèñè

òåîðåìû â îáîçíà÷åíèÿõ âåêòîðíîãî àíàëèçà:

{
S

a dσ

(4.43)
(ñ. 126)
=

y
V

div a dV. (4.64)

Ôîðìóëà îïóáëèêîâàíà Ì. Â. Îñòðîãðàäñêèì (1838). Ñìûñë ôîðìóëû
Îñòðîãðàäñêîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè âåêòîðà a,
ðàñïðîñòðàíåííûé íà îáúåì V , ðàâåí ïîòîêó âåêòîðà, íàïðàâëåííîìó ïî
âíåøíåé íîðìàëè ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S. Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêî-
ãî òàêæå âåðíà òîëüêî äëÿ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé.

Äîïóñòèì, ìû èìååì ïîëîæèòåëüíóþ äèâåðãåíöèþ ïîëÿ div a > 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî âåêòîðíûõ ëèíèé âõîäÿùèõ â îáúåì V ÷åðåç çà-
ìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S ìåíüøå êîëè÷åñòâà âåêòîðíûõ ëèíèé, âûõîäÿùèõ
èç ýòîãî îáúåìà. Ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðè ïîâåðõíîñòè S ñóùåñòâóþò òî÷-
êè ïîëÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ¾èñòîêàìè¿ âåêòîðíûõ ëèíèé a. Èñòîêè ïîëÿ,
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ãäå div a < 0 èíîãäà íàçûâàþò ñòîêàìè ïîëÿ. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò
ïî îáú¼ìó, ñëåäîâàòåëüíî, div a ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîòíîñòüþ èñòîêîâ¿ âåêòîðíûõ
ëèíèé. Åñëè ÷èñëî âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ âåêòîðíûõ ëèíèé îäèíàêîâî, òî
äèâåðãåíöèÿ ðàâíà íóëþ div a = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ω = a dσ åñòü çàìêíó-
òàÿ ôîðìà dω = div a = 0, èëè ÷òî ïîòîê âåêòîðà a ÷åðåç êðàé îáëàñòè
ðàâåí íóëþ

v
S
a dσ = 0.

Ïðèìåð. Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

div j+
∂ρ

∂t
= 0 èëè

{
S

j dσ = − ∂

∂t

y
V

ρ dV, (4.65)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü, ṙ � ñêîðîñòü, à j = ρ ṙ � ïîòîê âåùåñòâà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = ṙ îçíà÷àåò ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè, èìå-

þùåé îáú¼ìíóþ ïëîòíîñòü ρ(t, x, y, z). Âû÷èñëèì êîëè÷åñòâî æèäêîñòè,
ïðîòåêàþùåå ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S çà åäèíèöó âðåìåíè:{

S

ρ ṙ dσ.

Êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, çàíèìàþùåå îáú¼ì V , îãðàíè÷åííûé S, âûðàæà-
åòñÿ èíòåãðàëîì

t
V
ρ dV . Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû âû÷èñëÿåòñÿ

êàê
d

dt

y
V

ρ dV =
y
V

∂ρ

∂t
dV

è ðàâíî ñ îáðàòíûì çíàêîì êîëè÷åñòâó æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç ïî-
âåðõíîñòü S:

{
S

ρ ṙ dσ
(4.64)
=

y
V

div (ρ ṙ) = −
y
V

∂ρ

∂t
dV,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáú¼ìå íåò èñòî÷íèêîâ æèäêîñòè.
Óðàâíåíèå (4.65) ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà n-ìåðíûé ñëó÷àé.
Ïðèìåð. Çàïèøåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ρ:

ρ̇
(3.104)
= grad ρ · ṙ+ ∂ρ

∂t

(3.178)
= div (ρ ṙ)− ρ div ṙ+

∂ρ

∂t

(4.65)
= −ρdiv ṙ,

îòêóäà

div ṙ = −1

ρ

dρ

dt
. (4.66)

Ýòîò ïðèìåð íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ñìûñë äèâåðãåíöèè. Äèâåðãåíöèÿ
(ðàñõîäèìîñòü) ïîëÿ ñêîðîñòåé ṙ äà¼ò îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè
ýëåìåíòà æèäêîñòè, íàõîäÿùåãîñÿ â äàííîì ìåñòå.

Åñëè æèäêîñòü íåñæèìàåìà (ρ = const èëè ρ̇ = 0), òî ýòî èçìåíåíèå
äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ, è ìû ïîëó÷èì óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè:

div ṙ
(4.66)
= 0. (4.67)
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Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, â ãèäðî- è
àýðîìåõàíèêå, ãäå âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåùåñòâà äëÿ äâèæóùåéñÿ
æèäêîñòè (ãàçà).

Êðîìå òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî èëè ôîðìóëû äëÿ äèâåðãåíöèè çàïèøåì
åùå äâå ôîðìóëû, åùå äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, çàìåíÿþùèå òðîéíîé èíòåãðàë
äâîéíûì: y

V

grad f dV =
{
S

f dσ, (4.68)

y
V

rota dV =
{
S

dσ × a. (4.69)

Èñïîëüçóÿ ñèìâîëè÷åñêèé îïåðàòîð ∇, ìîæíî óêàçàòü óäîáíîå äëÿ çàïî-
ìèíàíèÿ îïåðàòîðíîå ñîîòíîøåíèå, èç êîòîðîãî ôîðìóëà çàìåíû òðîéíûõ
èíòåãðàëîâ äâîéíûìè ïîëó÷àþòñÿ â âèäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ýòî ñîîòíîøå-
íèå èìååò âèä: y

V

dV · ∇ =
{
S

dσ. (4.70)

Òåîðåìà Ãðèíà. Ïóñòü S ⊂ R2 � êîìïàêòíîå äâóìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå
ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂S = C, íàäåë¼ííûì èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé,
ôóíêöèè P,Q : → R � äèôôåðåíöèðóåìû. Òîãäà

z
C

Pdx+Qdy =
x
S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (4.71)

Ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ñòîêñà è áûëà èçâåñò-
íà åù¼ Ë. Ýéëåðó (1771). Äâå äðóãèå âïåðâûå îïóáëèêîâàíû Äæ. Ãðèíîì
(1828) â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì ïî òåîðèè ïîòåíöèàëà.

Ïóñòü V ⊂ R3 � êîìïàêòíûé îáú¼ì, îãðàíè÷åííûé ïîâåðõíîñòüþ S =
∂V ; u, v : V → R � äèôôåðåíöèðóåìû.

Òîãäà ïåðâàÿ ôîðìóëà èìååò âèä:

{
S

v
∂u

∂n
dσ =

y
V

(
∂v

∂x

∂u

∂x
+
∂v

∂y

∂u

∂y
+
∂v

∂z

∂u

∂z

)
dV +

y
V

v∆u dV, (4.72)

ãäå dσ � âåêòîð ýëåìåíòà ïëîùàäè ñ íàïðàâëåíèåì âíåøíåé íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè S,
dV � ýëåìåíò îáú¼ìà,
∂u
∂n � ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè ê S,
∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì ôóíêöèè P = v ∂u∂x , Q = v ∂u∂y , R = v ∂u∂z â

óðàâíåíèå (4.63) è ñ ó÷¼òîì (3.142) ñðàçó ïîëó÷èì óðàâíåíèå (4.72).
Èç íåå ñðàçó ïîëó÷àåì âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà:

{
S

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
dσ =

y
V

(v∆u− u∆v) dV. (4.73)
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Â îáîçíà÷åíèÿõ âåêòîðíîãî àíàëèçà ôîðìóëû èìåþò âèä:
{
S

vgradu dσ =
y
V

(grad v gradu+ v∆u) dV, (4.74)

{
S

(vgradu− ugrad v) dσ =
y
V

(v∆u− u∆v) dV. (4.75)

4.4 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Èíòåãðàëû, ó êîòîðûõ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ êîíå÷íà è ïîäûíòåãðàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ â ýòîé îáëàñòè íå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, íàçûâàþòñÿ
èíòåãðàëàìè â ñîáñòâåííîì ñìûñëå ñëîâà èëè, êîðîòêî, ñîáñòâåííûìè. Åñ-
ëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå âûïîëíåíî, òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ
íåñîáñòâåííûé (ñèíãóëÿðíûé). Òàê åñëè îäèí èç ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ
áåñêîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë èìååò îñîáåííîñòü.

Íàïðèìåð, èíòåãðàë âèäà:

∞w
a

f(x) dx (4.76)

èìååò îñîáåííîñòü íà âåðõíåì ïðåäåëå.
Åñëè ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ x èìååò íåïîñðåäñòâåííûé ôèçè÷å-

ñêèé ñìûñë, òî ðåàëüíî îíà èçìåíÿåòñÿ íå äî áåñêîíå÷íîñòè, à äî êàêîãî-òî
î÷åíü áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ïðåäåëà Ω:

∞w
a

f(x) dx =

Ωw
a

f(x) dx+

∞w
Ω

f(x) dx.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë, õîòÿ è çàâèñèò îò ýòîãî ïðåäåëà, íî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ åãî çíà÷åíèÿõ ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ:

lim
Ω→∞

∞w
Ω

f(x) dx = 0,

∞w
a

f(x) dx = lim
Ω→∞

Ωw
a

f(x) dx. (4.77)

Òàêîé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.
Íàïðèìåð (a ̸= 0)

∞w
0

e−axdx =
1

a

∞w
0

e−axd(ax) = −1

a
e−ax

∣∣∞
0

= −1

a
(0− 1) =

1

a
. (4.78)

Îñíîâíîé âêëàä â ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë äàåò åãî ¾êîíå÷íàÿ¿ (¾ñîáñòâåí-
íàÿ¿) ÷àñòü, òîãäà êàê âêëàä îñîáåííîñòè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïðåäåëå
èíòåãðèðîâàíèÿ êàê óãîäíî ìàë. Åñëè çíà÷åíèå èíòåãðàëà ñ ðîñòîì ïðåäå-
ëà èíòåãðèðîâàíèÿ íå ¾óñòàíàâëèâàåòñÿ¿, à ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè èëè
êîëåáëåòñÿ, òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.
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Èíòåãðàëû, èìåþùèå îñîáåííîñòè, êàê ñõîäÿùèåñÿ, òàê è ðàñõîäÿùèåñÿ,
ìîãóò, òåì íå ìåíåå, ìàæîðèðîâàòüñÿ êàêîé-íèáóäü ôóíêöèåé. Íàèáîëåå ÷à-
ñòî ýòîò ôàêò ðàñïîçíàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñðàâíåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-
öèè f(x) ñî ñòåïåííîé ôóíêöèåé const

xn , îò êîòîðîé èíòåãðàë ëåãêî áåðåòñÿ:

∞w
x0

const

xn
dx =

const

(n− 1)xn−1
0

− const

(n− 1)∞n−1
.

Çäåñü íàäî ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ. Åñëè n > 1, òî ïîñëåäíèé ÷ëåí â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí íóëþ, è â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Åñëè n 6 1,
òî ïðè n = 1 ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí const · ln∞, à ïðè n < 1

ðàâåí const·∞1−n

n−1 , è èíòåãðàë â ëþáîì ñëó÷àå ðàñõîäèòñÿ.
Èíòåãðàëû (4.2) è (4.3) ïðè èíòåãðèðîâàíèè íà èíòåðâàëå [0,∞) è ïðè

îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ñòåïåíè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè, î÷åâèäíî, ñõî-
äÿùèåñÿ, òàê êàê ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ëþáîé
ñòåïåíè x. Ïîëó÷àåì:

∞w
0

e−ax cos(bx) dx =
a

a2 + b2
, ãäå a > 0; (4.79)

∞w
0

e−ax sin(bx) dx =
a

a2 + b2
, ãäå a > 0. (4.80)

Â ñõîäÿùåìñÿ èíòåãðàëå (4.80) ïðèìåì b = 1, à âåëè÷èíó a ïðèìåì â
êà÷åñòâå ïåðåìåííîé (0 < a1 6 a 6 a2 <∞):

a2w
a1

da

∞w
0

e−ax sinx dx
(4.16)
=

∞w
0

sinx dx

a2w
a1

e−axda =

∞w
0

(
e−a1x − e−a2x

) sinx
x

dx;

a2w
a1

da

∞w
0

e−ax sinx dx
(4.80)
=

a2w
a1

da

a2 + 1
= arctg a2 − arctg a1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

∞w
0

(
e−a1x − e−a2x

) sinx
x

dx = arctg a2 − arctg a1.

Ïðèíÿâ a1 = 0 è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè a2 → ∞, ïîëó÷èì:

∞w
0

sinx

x
dx =

π

2
,

+∞w
−∞

sinx

x
dx = π. (4.81)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîé ôîðìóëû (4.81) íóæíî çàìåíèòü x íà −x.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë:

x
S

e−x
2−y2dσ

(4.15)
=

+∞w
−∞

e−x
2

dx ·
+∞w
−∞

e−y
2

dy = I2. (4.82)
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Çàìåíèì ïåðåìåííûå x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, x2 + y2 = ρ2

x
S

e−ρ
2

ρ dφ dρ =

2πw
0

dφ ·
∞w
0

e−ρ
2

ρ dρ = π. (4.83)

Ïðèðàâíèâàÿ (4.82) è (4.83) (I2 = π), ïîëó÷àåì

+∞w
−∞

e−x
2

dx =
√
π. (4.84)

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (4.17) ê ñõîäÿùåìóñÿ èíòåãðàëó:

∞w
0

e−αxdx =
1

α
, α > 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî ïàðàìåòðó α n ðàç, ïîëó÷èì:

∞w
0

(−x)ne−αxdx = (−1) . . . (−n)α−(n+1).

Ïîëàãàÿ α = 1 è ñîêðàùàÿ íà (−1)n, ïîëó÷èì:

∞w
0

xne−xdx = n!. (4.85)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ òàêæå ìîæíî ïðèìåíÿòü
ôîðìóëû äëÿ âû÷åòîâ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Òåîðåìà. Äîïóñòèì ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íå òîëüêî äëÿ âåùåñòâåííîé
ïåðåìåííîé x: f(x), íî è äëÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z: f(z) è ïðè ýòîì
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (m, k, n ∈ N):

1. f(z) ãîëîìîðôíà âî âñåé âåðõíåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, çà èñ-
êëþ÷åíèåì m ïîëþñîâ z1, . . . , zm, ðàñïîëîæåííûõ íàä âåùåñòâåííîé
îñòüþ x, è k ïîëþñîâ zm+1, . . . , zm+k, ðàñïîëîæåííûõ íà ñàìîé âåùå-
ñòâåííîé îñè x;

2. åñëè |z| ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî zf(z) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíî-
ìåðíî îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà z (0 6 z 6 π);

3.
+∞r
0

f(x) dx è
0r

−∞
f(x) dx ñõîäÿòñÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞w
−∞

f(x) dx = 2πi
m∑
j=1

Reszjf(z) + πi
m+k∑
j=m+1

Reszjf(z). (4.86)

186



âû÷èñëÿåòñÿ êàê óìíîæåííàÿ íà 2πi ñóììà âû÷åòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â âåðõ-
íåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, è óìíîæåííàÿ íà πi ñóììà âû÷åòîâ íà
ñàìîé âåùåñòâåííîé îñè.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞w
−∞

f(x)einx dx = 2πi
m∑
j=1

Reszjf(z) + πi
m+k∑
j=m+1

Reszjf(z). (4.87)

âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, ïðè÷¼ì óñëîâèå 2 ñòàíîâèòñÿ ìåíåå îáðåìåíèòåëü-
íûì: åñëè |z| ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî f(z) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíî-
ìåðíî îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà z (0 6 z 6 π).

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ýéëåðà (1.62) ê (4.87) è ðàçäåëèì âåùå-
ñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, òîãäà:

∞w
0

f(x) cos(nx) dx = πi
m∑
j=1

Reszjf(z) +
πi

2

m+k∑
j=m+1

Reszjf(z), (4.88)

∞w
0

f(x) sin(nx) dx = π

m∑
j=1

Reszjf(z) +
π

2

m+k∑
j=m+1

Reszjf(z). (4.89)

Ñ ó÷¼òîì (4.28) Res 0 1
z = 1 è (4.89) ìû ñðàçó ïîëó÷àåì ôîðìóëó (4.81):

∞w
0

sinx

x
dx =

π

2
Res 0

1

z
=
π

2
.

4.5 Ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿð-
íûõ è âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ (3.75�3.79), äëÿ êîòîðûõ îêàçûâàþòñÿ ñïðà-
âåäëèâû âûðàæåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

φV (ξ) =
y
V

ρ(ν)

r
dV, (4.90)

φS(ξ) =
x
S

ϱ(ν)

r
dσ, (4.91)

φS(ξ) =
x
S

ϱ(ν)
∂

∂n

(
1

r

)
dσ, (4.92)

ãäå φV (ξ) � ïîòåíöèàë îáú¼ìà,
φS(ξ) � ïîòåíöèàë ïîâåðõíîñòè,
ρ(ν) � îáú¼ìíàÿ ïëîòíîñòü,
ϱ(ν) � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü,
r = |ξ − ν| � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ξ äî òî÷êè
èíòåãðèðîâàíèÿ ν.
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Ïîâåðõíîñòü S ñ÷èòàåòñÿ íåçàìêíóòîé è äîñòàòî÷íî õîðîøåé (ãëàäêîé)
èëè äèôôåðåíöèðóåìîé â êàæäîé òî÷êå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïîñòðî-
èòü êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïîòåíöèàëà ïîä èíòåãðàëîì â òî÷êå ξ âîçíèêàåò íåîïðå-
äåë¼ííîñòü, òàê êàê ν = ξ, ñëåäîâàòåëüíî, r = 0 è ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ â òî÷êå r = 0 îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Çíà÷èò, (4.90�4.92) � íåñîá-
ñòâåííûå èíòåãðàëû. Ïîýòîìó íóæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû èí-
òåãðèðîâàíèÿ, ÷òîáû ðàñêðûòü ýòó íåîïðåäåë¼ííîñòü.

Îáðàòèì âíèìàíèå:

1. Ñðàçó âèäíî, ÷òî ïîòåíöèàë íå ðàñò¼ò äî áåñêîíå÷íîñòè ïðè çíà÷åíèè
r = 0, òàê êàê

lim
r→0

dV

r
= 0, lim

r→0

dσ

r
= 0, lim

r→0

r dV

r3
= 0; (4.93)

â òî âðåìÿ êàê, íàïðèìåð,

lim
r→0

r dσ

r3
̸= 0. (4.94)

Äîêàçàòåëüñòâî.

×òîáû ðàñêðûòü íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 ïðè âû÷èñëåíèè ïîòåíöèàëà â

òî÷êå ξ (r = 0) ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó ξ, ðàññìîòðèì
îêðåñòíîñòü òî÷êè ξ â âèäå øàðà D ðàäèóñîì r è çàïèøåì ýëåìåíòû
ïëîùàäè è îáú¼ìà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

dσ
(3.52)
= err

2 sin θ dφ ∧ dθ + eφr dθ ∧ dr + eθr sin θ dr ∧ dφ,

dV
(3.53)
= r2 sin θ dr ∧ dφ ∧ dθ.

Òàê êàê èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïîâåðõíîñòè øàðà ∂D òî dr = 0
è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû áóäóò îáðàùàòüñÿ â íóëü. Òîãäà ñ ó÷¼òîì
r ∥ er ïîëó÷èì

lim
r→0

dσ

r
= lim
r→0

[ err sin θ dφ ∧ dθ + eφdθ ∧ dr + eθ sin θ dr ∧ dφ ] = 0,

lim
r→0

rdσ

r3
= lim
r→0

[ sin θ dφ ∧ dθ ] ̸= 0, òàê êàê íå ñîäåðæèò r,

lim
r→0

dV

r
= lim
r→0

[ r sin θ dr ∧ dφ ∧ dθ ] = 0,

lim
r→0

r dV

r3
= lim
r→0

[ sin θ dr ∧ dφ ∧ dθ ] = 0.
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2. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû (4.90) ñõîäÿòñÿ ïðè ξ → ∞, åñëè ρ è µ èí-
òåãðèðóåìû âî âñåé îáëàñòè, òàê êàê åñëè ξ → ∞, òî r → ∞. Òîãäà

lim
r→∞

y
V

ρ(ν)

r
dV 6 lim

r→∞

y
V

|ρ(ν)|
r

dV 6 lim
r→∞

const

r
= 0, (4.95)

lim
r→∞

x
S

ϱ(ν)

r
dσ 6 lim

r→∞

x
S

|ϱ(ν)|
r

dσ 6 lim
r→∞

const

r
= 0. (4.96)

Ñëåäñòâèå. Ëþáîé ïîòåíöèàë íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâåí íóëþ.

Òåîðèÿ ïîòåíöèàëà âîçíèêëà èç ïîòðåáíîñòåé ôèçèêè êàê ÷èñòî ïðè-
êëàäíîé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Â ïåðâîíà÷àëüíîì ïîíèìàíèè � ýòî
ó÷åíèå î ñâîéñòâàõ ñèë, äåéñòâóþùèõ ïî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Â
ôîðìóëèðîâêå ýòîãî çàêîíà, äàííîé È. Íüþòîíîì, ðå÷ü èäåò òîëüêî î ñèëàõ
âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà äâå ìàòåðèàëüíûå ÷àñòèöû ìàëûõ
ðàçìåðîâ (ìàòåðèàëüíûå òî÷êè), ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíûõ ïðîèçâåäåíèþ
ìàññ ýòèõ ÷àñòèö è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûõ êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
÷àñòèöàìè. Ïîýòîìó ïåðâîé è âàæíåéøåé ñ òî÷êè çðåíèÿ íåáåñíîé ìåõàíè-
êè è ãåîäåçèè çàäà÷åé áûëî èçó÷åíèå ñèë ïðèòÿæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
îãðàíè÷åííûì ãëàäêèì ìàòåðèàëüíûì òåëîì � ñôåðîèäîì è, â ÷àñòíîñòè,
ýëëèïñîèäîì (èáî ìíîãèå íåáåñíûå òåëà èìåþò èìåííî ýòó ôîðìó).

Ïîñëå ïåðâûõ ÷àñòíûõ äîñòèæåíèé È. Íüþòîíà è äðóãèõ ó÷åíûõ îñíîâ-
íîå çíà÷åíèå çäåñü èìåëè ðàáîòûÆ. Ëàãðàíæà, À. Ëåæàíäðà è Ï. Ëàïëàñà.
Æ. Ëàãðàíæ óñòàíîâèë, ÷òî ïîëå ñèë òÿãîòåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, êàê ãîâîðÿò òå-
ïåðü, � ïîòåíöèàëüíûì, è ââåë ôóíêöèþ, êîòîðóþ ïîçæå Äæ. Ãðèí íàçâàë
ïîòåíöèàëüíîé, à Ê. Ãàóññ � ïðîñòî ïîòåíöèàëîì. Íûíå äîñòèæåíèÿ ýòî-
ãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ïåðèîäà îáû÷íî âõîäÿò â êóðñû êëàññè÷åñêîé íåáåñíîé
ìåõàíèêè.

Äàëåå Ê. Ãàóññ è åãî ñîâðåìåííèêè îáíàðóæèëè, ÷òî ìåòîä ïîòåíöèà-
ëîâ ïðèìåíèì íå òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè òÿãîòåíèÿ, íî è âîîáùå
äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â ÷àñòíîñòè
ýëåêòðîñòàòèêè è ìàãíåòèçìà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ ïî-
òåíöèàëû íå òîëüêî ìàññ, íî è, íàïðèìåð, çàðÿäîâ è òîêîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ ñïðàâåäëèâû
óðàâíåíèÿ (4.90, 4.91).

Ïóñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ φ(ξ) êîíå÷íà è íåïðåðûâíà âî âñ¼ì îáú¼ìå
V , èìååò âíóòðè ýòîãî îáú¼ìà êîíå÷íûå ïðîèçâîäíûå êàê ïåðâîãî, òàê è
âòîðîãî âòîðîãî ïîðÿäêà è óäîâëåòâîðÿåò
âíóòðè V � óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

∆φV = −4πρ, (4.97)

ñíàðóæè V � óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆φV = 0, (4.98)
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à ñïëîøíîñòü (íåïðåðûâíîñòü) å¼ ãðàäèåíòà ìîæåò íàðóøàòüñÿ íà îòäåëü-
íûõ ¾ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà¿ S (èçìåíÿòüñÿ ñêà÷êîì íà êîíå÷íóþ âåëè÷èíó
ïî ðàçëè÷íûì ñòîðîíàì ïîâåðõíîñòè), ïðè ýòîì

∇φ(2)
S −∇φ(1)

S = 4πϱ, (4.99)

ãäå èíäåêñ (2) ñîîòâåòñòâóåò íàðóæíåé, èíäåêñ (1) � âíóòðåííåé ñòîðîíàì
ïîâåðõíîñòè S, à ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ϱ(ν) íåïðåðûâíà íà ïîâåðõíîñòè
S è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð íîðìàëè â äàííîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè. Òîãäà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

φ(ξ) =
y
V

ρ(ν)

r
dV +

x
S

ϱ(ν)

r
dσ. (4.100)

ãäå r = |ξ − ν| � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè äî òî÷êè èíòå-
ãðèðîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ãðèíà (4.75), ãäå v = 1

r è u = φ

{
S

(
φ∇

(
1

r

)
− ∇φ

r

)
dσ

(4.75)
=

y
V

(
φ∆

(
1

r

)
− ∆φ

r

)
dV

(4.98)
(3.193)
= 4π

y
V

ρ(ν)

r
dV.

Òàê êàê òåîðåìà Ãðèíà ïðèìåíèìà òîëüêî ê òàêèì ó÷àñòêàì ïðîñòðàí-
ñòâà, â êîòîðûõ îáà ñêàëÿðà v è u, è èõ ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, òî òî÷êó
ξ íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü èç îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ V . Ñ ýòîé öåëüþ èñ-
êëþ÷èì èç îáëàñòè V îêðåñòíîñòü òî÷êè ξ â âèäå ìàëåíüêîãî øàðà D è
äîáàâèì ê ïîâåðõíîñòè S ñôåðó ∂D. Òîãäà

4π
y

[V−D]

ρ(ν)

r
dV =

{
S

(
φ∇

(
1

r

)
− ∇φ

r

)
dσ +

{
∂D

(
φ∇

(
1

r

)
− ∇φ

r

)
dσ,

ãäå âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí

{
∂D

(
φ∇

(
1

r

)
− ∇φ

r

)
dσ

(4.9)
(3.172)
= φ

{
∂D

r dσ

r3
−∇φ

{
∂D

dσ

r
=

(4.93)
(4.94)
(3.52)
= φ

{
∂D

sin θ dφ ∧ dθ (4.13)
= 4πφ.

Ïåðåä φ ñòîèò çíàê +, à íå −, òàê êàê óðàâíåíèå (3.172) çàïèñàíî äëÿ
ðàäèóñ-âåêòîðà, íàïðàâëåííîãî îò öåíòðà, à â íàøåì ñëó÷àå âíåøíÿÿ ê îáú-
¼ìó èíòåãðèðîâàíèÿ V − D íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ñôåðû ∂D íàïðàâëåíà
ê å¼ öåíòðó � òî÷êå ξ è ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíà ðàäèóñ-âåêòîðó r.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå φ íà ïîâåðõíîñòè ìàëåíüêîé ñôåðû ∂D ñ öåíòðîì â
òî÷êå ξ, î÷åâèäíî, èìååò ïðåäåëîì çíà÷åíèå φ(ξ) â ýòîé òî÷êå.
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Òîãäà ïîëó÷àåì

y
V

ρ(ν)

r
dV = lim

D→0

y
[V−D]

ρ(ν)

r
dV =

1

4π

{
S

(
φ∇

(
1

r

)
− ∇φ

r

)
dσ + lim

∂D→ξ
φ =

=
1

4π

{
S

(
φ∇

(
1

r

)
− ∇φ

r

)
dσ + φ(ξ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë � ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé
÷àñòè. Ïîâåðõíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò ñîñòîÿòü, âî-ïåðâûõ, èç ïîãðà-
íè÷íîé ïîâåðõíîñòè îáú¼ìà V , îäíàêî ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ýòîé
ïîâåðõíîñòè âñåãäà ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ, òàê êàê ïðè óäàëåíèè
ãðàíèöû îáú¼ìà íà áåñêîíå÷íîñòü ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå (4.96), âî-âòîðûõ,
èç íåçàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S, íà êîòîðîé ïî óñëîâèþ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
φ îñòà¼òñÿ íåïðåðûâíîé φ(2) = φ(1), à å¼ ãðàäèåíò èìååò ðàçðûâ (4.99).

Òàê êàê S íå çàìêíóòà, òî èíòåãðèðîâàíèå ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè
ñâîäèòñÿ ê äâóêðàòíîìó èíòåãðèðîâàíèþ: îäèí ðàç ïî âíóòðåííåé, à äðóãîé
ðàç ïî íàðóæíåé ñòîðîíå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè÷¼ì íà âíóòðåííåé ñòîðîíå
ïîâåðõíîñòè âåëè÷èíà dσ ìåíÿåò çíàê. Òîãäà ïîëó÷àåì

{
S

(
φ∇

(
1

r

)
− ∇φ

r

)
dσ =

x
S

((
φ(2) − φ(1)

)
∇
(
1

r

)
− ∇φ(2) −∇φ(1)

r

)
dσ =

(4.99)
= −4π

x
S

ϱ

r
dσ.

Âìåñòå ñ ïðåäûäóùåé ôîðìóëîé ýòî äà¼ò èñêîìîå óðàâíåíèå (4.100).
Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíóþ òåîðåìó. Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë îáú¼ìà φV (ξ)

(4.90) óäîâëåòâîðÿåò âíóòðè V � óðàâíåíèþ Ïóàññîíà (4.97), ñíàðóæè V �
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà (4.98).

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ðàñêðûòü íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 ïðè âû÷èñëåíèè

ïîòåíöèàëà â òî÷êå ξ (r = 0) èñêëþ÷èì èç îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ V
îêðåñòíîñòü òî÷êè ξ â âèäå ìàëåíüêîãî øàðà D

Çàïèøåì

φV (ξ) =
y

[V−D]

ρ(ν)

r
dV +

y
D

ρ(ν)

r
dV = φ1(ξ) + φ2(ξ)

×ëåí φ1(ξ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆φ1(ξ) = 0, ò.å. ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé

∆φ1(ξ) =
y

[V−D]

∆

(
ρ(ν)

r

)
dV =

(3.194)
=

y
[V−D]

∆ρ(ν)

r
dV −

y
[V−D]

2
r∇ρ(ν)
r3

dV
(4.93)
= 0.
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Äëÿ ÷ëåíà φ2(ξ) ïîëó÷àåì

∆φ2(ξ) =
y
D

∇2

(
ρ(ν)

r

)
dV

(4.70)
=

{
∂D

∇
(
ρ(ν)

r

)
dσ =

(3.184)
=

{
∂D

∇ρ(ν)
r

dσ −
{
∂D

rρ(ν)

r3
dσ =

(4.93)
(4.94)
= −

{
∂D

ρ(ν) sin θ dφ ∧ dθ
(4.12)
(4.13)
= −4πρ(ξ).

Åñëè òåïåðü ξ íàõîäèòñÿ âíå îáëàñòè V , òî â øàðå D ïëîòíîñòü òîæäå-
ñòâåííà íóëþ ρ(ξ) ≡ 0. Òîãäà ∆φV (ξ) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü äëÿ
(4.98). Åñëè æå ξ íàõîäèòñÿ âíóòðè îáëàñòè V , òî ∆φV (ξ) = −4πρ(ξ), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü äëÿ (4.97).

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî âûðàæåíèå (4.90) φV (ξ) =
t

V
ρ(ν)
r dV ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì (èíòåãðàëîì) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà(4.97) ∆φV =
−4πρ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà îáú¼ìà φV = (φxV , φ

y
V , φ

z
V )

âûðàæåíèÿ

φxV (ξ) =
y
V

ρx(ν)

r
dV, φyV (ξ) =

y
V

ρy(ν)

r
dV, φzV (ξ) =

y
V

ρz(ν)

r
dV.

åñòü ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ïóàññîíà

∇2φxV = −4πρx, ∇2φyV = −4πρy, ∇2φzV = −4πρz.

Ýòè òðè óðàâíåíèÿ äëÿ ñëàãàþùèõ âåêòîðà φV , ñîãëàñíî (3.196, 3.197),
ðàâíîçíà÷íû îäíîìó âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ

∇2φV (ξ) = −4πρ(ξ), (4.101)

êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ âåêòîð-
íîãî ïîòåíöèàëà.

Äî ñèõ ïîð ìû ñ÷èòàëè ïîòåíöèàë φ íåïðåðûâíûì, è òîëüêî äëÿ åãî
ïðîèçâîäíûõ íåïðåðûâíîñòü ìîãëà íàðóøàòüñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå
(4.92) φS(ξ) =

s
S
ϱ ∂
∂n

(
1
r

)
dσ ïðèìåíèìî â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõ-

íîñòü, íà êîòîðîé íàðóøåíà íåïðåðûâíîñòü ñàìîãî ïîòåíöèàëà.
Î÷åâèäíî, ÷òî íà ¾ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà¿ ìîæåò íàðóøàòüñÿ íåïðåðûâ-

íîñòü ïîòåíöèàëà ïîâåðõíîñòè, à íå ïîòåíöèàëà îáú¼ìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ëèáî íà äâóõ ñòîðîíàõ îäíîé ïîâåðõíîñòè, ëèáî íà äâóõ âåñüìà áëèçêèõ
è ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó ïîâåðõíîñòÿõ íàáëþäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîâåðõ-
íîñòíûå ïëîòíîñòè.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûì ñ÷èòàåòñÿ ïðèìåðû èç ýëåêòðîäèíàìèêè,
êîãäà îáðàçóåòñÿ äâîéíîé ýëåêòðè÷åñêèé ñëîé, ëèáî äâîéíîé ìàãíèòíûé
ñëîé, èëè, êàê åãî ïðèíÿòî íàçûâàòü, ìàãíèòíûé ëèñòîê. Â ýòîì ñëó÷àå
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íà ïðîòèâîëåæàùèõ ýëåìåíòàõ îáåèõ ïîâåðõíîñòåé (äâóõ ñòîðîí îäíîé ïî-
âåðõíîñòè) ïîâåðõíîñòíûå ïëîòíîñòè ðàâíû ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû
ïî çíàêó µ = µ(2) = −µ(1) (ðèñ. 4.2).

Ïîòåíöèàë ýòîãî ñëîÿ â íåêîòîðîé òî÷êå ξ ïîëÿ áóäåò ðàâåí

φS(ξ)
(4.91)
=

x
S

µ(2)

r(2)
dσ +

x
S

µ(1)

r(1)
dσ =

x
S

µ

(
1

r(2)
− 1

r(1)

)
dσ.

µ(2)
µ(1)

r(1)

r(2)

ξ

α
δn

**XXXXXy X

r
Ðèñ. 4.2: Ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà ïîòåíöèàëà φS

Âåëè÷èíà 1
r(2)

− 1
r(1)

åñòü
ïðèðàùåíèå ÷èñëåííîé âå-
ëè÷èíû îáðàòíîãî çíà÷å-
íèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r, ïðî-
âåä¼ííîãî îò òî÷êè ξ ê
ðàññìàòðèâàåìîìó ýëåìåí-
òó äâîéíîãî ñëîÿ, ïðè ïå-
ðåìåùåíèè íà÷àëüíîé òî÷-
êè âåêòîðà îò âíóòðåí-
íåé ïîâåðõíîñòè ê âíåø-
íåé. Ïóñòü n åñòü íàïðàâ-
ëåíèå íîðìàëè ê äâîéíî-
ìó ñëîþ, íàïðàâëåííîìó îò
âíóòðåííåé åãî ñòîðîíû ê
âíåøíåé, à δ � òîëùèíà ñëîÿ. Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëîÿìè ìàëî ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè ξ, òî ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî ïîëîæèòü:

r = r(2) ≈ r(1), r(2) − r(1) ≈ δ cosα,

ãäå α � óãîë ìåæäó âåêòîðîì íîðìàëè n è ðàäèóñ-âåêòîðîì r, ïðîâåä¼ííûì
îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ââèäó ìà-
ëîñòè ðàññòîÿíèÿ δ áåçðàçëè÷íî, ê êàêîìó èìåííî ñëîþ ïðîâåä¼í ýòîò
ðàäèóñ-âåêòîð r.

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ ïðèíèìàåò âèä (4.92), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü:

φS(ξ) = −
x
S

µδ cosα

r2
dσ

(2.3)
= −

x
S

µδ n · r
r3

dσ

(3.172)
(3.141)
=

x
S

ϱ
∂

∂n

(
1

r

)
dσ,

ãäå ϱ = µδ � óñëîâíàÿ ¾ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü¿, íàïðèìåð, âåëè÷èíà
äèïîëüíîãî ìîìåíòà â ýëåêòðîäèíàìèêå.

4.6 Äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà (δ-ôóíêöèÿ)

Èññëåäóåì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âèäà:

1

2π

+∞w
−∞

eixydy. (4.102)
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Ïðåäñòàâèì ýòîò íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë êàê ïðåäåë èíòåãðàëà ïî êî-
íå÷íîìó ïðîìåæóòêó [−y,+y]:

1

2π

+∞w
−∞

eixydy =
1

2π
lim
y→∞

+yw
−y

eixydy = lim
y→∞

eixy − e−ixy

2πix
=

= lim
y→∞

sin(xy)

πx
= lim
y→∞

Fy,

ãäå Fy = sin(xy)
πx .

Ôóíêöèÿ Fy ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ x, y. Ðàññìàòðèâàÿ
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ y, ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî êðèâûõ Fy. Ãðàíèöà F (x)
îáëàñòè, çàïîëíåííîé ñåìåéñòâîì êðèâûõ Fy, êàñàþùèõñÿ ýòîé ãðàíèöû,
íîñèò íàçâàíèå îãèáàþùåé ñåìåéñòâà êðèâûõ.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ Fy â òð¼õ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (Fy, x, y); òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x0 ìû ïîëó-
÷èì êðèâóþ Fy(x0, y), ìàêñèìóì (ìèíèìóì) êîòîðîé äàñò òî÷êó îãèáàþùåé.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà
êðèâûõ: (

∂Fy(x, y)

∂y

)
x

= 0. (4.103)

Óñëîâèå (4.103) äàåò íàì óðàâíåíèå y = y(x), ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé
x è y. Ïîäñòàâèâ ýòî óðàâíåíèå â Fy, ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ îãèáàþùåé
ñåìåéñòâà êðèâûõ F (x) = Fy(x, y(x)):(

∂Fy(x, y)

∂y

)
x

=
cos(xy)

π
= 0, ò.å. sin(xy) = ±1, F (x) = ± 1

πx
. (4.104)

Ãðàôèê ôóíêöèè Fy(x, y) è åå îãèáàþùåé F (x) èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.3:
Èíòåãðàë îò Fy(x, y) ïî x ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè y ðàâåí:

+∞w
−∞

Fy(x, y) dx =

+∞w
−∞

sin(xy)

πx
dx =

1

π

+∞w
−∞

sin(xy)

xy
d(xy) =

1

π

+∞w
−∞

sin z

z
dz = 1.

Ïðè x = 0 çíà÷åíèå Fy(0, y) = y.
Ôóíêöèÿ Fy ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x: Fy(x, y) = Fy(−x, y).
Ïðè óâåëè÷åíèè y ãëàâíûé ìàêñèìóì Fy óâåëè÷èâàåò ñâîþ âûñîòó è,

ñîîòâåòñòâåííî, óìåíüøàåò øèðèíó, ÷òî âûçûâàåò ñîîòâåòñòâóþùåå óâåëè-
÷åíèå ÷èñëà êîëåáàíèé ôóíêöèè íà ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå.

Íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàÿ y, ïîëó÷èì ôóíêöèþ ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1. ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ ïðè âñåõ x ̸= 0;

2. ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íà ïðè x = 0;

3. èíòåãðàë îò ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé x, âçÿòûé â ïðåäåëàõ îò −∞, äî
+∞, ðàâåí 1.
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F

x

F (x) = 1
πx

Fy = sin(xy)
πx

6

-

��	

@@I

Ðèñ. 4.3: Ãðàôèêè ôóíêöèé F (x) è Fy(x, y)

Ôóíêöèÿ ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà è îáî-
çíà÷àåòñÿ δ(x). Ôóíêöèÿ δ(x) ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíà è øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â
ôèçèêå.

Ìû ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèÿ:

δ(x) =
1

2π

+∞w
−∞

eixydx = lim
y→∞

sin(xy)

πx
, (4.105)

+∞w
−∞

δ(x) dx =
1

2π

+∞w
−∞

+∞w
−∞

eixydx dy = 1. (4.106)

Ìîæíî ïîëó÷èòü åùå äâà âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè δ(x):

δ(x) = lim
y→∞

y

π

1

1 + (xy)2
, (4.107)

δ(x) = lim
y→∞

√
y

π
e−x

2y. (4.108)

Èç ñâîéñòâ δ(x) ñëåäóþò îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåå. Òàê êàê δ(x) = 0
ïðè âñåõ x ̸= 0, ïîýòîìó ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ñóçèòü äî
ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè íóëü [−ε,+ε], ãäå ε � ìàëàÿ âåëè÷èíà. Íà ýòîì
ïðîìåæóòêå f(x) ≈ f(0), ñëåäîâàòåëüíî:

+∞w
−∞

δ(x)f(x) dx =

+εw
−ε
δ(x)f(x) dx =

+εw
−ε
δ(x)f(0) dx =

= f(0)

+εw
−ε
δ(x) dx = f(0)

+∞w
−∞

δ(x) dx = f(0).

(4.109)

Äåëàÿ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè, ìîæíî ïîëó÷èòü:

+∞w
−∞

δ(x− a)f(x) dx = f(a). (4.110)
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Îòìåòèì åùå íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ôîðìóëû äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè.
Ïðåæäå âñåãî:

+∞w
−∞

|λ|δ(λx) dx =

+∞w
−∞

δ(λx) d(λx) = 1, ïðè λ ̸= 0.

Èç ýòîãî âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò:

δ(λx) =
δ(x)

|λ|
, ïðè λ ̸= 0. (4.111)

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü ïðè x = 0, òî âáëèçè íóëÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âûñøåãî ïîðÿäêà ìîæíî íàïèñàòü

f(x) = f(0) + x f ′(0) = x f ′(0).

Òîãäà

δ(f(x)) =
δ(x)

|f ′(0)|
. (4.112)

Íàêîíåö, èç ðàâåíñòâà ôóíêöèè δ(x− a) íóëþ ïðè x ̸= a âûòåêàåò:

f(x) δ(x− a) = f(a) δ(x− a) (4.113)

Ïðè ïîìîùè δ-ôóíêöèè ëåãêî çàïèñàòü íåêîòîðûå, èìåþùèå áîëüøîå
çíà÷åíèå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð � åäèíè÷íóþ ôóíêöèþ:

e(x) =

xw
−∞

δ(x) dx, ïðè

{
x < 0, e(x) = 0,

x > 0, e(x) = 1.
(4.114)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè åäèíè÷íîé ôóíêöèè ïîëó÷àþò:

f(x) =

xw
−∞

e(x) dx, ïðè

{
x < 0, f(x) = 0,

x > 0, f(x) = x.
(4.115)

Ñ e(x) òåñíî ñâÿçàíà ôóíêöèÿ signx (îò ëàò. signum � çíàê):

signx =
x

|x|
= 2 e(x)− 1. (4.116)

Â ïðîñòðàíñòâå Rn äåëüòà-ôóíêöèÿ èìååò âèä:

δ(x1, . . . , xn) = δ(x1) · . . . · δ(xn). (4.117)

Ñ äåëüòà-ôóíêöèåé íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî åùå îäíî ïîëåçíîå ðàñøè-
ðåíèå èíòåãðàëà � èíòåãðàë Ñòèëüòüåñà. Äîïóñòèì, ìû ðàññìàòðèâàåì
èíòåãðàë îò íåêîé ôóíêöèè (íàçûâàåìîé â ìåõàíèêå ñèëîé) f(x), äåéñòâó-
þùåé íà ñòåðæåíü äëèíû l ñ ðàñïðåäåëåííîé ïëîòíîñòüþ ρ(x):w

(l)

f(x)ρ(x) dx. (4.118)
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Åñëè íà îòðåçêå ñòåðæíÿ åñòü ðàñïðåäåëåííàÿ ïëîòíîñòü ρp(x) è òî÷å÷-
íàÿ ìàññà ma â òî÷êå a, òî îáùàÿ ìàññà ñòåðæíÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê:

m = ma +

lw
0

ρp(x) dx. (4.119)

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë (4.118) çàïèñàòü íåâîçìîæíî, òàê êàê òî÷å÷íàÿ
ìàññà íå ó÷èòûâàåòñÿ ôóíêöèåé ρp(x), íî ìîæíî ïîíèìàòü åãî êàê èíòåãðàë
ïî ìåðå µ, (îí òàêæå íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ñòèëòüåñà), êîòîðûé èìååò
âèä: w

(l)

f(x) dµ(x). (4.120)

ãäå µ(x) èãðàåò ðîëü ôóíêöèè m.
Åñëè ôóíêöèÿ µ(x) äèôôåðåíöèðóåìà: dµ = ρ(x) dx, òî èíòåãðàë (4.120)

ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàë (4.118). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðè ïîìî-
ùè äåëüòà-ôóíêöèè îïðåäåëèòü îáùóþ ïëîòíîñòü ρ(x) êàê:

ρ(x) = ρp(x) +maδ(x− a).

Òîãäà ïîëíàÿ ìàññà m ðàâíà:

m =

lw
0

ρ(x) dx. (4.121)

Äîïóñêàÿ äåëüòîîáðàçíûå ñëàãàåìûå, èíòåãðàë âèäà (4.121) ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â èíòåãðàë âèäà (4.118), äàæå åñëè ôóíêöèÿ µ íå äèôôåðåíöèðóåìà
â îáû÷íîì ñìûñëå ñëîâà.
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Ãëàâà 5

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

Óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ ïðîèçâîäíûå èñêîìûõ ôóíêöèé, íàçûâà-
þòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Åñëè óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàò ïðî-
èçâîäíûõ âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî îíè íàçûâàþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Íà ñàìîì äåëå â äàííîé ãëàâå èçëîæåíû ýëåìåíòû òåîðèè îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî, îêàçàëîñü, ÷òî ñèñòåìó îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óäîáíî èçó÷àòü â òàê íàçûâàåìîì ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû ìû áóäåì èçó÷àòü
ñâîéñòâà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Èçëîæåíèå òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íà-
ñòîÿùåé ãëàâå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîííîãî. Êàê âñåãäà ìû â ïåðâóþ
î÷åðåäü áóäåì ñòðåìèòüñÿ âñþäó âûÿâèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ, êà÷åñòâåííóþ
ñòîðîíó èçó÷àåìûõ ïîíÿòèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðèíöèïîì ïðè èçëîæå-
íèè ìàòåðèàëà íå èñïîëüçóåòñÿ íè îäíîé ñêîëüêî-íèáóäü ñëîæíîé ôîðìóëû.
Çàòî ïîÿâëÿåòñÿ öåëûé ðÿä ïîíÿòèé, êîòîðûå ïðè òðàäèöèîííîì èçëîæåíèè
îñòàþòñÿ â òåíè è íå âêëþ÷åíû íè â êóðñû àíàëèçà, íè â êóðñû ãåîìåòðèè
(ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî è ôàçîâûå ïîòîêè, âåêòîðíûå ïîëÿ è îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèå ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ).

Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � îäíî èç îñíîâíûõ îðóäèé ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ. Ýòà òåîðèÿ ïîçâîëÿåò èçó÷àòü âñåâîçìîæíûå
ýâîëþöèîííûå ïðîöåññû, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè äåòåðìèíèðîâàííîñòè,
êîíå÷íîìåðíîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Ôîðìóëèðîâêà ñîñòîÿíèÿ êàêîé-
ëèáî ñèñòåìû (ôèçè÷åñêîé, õèìè÷åñêîé, áèîëîãè÷åñêîé, ýêîíîìè÷åñêîé è
ò.ä.) â âèäå òî÷êè â ñîîòâåòñòâóþùåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è êàêîãî-ëèáî
çàêîíà ïðèðîäû â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèò ëþáóþ çà-
äà÷ó îá ýâîëþöèè ïðîöåññà ê ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷å î ïîâåäåíèè ôàçîâûõ
êðèâûõ äàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â ýòîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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5.1 Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì

Äåéñòâèå äèôôåîìîðôèçìà (ãëàäêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü äâîÿêî: êàê çàìåíó êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà (ìíîãîîáðàçèÿ) è êàê ïå-
ðåíîñ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà íîâîå ìåñòî. Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè ïåðâûé
ñëó÷àé, òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðîé.

Äâèæåíèå òî÷êè âäîëü êðèâîé ν(s) = (x1(s), . . . , xn(s)), çàäàííîé ïàðà-
ìåòðîì s ∈ R, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåìåùàþùåå òî÷êó ïðåîáðàçî-
âàíèå ïðîñòðàíñòâà ϱ : U → U , ãäå U ∈ Rn, êîòîðîå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà s.
Åñëè äâèæåíèå âäîëü êðèâîé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ,
òî ôóíêöèÿ ϱ(x1, . . . , xn) èìååò îáðàòíóþ âçàèìíî îäíîçíà÷íóþ è âçàèìíî
äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ϱ−1, ò.å. ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Êðî-
ìå òîãî â ïðîöåññå ïåðåìåùåíèÿ îò îäíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s ê äðóãî-
ìó ôóíêöèÿ ϱ òàêæå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ, ò.å. ôóíêöèÿ çàâèñèò òàêæå è îò
ïàðàìåòðà s. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ åñòü äèôôåîìîðôèçì ñ
ïàðàìåòðîì s èëè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì ϱs : R × U → U
èëè τ = ϱs(ν), ãäå R � îñü s.

Ìíîæåñòâî (ñîâîêóïíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ) äèôôåîìîðôèçìîâ ϱs îáëà-
äàåò ñâîéñòâàìè:

1. ϱs+t = ϱs ◦ ϱt,

2. ϱ◦ϱ0 = ϱs,

3. ϱ−s ◦ ϱs = ϱ0, ãäå (ϱs)−1 = ϱ−s

è ïîýòîìó îáðàçóåò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. � 1.3) èëè îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêóþ ãðóïïó äèôôåîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà Rn: {ϱt}.

Èç ñâîéñòâà 1 ñëåäóåò, ÷òî ϱ0 � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, îñòàâëÿ-
þùåå êàæäóþ òî÷êó íà ìåñòå, ïîýòîìó ñâîéñòâà 2 è 3 âûòåêàþò èç ñâîéñòâà
1. Ïîýòîìó ñâîéñòâî 1 íàçûâàþò ãðóïïîâûì ñâîéñòâîì.

×àñòî èñïîëüçóþ çàïèñü ϱsν ≡ ϱs(ν). Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà s îáû÷íî èñ-
ïîëüçóþò âðåìÿ t, à ïðåîáðàçîâàíèå ϱt, ïåðåâîäÿùåå ñîñòîÿíèå â ìîìåíò 0 â
ñîñòîÿíèå â ìîìåíò t, íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì çà âðåìÿ t. Îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà � ýòî ìàòåìàòè÷åñêèé
ýêâèâàëåíò ôèçè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ ¾äâóñòîðîííå äåòåðìèíèðîâàííûé ïðî-
öåññ¿. Ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì (îò ëàò. determinans, ðîä.
ïàäåæ determinantis � îïðåäåëÿþùèé), åñëè âåñü åãî áóäóùèé õîä ϱtν è âñ¼
åãî ïðîøëîå ϱ−tν îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñîñòîÿíèåì â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ϱ0ν.

Êàæäîå ïîëîæåíèå òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå (ñîñòîÿíèå ñèñòåìû) ðàíüøå
íàçûâàëè ôàçîé. Ïîýòîìó îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà U ⊂ Rn, íàçûâàþò ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì, êàæäóþ òî÷êó ν ∈ U ýòîãî ïðîñòðàíñòâà � ôàçîâîé òî÷-

êîé, à òðàåêòîðèþ å¼ äâèæåíèÿ ν(t) � ôàçîâîé òðàåêòîðèåé èëè ôàçîâîé

êðèâîé. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
íàçûâàþò ôàçîâûì ïîðòðåòîì, à ãðóïïó äèôôåîìîðôèçìîâ ϱt � ôàçîâûì
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ïîòîêîì. Ïðîèçâåäåíèå R×U íàçûâàþò (n+ 1)-ìåðíûì ðàñøèðåííûì ôà-

çîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ êîîðäèíàòàìè t, x1, . . . , xn. Ãðàôèê Γν(t) = (t, ν(t))
ôàçîâîé êðèâîé ν(t) â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò èíòå-
ãðàëüíîé êðèâîé, êîòîðóþ íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ôàçîâîé êðèâîé � ïðîåêöèåé
èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî âäîëü îñè t.

Ñêîðîñòü ν̇ ôàçîâîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ òàêæå ñêîðîñòüþ âûõîäà òî÷êè
èç ν èëè âåêòîðîì ôàçîâîé ñêîðîñòè ïîòîêà â òî÷êå ν ∈ U :

ν̇(t) =
d

dt

(
ϱtν(0)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϱt(x1, . . . , xn). (5.1)

Âåêòîð ñêîðîñòè ïîòîêà ν̇ êàæäîé ôàçîâîé òî÷êè çàäà¼ò êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî â ýòîé òî÷êå. Âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè U âåêòîðû ñêîðîñòè
îáðàçóþò âåêòîðíîå ïîëå ξ = ν̇ = (a1, . . . , an) ôàçîâîé ñêîðîñòè ïîòîêà.

Óðàâíåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ν̇ = ξ åñòü ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçðåø¼ííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ:

ν̇ = ξ(t, ν) èëè ẋi = ai(t, x
1, . . . , xn), i = 1, . . . , n. (5.2)

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5.2) íàçûâàåòñÿ òàêæå äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (îò ãðå÷. δυναµικóς � ñèëüíûé è συστηµα � öåëîå,
ñîñòàâëåííîå èç ÷àñòåé) � â ïåðâîíà÷àëüíîì çíà÷åíèè ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû (÷èñëîì ïåðåìåííûõ n). Ôàçîâóþ
òî÷êó ν íàçûâàþò òàêæå èçîáðàæàþùåé òî÷êîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à
êàæäîå å¼ ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå èëè ôàçà ÿâëÿåòñÿ òåêóùèì ñîñòîÿ-

íèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé äèôôåîìîðôèç-

ìîâ ϱt(ν) ñâÿçàíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ âåêòîðíûì ïîëåì ôà-

çîâîé ñêîðîñòè ν̇ = ξ.
Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.2) íå çàâèñèò îò t:

ν̇ = ξ(ν) (5.3)

òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìîé.
Åñëè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âûáðàíî íå âðåìÿ t, à ïàðàìåòð s, òî àâòî-

íîìíàÿ è íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìû èìåþò âèä: ν ′
s = ξ(ν) è ν ′

s = ξ(s, ν).
Ñèñòåìà (5.2) èç n îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçû-

âàåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ýê-
âèâàëåíòíà êàíîíè÷åñêîé ôîðìå óðàâíåíèÿ (îäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ ïîðÿäêà n), êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

dnx

dtn
= f

(
t, x,

dx

dt
, . . . ,

dn−1x

dtn−1

)
. (5.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (5.4) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî â ñèñòåìó (5.2)
ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíî n− 1 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé:

x1 = dx
dt , x

2 = d2x
dt2 , . . . , x

n−1 = dn−1x
dtn−1 .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû n îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêæå ðàâåí n. Åñëè ñèñòåìà àâòîíîìíàÿ, òî
ôóíêöèè a1, . . . , an íå çàâèñÿò îò t, è ïîðÿäîê ñèñòåìû ìîæåò áûòü óìåíü-
øåí íà åäèíèöó. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî èñêëþ÷èòü âðåìÿ è çàïèñàòü (5.2) â
âèäå óðàâíåíèÿ âåêòîðíîé ëèíèè (3.115):

dx1

a1
= . . . =

dxn

an
=
dx

a
(5.5)

Âåêòîðíàÿ ëèíèÿ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçîâîé êðèâîé.
Îòäåëüíûå òî÷êè τ , â êîòîðûõ âåêòîð ôàçîâîé ñêîðîñòè îáðàùàåòñÿ â

íóëü ν ′
s = ξ(τ) = (0, . . . , 0), íàçûâàþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ïîòî-

êà, ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè, îñîáûìè òî÷êàìè ïîòîêà èëè ïîëîæåíèÿìè

ðàâíîâåñèÿ. Ôàçîâàÿ êðèâàÿ â îñîáîé òî÷êå ñîñòîèò èç îäíîé åäèíñòâåííîé
èçîëèðîâàííîé òî÷êè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ôàçîâûõ ïîòîêîâ è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïóñòü
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äâóìåðíî: U ⊂ R2. (ðèñ. 5.1).
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Ðèñ. 5.1: Äåéñòâèå ôàçîâîãî ïîòîêà íà îáëàñòü U

1. Ôàçîâûé ïîòîê ϱs � ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà óãîë s âîêðóã íà÷àëà êîîð-
äèíàò (òî÷êè 0). Î÷åâèäíî, ãðóïïîâîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî. Ïîâîðîò
óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà z = x + iy =
reit, ôàçîâûé ïîòîê ϱs(z) = zeis = rei(t+s). Ôàçîâûå êðèâûå � íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà (z = 0) è îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò
x2 + y2 = r2 èëè x = r cos(t + s), y = r sin(t + s), êîòîðûå îáðàçóþò
ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïëîùàäè îáëàñòåé ïðè ïîâîðîòàõ íå èçìåíÿþòñÿ.
Ñèñòåìà èìååò âèä x′s = −y, y′s = x.

2. Ôàçîâûé ïîòîê ϱs(x, y) = (esx, e2sy) � ðàñòÿæåíèå. Ãðóïïîâîå ñâîé-
ñòâî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ýêñïîíåíòû es+t = eset. Ôàçîâûå êðèâûå �
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà 0, ïîëîâèíû êîîðäèíàòíûõ îñåé è ïîëîâèíû ïà-
ðàáîë. Ïëîùàäè îáëàñòåé óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè äåéñòâèè ϱs â e3s ðàç.
Ñèñòåìà èìååò âèä x′s = x, y′s = 2y.
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3. Ôàçîâûé ïîòîê ϱs(x, y) = (esx, e−sy)� ãèïåðáîëè÷åñêèé ïîâîðîò (ñæà-
òèå â es ðàç â íàïðàâëåíèè îñè y è ðàñòÿæåíèå â es ðàç â íàïðàâëåíèè
îñè x). Ôàçîâûå êðèâûå � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà 0, ïîëîâèíû êîîðäèíàò-
íûõ îñåé è ïîëîâèíû ãèïåðáîë xy = const. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîâîðîòû
ñîõðàíÿþò ïëîùàäè îáëàñòåé, õîòÿ è ñèëüíî èñêàæàþò èõ ôîðìó. Ñè-
ñòåìà èìååò âèä x′s = y, y′s = x.

Ôóíêöèÿ φ : R → U , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû: φ ′

s = ξ(s, ν) (àâòîíîìíîé èëè íåàâòîíîìíîé)
íàçûâàåòñÿ å¼ ðåøåíèåì, à ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ ðåøåíèé � èíòåãðèðîâà-

íèåì ñèñòåìû. Êàæäàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ ν(s) óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óðàâíåíè-
ÿì è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîýòîìó îñíîâíàÿ çàäà÷à
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â îòûñêàíèè ôàçîâûõ êðè-
âûõ ïî çàäàííîìó âåêòîðíîìó ïîëþ.

Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ò.å. çàïèñü ðåçóëüòàòà ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè èñòîðè÷åñêè íàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ¾â êâàäðàòó-
ðàõ¿. Â îáùåì âèäå ýòà çàäà÷à íå ïîääà¼òñÿ ñðåäñòâàì ñîâðåìåííîé ìàòå-
ìàòèêè è, ïî-âèäèìîìó, â íåêîòîðîì ñìûñëå íåðàçðåøèìà.

Ïàðàìåòð s íàçûâàþò òàêæå íàïðàâëåíèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ. Ïîëåì
íàïðàâëåíèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U íàçûâàþò ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå
êàæäîé òî÷êå ν ∈ U ñîïîñòàâëÿåò ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ν ïðÿìóþ, ñîäåð-
æàùóþ âåêòîð ξ. Ýòà ïðÿìàÿ åñòü êàñàòåëüíàÿ (äèôôåðåíöèàë) ôàçîâîé
êðèâîé â äàííîé òî÷êå: dν(s). Ïîëå íàïðàâëåíèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
åñòü ãåîìåòðè÷åñêèé ýêâèâàëåíò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à ôàçîâûå êðèâûå,
êîòîðûå â êàæäîé òî÷êå èìåþò ñîîòâåòñòâóþùåå êàñàòåëüíîå íàïðàâëåíèå,
åñòü å¼ ãåîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Ïîëåì íàïðàâëåíèé â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R × U íà-
çûâàþò ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå (s, ν) ∈ R × U ñîïîñòàâëÿ-
åò ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ âåêòîð (1, ξ(s, ν)).
Óêàçàííàÿ ïðÿìàÿ åñòü êàñàòåëüíàÿ (äèôôåðåíöèàë) dΓ = (ds, dν(s)) èíòå-
ãðàëüíîé êðèâîé Γν(s) = (s, ν(s)) â äàííîé òî÷êå ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ííà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (s0, ν0), çàäà¼ò
èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïðèâîäèò ê ìûñ-
ëè, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ
çàäàííûì íåïðåðûâíûì ïîëåì íàïðàâëåíèé ïðîéäåò òîëüêî îäíà ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ. Îñîáàÿ òî÷êà òàêæå åñòü åäèíñòâåííàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ â
äàííîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé òî÷êè.

Òàê êàê â ëþáîé òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ îä-
íà, òî ôàçîâûå êðèâûå íèãäå íå ïåðåñåêóòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè áû
ôàçîâûå êðèâûå ïåðåñåêàëèñü, òî èç îäíîé òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
âûõîäèëî áû áîëüøå îäíîé òðàåêòîðèè, êîòîðûå èìåëè áû ðàçíûå íàïðàâ-
ëåíèÿ.

Â îòíîøåíèè ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ýòî ïðåäïîëîæåíèå
çâó÷èò òàê: ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðî-
õîäèò îäíà è òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà çâó÷èò òàê:
÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè, ãäå çàäàíî ïîëå íàïðàâëåíèé, ïðîõîäèò îäíà
è òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ýòîãî ïîëÿ.

Çàìå÷àíèå. Ôàçîâûå êðèâûå íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (îáðàçû ðåøåíèé â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå) ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, íå ñîâïàäàÿ. Ïîýòîìó çà ðå-
øåíèÿìè íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ëó÷øå ñëåäèòü ïî èíòåãðàëüíûì êðèâûì â
ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Â îòíîøåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ôàçîâîé (èíòåãðàëüíîé) êðèâîé ñôîðìó-
ëèðîâàííàÿ ãèïîòåçà îêàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåä-
ëîæåíèÿ ïðèíàäëåæèò Äæ. Ïåàíî (1890). Â îòíîøåíèè æå åäèíñòâåííî-
ñòè ôàçîâîé (èíòåãðàëüíîé) êðèâîé ãèïîòåçà îêàçûâàåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
îøèáî÷íîé, åñëè âåêòîðíîå ïîëå ξ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (äèôôåðåíöèðóå-
ìûì). Îäíàêî óñëîâèå ãëàäêîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ ìîæåò áûòü îñëàáëåíî
è îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé ν ′

s = ξ(s, ν) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà: Âåêòîð-ôóíêöèÿ
ξ : U → Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïî-
ëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà L, ÷òî |ξ(ν) − ξ(τ)| 6 L|ν − τ | äëÿ âñåõ ν, τ ∈ U .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ íå äîëæíà áûñòðî ìåíÿòüñÿ ïðè ìàëîì
èçìåíåíèè àðãóìåíòîâ.

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé ν ′

s = ξ(s, ν) â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà R× U íåïðå-
ðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ν, ò.å. â êàæäîé ïëîñêîñòè
s = const, ñ îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé L. Òîãäà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëà-
ñòè U ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà ôàçîâàÿ êðèâàÿ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, âñÿêîå ëè óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Ëèïøèöà âåê-
òîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ôàçîâîé ñêîðîñòè ïîòîêà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
îòðèöàòåëüíûé. Ôàçîâûé ïîòîê âîçíèêàåò òîëüêî íà êîìïàêòíîì ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñâîþ î÷åðåäü ãëàäêîå èëè õîòÿ áû óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèþ Ëèïøèöà âåêòîðíîå ïîëå íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè âñåãäà
îïðåäåëÿåò ôàçîâûé ïîòîê.

Îñíîâíîé ìåòîä ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé � ýòî ïîäáîð ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ, ò.å. â ãåîìåòðè÷åñêèõ
òåðìèíàõ � ïîäõîäÿùåãî äèôôåîìîðôèçìà, óïðîùàþùåãî äàííîå ïîëå íà-
ïðàâëåíèé, âåêòîðíîå ïîëå èëè ôàçîâûé ïîòîê.

Ïóñòü M è N îáëàñòè, à φ : M → N � äèôôåîìîðôèçì îáëàñòè M
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â îáëàñòü N ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè τ = φ(ν) ∈ N , ãäå ν ∈ M , òî âåêòîðíîå ïîëå ξ â M ïåðåõîäèò ïðè
äèôôåîìîðôèçìå φ â âåêòîðíîå ïîëå η â N ïî ïðàâèëó (3.96):

η = φ ′
ν(τ) · ξ èëè dyi =

∂yi

∂x1
dx1 + . . .+

∂yi

∂xn
dxn (i = 1, . . . , n).

Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëüíûå êðèâûå èñõîäíîãî ïîëÿ íàïðàâëåíèé âM
ïåðåõîäÿò ïðè äèôôåîìîðôèçìå φ â èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ íàïðàâëå-
íèé â N , ïîëó÷åííîãî äåéñòâèåì φ íà èñõîäíîå ïîëå.

Åñëè {ϱt : M → M} � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ
(ôèãóðíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî, ò.å. ãðóïïó äèôôåîìîðôèçìîâ
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ϱt èëè ïîòîê), òî îáðàçîì ïîòîêà {ϱt} ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà φ
íàçûâàåòñÿ ïîòîê {ςt : N → N}, ãäå ςt = φϱtφ−1.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü äèôôåîìîðôèçì φ êàê ¾çàìåíó ïåðåìåííûõ¿, òî
ïðåîáðàçîâàíèå ςt � ýòî ïðîñòî ïðåîáðàçîâàíèå ϱt, ¾çàïèñàííîå â íîâûõ
êîîðäèíàòàõ¿. Ïîòîêè {ϱt} è {ςt} íàçûâàþò èíîãäà ýêâèâàëåíòíûìè, à äèô-
ôåîìîðôèçì φ � ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Âûïðÿìëåíèåì ïîëÿ íàïðàâëåíèé íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì, ïåðåâî-
äÿùèé åãî â ïîëå ïàðàëëåëüíûõ íàïðàâëåíèé. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå èñõîä-
íîãî ïîëÿ ïåðåâîäÿòñÿ ïðè ýòîì â èíòåãðàëüíûå ïðÿìûå. Âñå ãëàäêèå ïîëÿ
íàïðàâëåíèé â îáëàñòÿõ îäèíàêîâîãî ÷èñëà èçìåðåíèé ëîêàëüíî äèôôåî-
ìîðôíû (ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà äèôôåîìîðôèçìîì).

Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè. Âñÿêîå ãëàäêîå ïîëå íàïðàâëåíèé âûïðÿìëÿåìî
â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè. Åñëè ïîëå k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìî (êëàññà Ck, q 6 k 6 ∞), òî è âûïðÿìëÿþùèé äèôôåîìîðôèçì ìîæíî
âûáðàòü êëàññà Ck.

Âûïðÿìëåíèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì, ïðåâðà-
ùàþùèé åãî â ïîëå ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ îäèíàêîâîé äëèíû â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Âåêòîðû âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ îïðåäåëÿþò ïîëå íàïðàâëåíèé â
ýòîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå ãëàäêîå âåê-
òîðíîå ïîëå ëîêàëüíî âûïðÿìëÿåìî â îêðåñòíîñòè êàæäîé íåîñîáîé òî÷êè
(òî÷êè, ãäå âåêòîð ïîëÿ îòëè÷åí îò íóëÿ ξ ̸= 0).

Âûïðÿìëåíèå ïîëÿ áûëî îòêðûòî Íüþòîíîì, êîòîðûé çàøèôðîâàë ìå-
òîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î âûïðÿìëåíèè â çíàìåíèòîì ¾âòîðîì ïèñüìå¿
Íüþòîíà ê ñåêðåòàðþ Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà Îëüäåíáóðãó (îò 24 îêòÿáðÿ
1676 ãîäà) â âèäå âòîðîé (äëèííîé) àíàãðàììû.

Â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ ìåòîä Íüþòîíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå ν̇ = ξ(t, ν). Áóäåì èñêàòü âûïðÿìëÿþùèé äèô-

ôåîìîðôèçì υ = φ(t, ν), äëÿ êîòîðîãî υ = ν ïðè t = 0 (âðåìÿ íå ïðåîáðà-
çîâûâàåì). Äèôôåîìîðôèçì ïðèâîäèò óðàâíåíèå ν̇ = ξ(t, ν) ê óðàâíåíèþ
υ̇ = 0, ôàçîâûå òðàåêòîðèè êîòîðîãî � ïðÿìûå. Èç óñëîâèÿ υ̇ = 0 ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå ∂φ
∂t +

∂φ
∂ν · ν̇

(3.106)
≡ 0. Ðàçëîæèì ξ è φ â ðÿäû Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì

t: φ = φ0 + tφ1 + t2φ2 + . . ., ν̇ = ξ = ξ0 + tξ1 + t2ξ2 + . . .. Òîãäà φ0(ν) ≡ ν,
ïîýòîìó ∂φ

∂ν = E + tφ ′
1 + . . .. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

(φ1 + 2tφ2 + . . .) + (E + tφ ′
1 + . . .) · (ξ0 + tξ1 + t2ξ2 + . . .) = 0.

Íà îñíîâàíèè åäèíñòâåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà ïðèðàâíÿåì
íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t è ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó-
÷èì: φ1+ξ0 = 0, 2φ2+φ

′
1ξ0+ξ1 = 0,. . . . Ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî (¾ðåêóð-

ðåíòíî¿) íàéòè ñíà÷àëà φ1, ïîòîì φ2 è òàê âñå ÷ëåíû èñêîìîãî ðÿäà. Â ýòîì
ñîñòîèò ìåòîä Íüþòîíà èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

ïîìîùüþ ðÿäîâ. Âñå äàëüíåéøåå ðàçâèòèå àíàëèçà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ
è èõ îòîáðàæåíèé äàæå è ñåãîäíÿ ñëåäóåò ïî íàìå÷åííîìó Íüþòîíîì ïóòè.

Ïðèìåð. Ðåøèòü ìåòîäîì Íüþòîíà óðàâíåíèå ẋ = x ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì x0 = 1 ïðè t = 0. Ðåøåíèå. x = x0 + tx1 + t2x2 + t3x3 + . . .. Òî-
ãäà ïîëó÷àåì 1 + tx1 + t2x2 + . . ., ñëåäîâàòåëüíî, x1 = 1, x2 = x1

2 = 1
2! ,
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x3 = x2

3 = 1
3! ,. . .xn = 1

n! . Òàê è áûë âïåðâûå âûâåäåí ðÿä äëÿ ýêñïîíåíòû.
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ: x = x0e

t.
Ýéëåð çàìåòèë, ÷òî ðÿäû èíîãäà ðàñõîäÿòñÿ, è îáðàòèë âíèìàíèå íà

íåîáõîäèìîñòü äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè, ÷åì ìíîãî çàíèìàëèñü â 19-ì
âåêå. Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå áûëà äîêàçàíà Êîøè, Ïè-
êàð ïåðåíåñ òåîðåìó Êîøè íà ñëó÷àè êîíå÷íîé ãëàäêîñòè.

Âìåñòî t ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé ìàëûé ïàðàìåòð s, îò êîòîðîãî
ãëàäêî çàâèñèò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ: ν̇ = ξ(t, ν, s). Äëÿ âûïðÿìëåíèÿ ýòî-
ãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðèìåíèì ìàëåíüêóþ õèòðîñòü è áóäåì ðàññìàòðèâàòü
¾ðàñøèðåííîå óðàâíåíèå¿, äîïîëíèâ åãî óðàâíåíèåì ṡ = 0 â ðàñøèðåííîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (s, ν).

Îïèñàííûé ìåòîä ïîñòîÿííî èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîä íàçâàíèåì òåîðèè âîçìóùåíèé èëè ìå-
òîä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî õîðîøåå ïðè-
áëèæåíèå ìû ïîëó÷èì ëèøü â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè (ξ ̸= 0) ïîëå óñòðîåíî
ïðîñòî: îíî âûïðÿìëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. ×òîáû ðàññìîòðåòü óñòðîé-
ñòâî ïîëÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè τ , ò.å. òî÷êè, ãäå ξ = 0, ïðè-
ìåíÿåò ïðè¼ì òàê íàçûâàåìîé ëèíåàðèçàöèè.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ ξ â ðÿä Òåéëîðà:

ξ(ν)− ξ(τ) = ξ ′(τ) · (ν − τ) + o(ν − τ), (5.6)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ ′(τ) åñòü (n× n)-ìàòðèöà ßêîáè

ξ ′(τ) = α =

∥∥∥∥ ∂ai∂xj

∥∥∥∥n . (5.7)

è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ν̇ = ξ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ÷ëåíà.

Ïóñòü τ = (0, . . . , 0), êðîìå òîãî ξ(τ) = (0, . . . , 0). Ïîëó÷àåì:

ν̇ = αν. (5.8)

Óðàâíåíèå (5.8) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, îòáðàñûâàíèå îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ
íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèÿ ν̇ = ξ â îñîáîé òî÷êå τ , ïîëå αν íàçû-
âàåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ ïîëÿ ξ â òî÷êå τ . Åñëè ñèñòåìà íåàâòîíîìíàÿ, òî
ëèíåéíûé îïåðàòîð çàâèñèò îò âðåìåíè: α = α(t).

Â ðåçóëüòàòå ïðè¼ìà ëèíåàðèçàöèè ìû âñåãäà ìîæåì ïîëó÷èòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ, òàê êàê ëèíåéíûå àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ � åäâà ëè íå åäèí-
ñòâåííûé áîëüøîé êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ èìå-
åòñÿ ïîëíàÿ òåîðèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëíîñòüþ èõ ðåøèòü.

Îñîáàÿ òî÷êà ïîëÿ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè îïåðàòîð α ëèíåé-
íîé ÷àñòè ïîëÿ â ýòîé òî÷êå íåâûðîæäåííûé. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðà-
òîðà ëèíåàðèçàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ â îñîáîé òî÷êå íàçûâàþò èíîãäà ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îñîáîé òî÷êè.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ẋ = ax, ãäå a � ÷èñëî, (ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x0 ïðè t = 0) ìåòîäîì Íüþòîíà ïîëó÷èì: x = x0e

at. Òàê êàê d
dte

αt = αeαt,

206



ãäå α� ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ν̇ = αν, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ν(0) = ν0 èìååò âèä:

ν(t) = ν0e
αt. (5.9)

Ïîýòîìó çàïèøåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà î ïðîèçâîäÿùåì îïåðàòîðå. Âñÿêàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóï-

ïà {ϱt : U → U} ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò âèä

ϱt = eαt, (5.10)

ãäå α : U → U � íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð.
Îïåðàòîð α íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì ãðóïïû {ϱt}. Èìååòñÿ

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè ν̇ = αν è èõ ôàçîâûìè ïîòîêàìè {ϱt}; ïðè ýòîì ôàçîâûé ïîòîê
ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Ñëåäñòâèå 1 (ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ). Ôàçîâûé ïîòîê {ϱt} ëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ ν̇ = αν çà âðåìÿ t ìåíÿåò îáúåì ëþáîé ôèãóðû â eat ðàç (ñì. ðèñ. 5.1),
ãäå a = Spα. Äåéñòâèòåëüíî,

det ϱt = det eαt
(2.96)
= eSpαt = etSpα = eat.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè Spα = 0 (ñëåä ìàòðèöû îïåðàòîðà α ðàâåí 0), òî
ôàçîâûé ïîòîê óðàâíåíèÿ ν̇ = αν ñîõðàíÿåò îáú¼ìû, ò.å. ϱt ñîõðàíÿåò îáú¼ì
ëþáîé ôèãóðû. Äåéñòâèòåëüíî, det ϱt = e0 = 1.

Â ÷àñòíîñòè, äèâåðãåíöèÿ ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ(ν) = αν, � ýòî

ñëåä îïåðàòîðà α
(5.7)
=
∥∥ ∂ai
∂xj

∥∥n:
div ξ

(2.91)
= Spα. (5.11)

Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ðàñòÿæåíèÿ îáú¼ìîâ
ñîîòâåòñòâóþùèì ôàçîâûì ïîòîêîì. Åñëè div ξ = 0, òî ôàçîâûé ïîòîê ñî-
õðàíÿåò îáú¼ìû ëþáîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

5.2 Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïåðàòîð α çà-
äàí ñâîåé ìàòðèöåé â íåêîòîðîì áàçèñå, è òðåáóåòñÿ ÿâíî âû÷èñëèòü ìàòðè-
öó îïåðàòîðà eαt â òîì æå áàçèñå. Åñëè âñå n ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà
α âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû, òî ìàòðèöà α áóäåò äèàãîíàëüíàÿ â ñîáñòâåí-
íîì áàçèñå. Ê ýòîìó áàçèñó è íàäî ïåðåéòè, åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà α äàíà
â äðóãîì áàçèñå. Ïîýòîìó íóæíî

1. ñîñòàâèòü âåêîâîå èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
det |α− λE| = 0,
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2. íàéòè åãî êîðíè λ1, . . . , λn (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíè âåùåñòâåííû è
ðàçëè÷íû),

3. íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû ξ1, . . . , ξn èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
αξk = λkξk, ξk ̸= 0,

4. ðàçëîæèòü íà÷àëüíîå óñëîâèå ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì
ν0 =

∑n
k=1 akξk,

5. íàïèñàòü îòâåò

ν(t) = a1e
λ1tξ1 + . . .+ ane

λntξn, (5.12)

ãäå ξ1, . . . , ξn � íå çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîñòîÿííûå âåê-
òîðû, a1, . . . , an � çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ÷èñëà.

Âåêòîðû ξ1, . . . , ξn íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé. Åñ-
ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî ðå-
øåíèé, òî âåêòîðû ξ1, . . . , ξn îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, à ðåøå-
íèå ν(t) åñòü âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
ëèíåéíî è èçîìîðôíî U .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü α : Cn → Cn � C-ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ñèñòåìîé
n ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ êîìïëåêñíûìè ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Cn) íàçûâàþò óðàâíåíèå

υ̇ = αυ, υ ∈ Cn. (5.13)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ υ̇ = αυ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì υ(t0) ∈ Cn, ãäå t0 ∈
R, íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ υ : I → Cn, åñëè äëÿ âñÿêîãî âî-ïåðâûõ,
t ∈ I, υ̇ = αυ(t) è âî-âòîðûõ, t0 ∈ I, ãäå I ⊂ R � èíòåðâàë âåùåñòâåííîé
îñè.

Òåîðåìà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ υ̇ = αυ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì υ(0) = υ0
äà¼òñÿ ôîðìóëîé

υ(t) = υ0e
αt, (5.14)

òàê êàê d
dte

αt = αeαt.
Òåîðåìà. Âñÿêàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà {ϱt(t ∈ R)} C-ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Cn èìååò âèä

ϱt = eαt, (5.15)

ãäå α : Cn → Cn � íåêîòîðûé C-ëèíåéíûé îïåðàòîð.
Òåîðåìà. Åñëè n êîðíåé λ1, . . . , λn ∈ C õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det |α − λE| = 0 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî Cn ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâå-
äåíèå Cn = C1

1 × . . .× C1
n èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî α è eαt îäíîìåðíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðè÷¼ì â êàæäîì îäíîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå C1
k âåëè-

÷èíà eαt ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî eλkt. Òîãäà âñÿêîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.13) υ̇ = αυ èìååò âèä:

υ(t) = c1e
λ1tξ1 + . . .+ cne

λntξn (5.16)

208



ãäå ξ1, . . . , ξn � íå çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîñòîÿííûå âåêòîðû,
c1, . . . , cn � çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Êàæäûé ξk ∈ Cn (k = 1, . . . , n) åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà α ñ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λk ∈ C. Âûáåðåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñ âåùåñòâåí-
íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè âåùåñòâåííûìè, à ñ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼í-
íûìè � êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûìè. ×òîáû âåêòîð υ(0) = c1ξ1 + . . . + cnξn
áûë âåùåñòâåííûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû c1ξ1 + . . . + cnξn =
c1ξ1 + . . . + cnξn. Äëÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòû ïðè êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ
âåêòîðàõ äîëæíû áûòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûìè, à ïðè âåùåñòâåííûõ �
âåùåñòâåííûìè.

Åñëè z1, . . . , zn � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â Cn, à λk = −γk + iϖk

(k = 1, . . . , n), òî âåùåñòâåííàÿ èëè ìíèìàÿ ÷àñòü êàæäîé êîîðäèíàòû zl =
xl + iyl áóäåò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì êàê

xl =

n∑
k=1

rkle
−γkt cos(ϖkt+ ϑkl) =

=
n∑
k=1

(
akle

−γkt cosϖkt+ bkle
−γkt sinϖkt

) (5.17)

ãäå r, ϑ, a, b � çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèÿ êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
èçó÷åíèÿ âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ.

Ïóñòü α : Rn → Rn � âåùåñòâåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàþùèé âå-
ùåñòâåííîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

ν̇ = αν, ν ∈ Rn. (5.18)

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ïðîâåä¼ì êîìïëåêñèôèêàöèþ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, óâèäèì, ÷òî ðåøåíèÿ êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî âåùåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ, è çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå
âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Êîìïëåêñèôèêàöèåé âåùåñòâåííîãî n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
Rn íàçûâàåòñÿ n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî CRn = Cn, êîòîðîå ñòðî-
èòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà CRn � ýòî ïàðû âåêòîðîâ
υ = (ν, τ); ν, τ ∈ Rn, îáîçíà÷àåìûå υ = ν + iτ . Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì. Ïîýòîìó
äâà âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèÿ ν̇ = αν, τ̇ = ατ îáðàçóþò îäíî óðàâíåíèå
υ̇ = ν̇ + iτ̇ = α(ν + iτ) = αυ. Â ðåçóëüòàòå êîìïëåêñèôèêàöèÿ ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà α : Rn → Rm ýòî îïåðàòîð Cα : CRn → CRm, äåéñòâóþùèé ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: Cα(ν + iτ) = αν + iατ .

Âðåìÿ ïðè êîìïëåêñèôèêàöèè îñòà¼òñÿ âåùåñòâåííûì.
Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ïóñòü α : CRn → CRm � C-ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð. Êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûì ê α îïåðàòîðîì α íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð
α : CRn → CRm, îïðåäåë¼ííûé ñîîòíîøåíèåì

αυ = α υ äëÿ âñÿêîãî υ ∈ CRn. (5.19)
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Îïåðàòîð α C-ëèíåéíûé.
Êîìïëåêñíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð α : CRn → CRm ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñè-

ôèêàöèåé âåùåñòâåííîãî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

α = α. (5.20)

Êîìïëåêñèôèêàöèÿ óðàâíåíèÿ (5.18) � ýòî óðàâíåíèå (5.13) ñ êîìïëåêñ-
íûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

υ̇ = Cαυ, υ ∈ Cn = CRn. (5.21)

Ëåììà 1. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.21) ñ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûìè íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü υ(t) � ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì υ(t0) = υ0,
òîãäà υ(t0) = υ0. Ïîêàæåì, ÷òî υ � ðåøåíèå. Òîãäà ëåììà áóäåò äîêàçàíà
(ââèäó åäèíñòâåííîñòè).

Ïðè ëþáîì çíà÷åíèè t èìååì

dυ

dt

(3.109)
=

dυ

dt
= Cαυ

(5.19)
= Cαυ

(5.20)
= Cαυ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.21) ñ âåùåñòâåííûì íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì âåùåñòâåííî è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.18). Èáî åñëè áû υ ̸= υ, òî
íàðóøàëàñü áû òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè.

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ υ(t) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êîì-
ïëåêñèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ (5.21), êîãäà åå âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ
÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (5.18).

Äåéñòâèòåëüíî, Cα(ν + iτ) = αν + iατ , ïîýòîìó óðàâíåíèå (5.21) ðàñïà-
äàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ν̇ = αν, τ̇ = ατ, ν, τ ∈ Rn.

Ëåììà 3. Åñëè ξ ∈ Cn � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà Cα ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì λ, òî ξ � ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.
Êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ è λ ñîâïàäàþò.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó (5.20) α = α, óðàâíåíèå Cαξ = λξ ýêâèâàëåíò-
íî Cαξ = λξ è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âåùåñòâåííûå êîýôôè-
öèåíòû.

Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî Rn ðàñïàäàåòñÿ íà r èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëü-
íî îïåðàòîðà α îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ãäå r � ÷èñëî âåùåñòâåííûõ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ) è w èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà α äâóìåð-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ãäå w = n−r

2 � ÷èñëî êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ ïàð
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ, λ).

Äåéñòâèòåëüíî, âåùåñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó îòâå÷àåò âåùåñòâåí-
íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð è, çíà÷èò, îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå α ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â Rn, à êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîé ïàðå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îò-
âå÷àåò ïî ëåììå 3 êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííàÿ ïàðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è,
çíà÷èò, äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå α ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn.
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Êàæäîå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.18) çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (5.12)
è (5.16) åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ïðè ôèêñèðîâàííîì âûáîðå ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ) â âèäå

ν(t) =

r∑
k=1

ake
λktξk +

r+w∑
k=r+1

cke
λktξk + cke

λktξk. (5.22)

ãäå ak � âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
ck � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Ôîðìóëó (5.22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ν(t) =
r∑

k=1

ake
λktξk + 2ℜ

r+w∑
k=r+1

cke
λktξk. (5.23)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè îäíîìåðíîãî è äâóìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Çàïèøåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

ż = λz (z, λ ∈ C, t ∈ R), (5.24)

ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî � êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ C.
Ìû óæå çíàåì åãî ðåøåíèå

z(t) = z0e
λt. (5.25)

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ êðîìå ðåäêî âñòðå÷àþùåãîñÿ è íåèíòåðåñíîãî ñëó÷àÿ
λ = 0, òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé ôàçîâîãî

ïîòîêà è åäèíñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ ż =
λz âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Èçó÷èì ïîâåäåíèå ôàçîâûõ êðèâûõ âáëèçè ýòîãî åäèíñòâåííîãî ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ñèñòåìà èç äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýêâèâà-
ëåíòíà êàíîíè÷åñêîé ôîðìå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (5.4), êîòîðîå ìû
ïîëó÷àåì, ïîäñòàâëÿÿ îäíî óðàâíåíèå â äðóãîå:

ẍ+ 2γẋ+ ω2x = 0. (5.26)

Ìû óæå çíàåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x = x0e
λt. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî

ðåøåíèÿ ìû ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå (2.90) êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:

λ2 + 2γλ+ ω2 = 0, (5.27)

êîðíè (ñîáñòâåííûå ÷èñëà) êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (1.40):

λ1,2 = −γ ±
√
γ2 − ω2 = −γ ± iϖ, (5.28)

à îáùåå ðåøåíèå (5.12) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè:

x = c1e
λ1t + c2e

λ2t. (5.29)
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Åñëè ïîäñòàâèòü z = x + iy è λ = −γ + iϖ â óðàâíåíèå (5.24), è ïðè-
ðàâíÿòü âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè, òî ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó èç äâóõ
óðàâíåíèé

ẋ = −γx−ϖy,

ẏ = −γy +ϖx;
èëè

∥∥∥∥∥ ẋẏ
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥−γ −ϖ
ϖ −γ

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥xy
∥∥∥∥∥ ; (5.30)

ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (5.24)

ż = λz, ãäå λ =

∥∥∥∥∥−γ −ϖ
ϖ −γ

∥∥∥∥∥ . (5.31)

Óñëîâèåì ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî íó-
ëþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû detλ = ω2 = γ2 + ϖ2 ̸= 0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âî
âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå ñëó÷àÿ λ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïîòîêà ϱt = eλt åñòü ïðåîáðà-
çîâàíèå ïëîñêîñòè (x, y) îïåðàòîðîì λ : R2 → R2 ñ ïîâîðîòîì íà óãîë arg λ
è ðàñòÿæåíèåì â |λ| ðàç (ñì. ðèñ. 5.1).

Âèä êðèâîé (5.25) z(t) = z0e
λt çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ λ1,2 = −γ ± iϖ:

1. Åñëè |γ| > |ω|, òî λ1,2 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Åñëè λ âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî ôóíêöèÿ eλt âåùåñòâåííà. Òîãäà ïðè
z = x+ iy ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå ż = λz, êàê äâà îäíîìåðíûõ
âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèÿ ẋ = λx, ẏ = λy ñ îäíîìåðíûìè ïîäïðîñòðàí-
ñòâàìè ðåøåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ôàçîâûé ïîòîê óðàâíåíèÿ ż = λz
ñîñòîèò èç ðàñòÿæåíèÿ â eλt ðàç (ñì. ðèñ. 5.1).

Ïðè γ > 0 ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò (îñîáàÿ
òî÷êà íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûé óçåë), à ïðè γ < 0 ðàñõîäÿòñÿ èç íà÷àëà
êîîðäèíàò (îñîáàÿ òî÷êà � íåóñòîé÷èâûé óçåë) (cì. ðèñ. 5.2).

2. Åñëè γ = 0, ω ̸= 0, òî λ1,2 = ± iω � ÷èñòî ìíèìûå.

Ïî ôîðìóëå Ýéëåðà (1.62) eλt = eiωt = cosωt+ i sinωt. Â ýòîì ñëó÷àå
ôàçîâûé ïîòîê óðàâíåíèÿ ż = λz � ýòî ñåìåéñòâî ïîâîðîòîâ îòíîñè-
òåëüíî z = 0 íà óãîë ωt (ñì. ðèñ. 5.1).

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ z = reiφ óðàâíåíèå ż = ṙ zr + iφ̇z = λz = iωz
ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå äâóõ âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé:

ṙ = 0, φ̇ = ω.

Ôàçîâûå êðèâûå � îêðóæíîñòè, à èõ öåíòð òî÷êà z = 0 íàçûâàåòñÿ
îñîáàÿ òî÷êà òèïà öåíòð (cì. ðèñ. 5.2):

x2 + y2 = r2 = const; èëè r = const, φ = ωt+ φ0.

Èçìåíåíèå çíàêà ïðè ω ìåíÿåò íàïðàâëåíèå îáõîäà îêðóæíîñòè. Ïðè
+ω îêðóæíîñòü îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à ïðè −ω � ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå.
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3. Åñëè |γ| < |ω|, òî λ1,2 = −γ±iϖ (γ,ϖ ∈ R)� êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå
÷èñëà.

Äåéñòâèå ôàçîâîãî ïîòîêà � ïîâîðîò ñ ðàñòÿæåíèåì (cì. ðèñ. 5.1).

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ z = reiφ óðàâíåíèå ż = ṙ zr + iφ̇z = λz =
(−γ + iϖ)z ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå äâóõ âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé:

ṙ = −γr, φ̇ = ϖ.

Ðåøåíèå ñèñòåìû âûãëÿäèò òàê:

r = r0e
−γt, φ = ϖt+ φ0.

Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå íà÷àëà îòñ÷¼òà óãëîâ ôàçîâàÿ êðèâàÿ
çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì:

r = e−
γ
ϖφ èëè φ = −ϖ

γ ln r ïðè óñëîâèè φ0 = −ϖ
γ ln r0.

Òàêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëüþ. Ëîãàðèôìè÷å-
ñêèå ñïèðàëè íàêðó÷èâàþòñÿ íà íà÷àëî êîîðäèíàò ïðè γ > 0 (òàêàÿ
îñîáàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûé ôîêóñ), ëèáî ðàñêðó÷èâàþòñÿ îò
íà÷àëà êîîðäèíàò ïðè γ < 0 (òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êè íàçûâàåòñÿ íåóñòîé-
÷èâûé ôîêóñ) (cì. ðèñ. 5.2). Èçìåíåíèå çíàêà ïðè ϖ ìåíÿåò íàïðàâ-
ëåíèå ñïèðàëè. Ïðè +ϖ ñïèðàëü íàêðó÷èâàåòñÿ èëè ðàñêðó÷èâàåòñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à ïðè −ϖ � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

4. Ìû ñ÷èòàëè γ è ω äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Åñëè òåïåðü ω2 < 0, ò.å.
ω � ìíèìîå ÷èñëî, òî λ1,2 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì λ2 < 0 <
λ1. Ïðè γ = 0 ôàçîâûé ïîòîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëè÷åñêèé
ïîâîðîò (cì. ðèñ. 5.1). Ôàçîâûå êðèâûå � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà z = 0,
ïîëîâèíû êîîðäèíàòíûõ îñåé è ïîëîâèíû ãèïåðáîë:

x2 − y2 = const.

Îñîáàÿ òî÷êà z = 0 áóäåò òî÷êîé òèïà ñåäëî (ðèñ. 5.2).

Ïðè γ ̸= 0 îñîáàÿ òî÷êà ïî ïðåæíåìó ñåäëî, à ôàçîâûé ïîðòðåò ïîëó-
÷èò äîïîëíèòåëüíîå ðàñòÿæåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ êîðíåé λ1,2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
çàäàþò êëàññèôèêàöèþ îñîáûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè:

Óñëîâèå íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà Òèï îñîáîé òî÷êè

Äåéñòâèòåëüíûå, 0 < λ2 < λ1 Íåóñòîé÷èâûé óçåë
Äåéñòâèòåëüíûå, λ2 < 0 < λ1 Ñåäëî
Äåéñòâèòåëüíûå, λ2 < λ1 < 0 Óñòîé÷èâûé óçåë
×èñòî ìíèìûå, λ1 = iω, λ2 = −iω Öåíòð
Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå, ℜ(λ) > 0 Íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ
Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå, ℜ(λ) < 0 Óñòîé÷èâûé ôîêóñ
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Êàê ïîêàçàë åùå À.Ïóàíêàðå, ïîâåäåíèå ôàçîâûõ êðèâûõ (ôàçîâûé
ïîðòðåò) â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè â ñè-
ñòåìå îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ò.å. â áîëüøèíñòâå ñèñòåì) îãðàíè÷èâàåòñÿ ïåðå-
÷èñëåííûìè ñëó÷àÿìè.
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Ðèñ. 5.2: Òèïè÷íûå ôàçîâûå ïîðòðåòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ

Êàê ìû âèäèì íà ðèñ. 5.2, äâà òèïè÷íûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòà ÿâëÿþòñÿ
óñòîé÷èâûìè, à òðè � íåóñòîé÷èâûìè, ýòè ñëó÷àè ðàçäåëåíû ïîãðàíè÷íûì
ñîñòîÿíèåì òèïà öåíòð. Èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå â òàáëèöå óñëîâèé íà ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî, åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ ëåæàò â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñ-
êîñòè ℜλ < 0.

Èç ðèñóíêà 5.2 âèäíî, ÷òî ôàçîâûå êðèâûå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áåç
÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë âåäóò ñåáÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷èñòî ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè äîñòà-
âÿò íàì ïðèìåðû áîëåå ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ êðèâûõ.

Ðàññìîòðèì êàê îïðåäåëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì âáëèçè ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ â îáùåì ñëó÷àå. Çàïèøåì óðàâíåíèå

ν̇ = ξ(ν), ν ∈ U ⊂ Rn, (5.32)

ãäå ξ ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïî-
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ξ = 0 áûëî íà÷àëîì êîîðäèíàò: ν = 0.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ν = 0 óðàâíåíèÿ (5.32) íàçûâàåò-
ñÿ óñòîé÷èâûì (èëè óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó), åñëè ñèñòåìà áóäåò îñòà-
âàòüñÿ íåäàëåêî îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå: äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè ν0 < δ äëÿ âñÿêîãî íà÷àëüíî-
ãî ïîëîæåíèÿ ν0, òî ðåøåíèå ν(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ν(t) < ε â òå÷åíèå
íåîãðàíè÷åííîãî âðåìåíè t ∈ [0,∞).

Îïðåäåëåíèå. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ν = 0 óðàâíåíèÿ (5.32) íàçûâàåò-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî óñòîé÷èâî è

lim
t→∞

ν(t) = 0

äëÿ âñÿêîãî ðåøåíèÿ ν(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ν0, ëåæàùèì â äîñòàòî÷íî
ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ.
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Ìû ðàññìîòðåëè ïîâåäåíèå ñèñòåìû (5.24) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (x, y).
Îäíàêî ïîâåäåíèå ñèñòåìû çàâèñèò íå òîëüêî îò óêàçàííûõ ïåðåìåííûõ, íî
è îò ïàðàìåòðîâ γ è ω2. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ôîðìàëüíûì îáðàçîì ââåñòè
ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ, è ðàññìîòðåòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Åñëè ìû ôîðìàëüíûì îáðàçîì ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ïàðà-
ìåòðîâ (ω2, γ), ãäå íà îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ çíà÷åíèå ω2, à íà îñè
îðäèíàò � γ (ðèñ. 5.3), òî óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ëåæàò â îáëàñòè âåðõíåãî
ïðàâîãî óãëà ïëîñêîñòè (ω2 > 0, γ > 0), à âñå îñòàëüíûå � íåóñòîé÷èâûå. Èõ
ðàçäåëÿåò ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè, îáðàçîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäè-
íàòíûìè ïîëóîñÿìè. Ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà ÷åðåç îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå
ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ êðèâûõ â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Óñòîé÷èâûå ñî-
ñòîÿíèÿ âîçìîæíû ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Ñ¼äëà

Ñ¼äëà

Öåíòðû

Óçëû óñòîé÷èâûå

Óçëû íåóñòîé÷èâûå

Ôîêóñû
óñòîé÷èâûå

Ôîêóñû
íåóñòîé÷èâûå

γ

ω2

ω2 = γ2

6

-

Ðèñ. 5.3: Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äåëèò-
ñÿ ëèíèåé ω2 = γ2 íà äâå ÷àñòè:
óñòîé÷èâûõ ôîêóñîâ è óñòîé÷è-
âûõ óçëîâ. Â íèæíåì ïðàâîì óãëó
ëåæàò ðàçäåëåííûå ëèíèåé ω2 =
γ2 îáëàñòè íåóñòîé÷èâûõ ôîêó-
ñîâ è íåóñòîé÷èâûõ óçëîâ. Òî÷êè
òèïà ôîêóñà ëåæàò âíóòðè ïàðà-
áîëû, à òî÷êè òèïà óçëà â ïðà-
âîé ïîëóïëîñêîñòè âíå ïàðàáîëû.
Ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîñü ω2 îáðà-
çîâàíà òî÷êàìè, ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ òèïà
öåíòð. Îáëàñòü ñåäåë ëåæèò ëåâåå
îñè îðäèíàò γ. Ïðåäåëüíûé ñëó-
÷àé (êîãäà ω2 = γ2) íå ïðåäñòàâ-
ëÿåò áîëüøîãî èíòåðåñà, èáî ýòîò
ñëó÷àé, êàê è âñÿêèé, êîãäà ñîîò-
íîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñè-
ñòåìû òî÷íî ôèêñèðîâàíî, íå ìîæåò áûòü òî÷íî ðåàëèçîâàí íà ïðàêòèêå è
âûïîëíÿåò ëèøü ðîëü ãðàíèöû ìåæäó ôîêóñàìè è óçëàìè. Ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ òèïà öåíòð, òàêæå íå ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîãî èíòåðåñà. Åñëè óñëî-
âèå ïàðàìåòðà γ = 0 õîòü íåìíîãî íàðóøàåòñÿ, òî ñèñòåìà óõîäèò â äðóãîå
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà öåíòð ôèçè÷å-
ñêè èìååò çíà÷åíèå ëèøü êàê ãðàíèöà ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì
ôîêóñîì. Îñü àáñöèññ ïðè ω2 = 0 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ìåæäó ñåäëàìè è
óçëàìè è îáðàçóåò òî÷êè òèïà ¾ñåäëî-óçåë¿. Äðóãèå æå ïÿòü òèïîâ ñîñòîÿ-
íèé ðàâíîâåñèÿ (ôîêóñû, óçëû è ñåäëà) ñîõðàíÿþò ñâîé òèï, ò.å. îáëàäàþò
óñòîé÷èâîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî ýòè ïÿòü òèïîâ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ ¾ãðó-
áûìè¿.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñòðàòåãèåé Ïóàíêàðå ïîäîáíûé âèä èëè, êàê
ãîâîðÿò, ïîäîáíóþ îñîáåííîñòü èìåþò âñå ñèñòåìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çà-
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âèñÿùèå îò äâóõ ïàðàìåòðîâ ïðè ïîäõîäÿùåì ïîäáîðå êîîðäèíàò. Âñå áîëåå
ñëîæíûå ñëó÷àè ïðåâðàùàþòñÿ â óêàçàííûå ïðè îáùåì ìàëîì èçìåíåíèè
(¾øåâåëåíèè¿) ñèñòåìû, ò.å. íå äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ â ïðèðîäå, è èõ íà ïåð-
âûé âçãëÿä ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ îáåñöåíèâàåò áîëü-
øóþ ÷àñòü òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âîîáùå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà, ãäå òðàäèöèîííî îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ìàëîöåííûì, íî
òðóäíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àÿì íåîáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò y = ω2+γ;x = ω2−γ ìû ìîæåì çàïèñàòü òèïè÷-
íóþ îñîáåííîñòü ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ â
îáùèõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì (ñ ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì ëþáîé ðàçìåðíîñòè) â âèäå y = |x|. Ôîðìóëà y > |x| îïèñû-
âàåò îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè
èëè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, êðèâîëèíåéíûõ (ðèñ. 5.4).

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè áîëüøåì ÷èñëå ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, äëÿ
òðåõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì) òàêæå ðàñïîëàãàåòñÿ óãëàìè íàðóæó, âêëè-
íèâàÿñü çèÿþùèìè âåðøèíàìè â îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè.

Äâóìåðíàÿ
îñîáåííîñòü Òðåõìåðíûå îñîáåííîñòè
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y > 0

Ðèñ. 5.4: Îñîáåííîñòè è îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèñòåìû, ïðèíàäëåæàùåé îñîáîé ÷àñòè ãðàíèöû
óñòîé÷èâîñòè, ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ áîëåå âåðîÿòíî ïîïàäàíèå
â îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè, ÷åì â îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè. Ýòî ïðîÿâëåíèå îá-
ùåãî ïðèíöèïà, ñîãëàñíî êîòîðîìó âñå õîðîøåå (íàïðèìåð, óñòîé÷èâîñòü)
áîëåå õðóïêî, ÷åì ïëîõîå.

Ïî-âèäèìîìó, âñå õîðîøèå îáúåêòû óäîâëåòâîðÿþò íåñêîëüêèì òðåáî-
âàíèÿì îäíîâðåìåííî, ïëîõèì æå ñ÷èòàåòñÿ îáúåêò, îáëàäàþùèé õîòÿ áû
îäíèì èç ðÿäà íåäîñòàòêîâ.

Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ÷èñëî òèïîâ îñîáåííîñòåé áûñòðî
ðàñòåò, îäíàêî, êàê äîêàçàë Ë.Â. Ëåâàíòîâñêèé [23] , îíî îñòàåòñÿ êîíå÷íûì
(ñ òî÷íîñòüþ äî ãëàäêèõ çàìåí ïàðàìåòðîâ) ïðè ëþáîì êîíå÷íîì ÷èñëå
ïàðàìåòðîâ, ñîõðàíÿåòñÿ è ïðèíöèï õðóïêîñòè.

5.3 Ïåðâûå èíòåãðàëû

Ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ìîæíî îïèñûâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: íà
ÿçûêå òî÷åê ïðîñòðàíñòâà èëè æå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà í¼ì.
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Òàêàÿ äóàëèçàöèÿ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé â ñàìûõ ðàçíûõ îòäåëàõ ìà-
òåìàòèêè. Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðíûå ïîëÿ ìîæíî îïèñûâàòü íå òîëüêî ñ ïî-
ìîùüþ ñêîðîñòåé äâèæåíèé, íî è êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû ν ′
s =

ξ(ν), åñëè å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ ξ ðàâíà íóëþ:

Lξf ≡ 0. (5.33)

Íàèìåíîâàíèå ¾ïåðâûé èíòåãðàë¿ îñòàëîñü ñ òåõ âðåì¼í, êîãäà ïûòà-
ëèñü ðåøèòü âñå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïóò¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ è
íàçûâàëè èíòåãðàëîì òî, ÷òî ñåé÷àñ íàçûâàþò ðåøåíèåì. Ñëåäóþùèå äâà
ñâîéñòâà ïåðâîãî èíòåãðàëà î÷åâèäíî ýêâèâàëåíòíû ñîîòíîøåíèþ (5.33) è
ìîãëè áû áûòü ïðèíÿòû çà åãî îïðåäåëåíèå.

1. Ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà f = const âäîëü êàæäîé ôàçîâîé êðèâîé.

2. Êàæäàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ ïîëÿ ξ ïðèíàäëåæèò îäíîé è òîëüêî îäíîé
ïîâåðõíîñòè (ìíîæåñòâó óðîâíÿ) f(x1, . . . , xn) = const.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ôàçîâûå êðèâûå öå-
ëèêîì ëåæàò íà èõ ïîâåðõíîñòè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì êîòîðîé ÿâëÿ-
åòñÿ âñÿ ïëîñêîñòü: ν̇ = ν èëè ẋ = x, ẏ = y. Ôàçîâûå êðèâûå ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ðàñõîäÿùèåñÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò ëó÷è. Ïåðâûé èíòåãðàë � íåïðå-
ðûâíàÿ íà âñåé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà êàæäîì ëó÷å, ò.å. ïðîñòî
êîíñòàíòà. Íèêàêèõ äðóãèõ, îòëè÷íûõ îò ïîñòîÿííîé, ïåðâûõ èíòåãðàëîâ
ñèñòåìà íå èìååò.

Íåïîñòîÿííûå ïåðâûå èíòåãðàëû âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî. Çàòî â òåõ ñëó÷à-
ÿõ, êîãäà îíè åñòü è êîãäà èõ óäà¼òñÿ íàéòè, íàãðàäà áûâàåò âåñüìà çíà÷è-
òåëüíîé. Îòñóòñòâèå íåïîñòîÿííûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñâÿçàíî ñ òîïîëîãè-
÷åñêèì óñòðîéñòâîì ôàçîâûõ êðèâûõ. Â îáùåì ñëó÷àå ôàçîâûå êðèâûå íå
óêëàäûâàþòñÿ â öåëîì íà ïîâåðõíîñòè (ìíîæåñòâå óðîâíÿ) íèêàêîé ôóíê-
öèè, ïîýòîìó íåïîñòîÿííîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà è íåò. Îäíàêî ëîêàëüíî, â
îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè, ôàçîâûå êðèâûå óñòðîåíû ïðîñòî è íåïîñòî-
ÿííûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò.

Íàïðèìåð, ìû âûáðàëè â n-ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå U ñ çàäàí-
íûì âåêòîðíûì ïîëåì ξ íåîñîáóþ òî÷êó ν0 (è èìååì åäèíñòâåííóþ èíòå-
ãðàëüíóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó). Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè ν0, ÷òî óðàâíåíèå ν̇ = ξ(ν) â V èìååò n − 1
ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûé ïåðâûé èíòåãðàë f1, . . . , fn−1, êîòîðûå îáðà-
çóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Îïðåäåëåíèå. Íàáîð k ôóíêöèé ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèì â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ν0, åñëè ðàíã ïðîèçâîäíîé â òî÷êå ν0 îòîáðàæåíèÿ φ : U → Rk,
ãäå φ = (f1, . . . , fk), çàäàííîãî ýòèìè ôóíêöèÿìè, ðàâåí k. Â ñâîþ î÷åðåäü,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî grad f1, . . . , grad fk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëíîé ñèñòåìîé çàâèñÿùèõ èëè íå çàâèñÿùèõ îò âðåìå-
íè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàçûâàåòñÿ
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òàêîé íàáîð ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, ÷òî ëþáîé äðóãîé ïåðâûé èíòåãðàë ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé îò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íàáîðà.

Ïóñòü òåïåðü f(t, ν) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå íåàâòîíîìíîãî ñèñòåìû óðàâíåíèé ν̇ = ξ(t, ν). Ñîñòàâèì àâòî-
íîìíóþ ñèñòåìó, ôàçîâûå êðèâûå êîòîðîé áóäóò èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàñøèðèì ñèñòåìó, äîáàâèâ ê èñõîäíûì
òðèâèàëüíîå óðàâíåíèå ṫ = 1: χ = (t, ν), χ̇ = η(χ), η(t, ν) = (1, ν). Åñëè
ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ýòîãî ðàñøèðåííîé àâòîíîìíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé, òî îíà íàçûâàåòñÿ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè ïåðâûì èí-
òåãðàëîì ñèñòåìû ν̇ = ξ(t, ν). Ïðè ýòîì êàæäàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ýòîé
ñèñòåìû öåëèêîì ëåæèò íà îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé f(t, ν) = const. Â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (t0, ν0) áóäåò ïîëíàÿ ñèñòåìà n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà ôàçîâûõ êðèâûõ àâòî-
íîìíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàçûâàåòñÿ (íå çàâèñÿùèì
îò âðåìåíè) ïåðâûì èíòåãðàëîì ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèÿ. Çàâèñÿùèé îò
âðåìåíè ïåðâûé èíòåãðàë (âîîáùå ãîâîðÿ, íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé) � ýòî ôóíêöèÿ â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîñòîÿííàÿ íà
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.

Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èçó÷åíû ãîðàçäî õóæå, ÷åì ñ
îáûêíîâåííûìè. Îäíàêî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè (5.33) Lξf = 0, ãäå ξ � èçâåñòíîå âåêòîðíîå ïîëå â îáëàñòè
U , à f � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, óäà¼òñÿ ñâåñòè ê îáûêíîâåííîìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (5.3) ν̇ = ξ(ν), íàçûâàåìîìó òàêæå óðàâíåíèåì
õàðàêòåðèñòèê. Ïðè ýòîì ôàçîâûå êðèâûå âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ íàçûâàþòñÿ
õàðàêòåðèñòèêàìè, à ïåðâûå èíòåãðàëû � ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Lξf = 0.
Ñóùíîñòü ñâÿçè ìåæäó óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è óðàâíå-
íèåì õàðàêòåðèñòèê ñîñòîèò â òîì, ÷òî äâèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû ìîæíî
îïèñûâàòü êàê ñ ïîìîùüþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé å¼
÷àñòèö, òàê è ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ ïîëÿ.
Òåðìèí ¾õàðàêòåðèñòèêà¿ â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ¾èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò¿.

Çàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Lξf = 0 íàçûâàåòñÿ çàäà÷à îá îïðåäåëå-
íèè ôóíêöèè f ïî å¼ çíà÷åíèÿì (íà÷àëüíîé ôóíêöèè) íà çàäàííîé ãèïåðïî-
âåðõíîñòè (íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîâîêóïíîñòü
íà÷àëüíîé ôóíêöèè çàäàííîé íà íà÷àëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Çàäà÷à Êîøè íå âñåãäà èìååò ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëü-
íî, âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè f ïîñòîÿííî. Íî õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò
ïåðåñåêàòü íà÷àëüíóþ ïîâåðõíîñòü íåñêîëüêî ðàç. Åñëè çíà÷åíèÿ íà÷àëü-
íîé ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ ðàçëè÷íû, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè íå
èìååò ðåøåíèÿ íè â êàêîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé óêàçàííóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïåðåñåêàåò íà÷àëüíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü òðàíñ-
âåðñàëüíî (ïîä íåíóëåâûì óãëîì, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé), òî òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé. Ó òàêîé íåõàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé òî÷êè âñåãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé çàäà÷à Êîøè èìååò
ðåøåíèå, è ïðèòîì òîëüêî îäíî.
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5.4 Ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

Êàê ìû óæå çíàåì ñ êàæäûì ïðîñòðàíñòâîì èëè ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì
ñâÿçàíî äðóãîå ïðîñòðàíñòâî èëè ìíîãîîáðàçèå âäâîå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè,
íàçûâàåìîå êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì. Íî åñëè ðàññëîåíèþ ïðîñòðàíñòâà
ìû óäåëèëè íåñêîëüêî ñëîâ, òî ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ ñëåäóåò ðàññìîò-
ðåòü ïîäðîáíåå.

Ïóñòü V � n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ âûáðàííûìè ëîêàëüíûìè êîîðäè-
íàòàìè q1, . . . , qn(â ïîäîáíûõ îáîçíà÷åíèÿõ òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò íèæ-
íèå èíäåêñû). Äèôôåðåíöèðîâàíèå ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå τ = (q1, . . . , qn)
äà¼ò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TVτ , ñîñòîÿùåå èç êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ
dq1, . . . , dqn. Òîãäà êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TV åñòü 2n-ìåðíîå äèôôåðåí-
öèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè q1, . . . , qn, dq1, . . . , dqn.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1, . . . , pn êîìïîíåíòû 1-ôîðìû íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå TVτ â òî÷êå τ . Òîãäà:

ω1 = p1 dq1 . . .+ pn dqn = p dq. (5.34)

Ýòà äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì âåêòîðîì

ê V â òî÷êå τ , àíàëîãè÷íî òîìó, êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ 1-ôîðìà íàçûâàåòñÿ
êîâåêòîðîì ê âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó.

Ìíîæåñòâî âñåõ êîêàñàòåëüíûõ ê V â òî÷êå τ âåêòîðîâ îáðàçóåò n-
ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî T ∗Vτ ñ êîîðäèíàòàìè p1, . . . , pn, ñîïðÿæ¼í-
íîå ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó TVτ , êîòîðîå íàçûâàþò êîêàñàòåëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì ê ìíîãîîáðàçèþ V â òî÷êå τ . Îáúåäèíåíèå êîêàñàòåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ ê ìíîãîîáðàçèþ âî âñåõ åãî òî÷êàõ T ∗V íàçûâàåòñÿ êîêàñà-

òåëüíûì ðàññëîåíèåì V è èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ÷¼òíîìåðíîãî
äèôôåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M = T ∗V ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè
p1, . . . , pn, q1, . . . , qn èëè p,q.

Âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ, îáðàçóåò âåê-
òîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè M , êîòîðîå, êàê è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
íà ìíîãîîáðàçèè, íå çàâèñèò îò êàðòû. Ïóñòü îáëàñòü U ⊂ M åñòü ÷¼òíî-
ìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè ν = (p,q), íà êîòîðîì çàäàíî
äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ ν̇ = ξ(ν) è ν ′

s = η(ν).
Òîãäà â òî÷êå τ ∈M : ξ = (ṗ, q̇), η = (p′

s,q
′
s):

ω2(ξ, η) dt ds
(2.149)
= (Iξ, η) dtds

(2.143)
= dqξdpη − dpξdqη = dp ∧ dq, (5.35)

ãäå I � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà âèäà (2.150).
Òàêèì îáðàçîì, ÷¼òíîìåðíîå äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå M èìå-

åò òî÷íóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ 2-ôîðìó, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè âíåøíåì
äèôôåðåíöèðîâàíèè 1-ôîðìû (5.34):

ω2 = dω1 = dp1 ∧ dq1 + . . .+ dpn ∧ dqn = dp ∧ dq. (5.36)

Âñÿêàÿ òî÷íàÿ ôîðìà çàìêíóòà, ïîýòîìó

dω2 (5.36)
= d(dω1)

(3.62)
= 0. (5.37)
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Ïðè ýòîì ôîðìà ω2 = dp ∧ dq íåâûðîæäåííàÿ, êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ
è ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé, àíàëî-
ãè÷íîé (2.143). Íî â äàííîì ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà çàäàíà íå
íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, à íà ìíîãîîáðàçèè.

×¼òíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M2n ñ çàäàííîé íà í¼ì äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìîé ω2 íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Ïóñòü òåïåðüH(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) èëèH(p,q)� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-
öèÿ íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà dH åñòü äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ 1-ôîðìà íà M : dH(η) = ω1

ξ (η) = ω2(ξ, η) ds, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò â
êàæäîé òî÷êå íåêîòîðûé êàñàòåëüíûé ê M âåêòîð η:

dH(η) = ω2(ξ, η) ds
(5.35)
= −ṗ dq+ q̇ dp =

n∑
i=1

ṗidqi +
n∑
i=1

q̇idpi.

Òî æå ñàìîå â äðóãîé çàïèñè:

dH(η) = ω1
ξ (η) = ω2(ξ, η) ds

(5.35)
= (Iξ, η)ds.

(5.38)

Îòêóäà ïîëó÷àåì âåêòîðíîå ïîëå ôàçîâûõ ñêîðîñòåé ñèñòåìû:

ṗ = −∂H
∂q

, q̇ =
∂H

∂p
; èëè ṗi = −∂H

∂qi
, q̇i =

∂H

∂pi
.

Òî æå ñàìîå â äðóãîé çàïèñè:

ξ = (ṗ, q̇) = IgradH èëè ξ = (ṗ, q̇) = (−H ′
q,H

′
p).

(5.39)

Îáû÷íî â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå ξ = IdH,
íî dH ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, è ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû I íà ñêàëÿð íå ñîâñåì
ïîíÿòíî, à gradH = (H ′

p,H
′
q) � âåêòîð:∥∥∥∥∥ ṗq̇
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 0 −E
E 0

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥H

′
p

H ′
q

∥∥∥∥∥ .
Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Ôàçîâûé ïîòîê ϱtH : R × U → U ⊂ M âåêòîðíîãî

ïîëÿ ξ = (ṗ, q̇) ñîõðàíÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ω2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå (5.10) ãðóïïà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé, çàäàííàÿ âåêòîðíûì ïîëåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò âèä
ϱt = eαt. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 (5.11) ýòîé òåîðåìû, åñëè Spα = 0, òî
ôàçîâûé ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ñîõðàíÿåò îáú¼ì ëþáîé ôèãóðû, òàê êàê
det ϱt = eSpαt = e0 = 1. Ïðè ýòîì div ξ = Spα = 0.

Òàê êàê:

Sp I = 0 (âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû I � íóëåâûå);

div ξ
(3.83)
=

∂ṗ

∂p
+
∂q̇

∂q

(5.39)
=

∂

∂p

(
−∂H
∂q

)
+

∂

∂q

(
∂H

∂p

)
≡ 0,

òî ôàçîâûé ïîòîê ϱtH âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ ñîõðàíÿåò îáú¼ì ëþáîé ôèãóðû.
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Ãåîìåòðè÷åñêè ôîðìà ω2 = dp∧dq îçíà÷àåò ñóììó ïëîùàäåé îðèåíòè-
ðîâàííûõ ïðîåêöèé ýëåìåíòàðíîãî (áåñêîíå÷íî ìàëîãî) ïàðàëëåëîãðàììà
íà n êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé (p1, q1), . . . , (pn, qn). Òàê êàê ôàçîâûé ïîòîê
ñîõðàíÿåò îáú¼ì ëþáîé ôèãóðû, òî îí ñîõðàíÿåò ñóììó ïëîùàäåé ýëåìåí-
òàðíîãî ïàðàëëåëîãðàììà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ãîìîòîïèÿ (îò ãðå÷. oµoς � ðàâíûé, îäèíàêîâûé è τoπoς � ìåñòî) �
ôîðìàëèçàöèÿ èíòóèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î íåïðåðâíîé äåôîðìèðóåìî-
ñòè îäíîãî îòîáðàæåíèÿ â äðóãîå. Ôàçîâûé ïîòîê ϱt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà t. Ýòî
ñåìåéñòâî íàçûâàþò ãîìîòîïèåé, ñâÿçûâàþùåé ïðè 0 6 t 6 τ äèôôåîìîð-
ôèçì ϱ0 ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϱτ ¾íåïðåðûâíûì ïóò¼ì¿.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìíîãîîáðàçèå, C � k-ìåðíàÿ öåïü â M . Òî-
ãäà ãîìîòîïèÿ ϱt ïðè 0 6 t 6 τ äà¼ò (k + 1)-ìåðíóþ öåïü â M , êîòîðóþ
íàçûâàþò ñëåäîì öåïè C è îáîçíà÷àþò JC. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî JC � ýòî
öåïü, êîòîðóþ öåïü C çàìåòàåò ïðè ãîìîòîïèè ϱt, 0 6 t 6 τ : ¾òîðöû¿ öå-
ïè JC îáðàçîâàíû íà÷àëüíûì C è êîíå÷íûì ϱτC ïîëîæåíèÿìè, à ¾áîêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü¿ J(∂C) çàìåòåíà ãðàíèöåé ∂C (ðèñ. 5.5).

∂C

C ϱτC

J∂C

AU

�	
�

�1

�1

CCO

���
? JC

C

ϱτC

J∂C J∂C

k = 2 k = 1

Ðèñ. 5.5: Ñëåä öåïè ïðè ãîìîòîïèè

Ïðè k = 1 ëèíèÿ C çàìåòàåò êðèâîëèíåéíûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê JC,
ãðàíèöû ëèíèè C � äâå òî÷êè, êîòîðûå çàìåòàþò áîêîâûå ãðàíèöû ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà J∂C.

Ïðè k = 2 êðóã C çàìåòàåò ¾êîëáàñêó¿ JC, ãðàíèöà êðóãà � îêðóæ-
íîñòü ∂C, êîòîðàÿ çàìåòàåò ¾áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü êîëáàñêè¿ J∂C.

Ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå îðèåíòàöèè ãðàíåé (ñì. ñòð. 49) ïîëó÷àåì äëÿ
ãðàíèöû JC ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∂(JC) = ϱτC − J(∂C)− C. (5.40)

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ (â èíòåãðàëüíîì âèäå). Çàäàþùàÿ ñèìïëåêòè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó ôîðìà ω2 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì (4.45) ãàìèëü-
òîíîâà ôàçîâîãî ïîòîêà w

ϱτHC

ω2 =
w
C

ω2. (5.41)

Îäèí-ôîðìà dH òàêæå åñòü èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ϱtH .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì 1-öåïü èç îäíîãî êóñêà (ñì. ñòð. 34) γ : [0, 1] →

M èëè γ(s) íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, ω2).
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Ïî òåîðåìå Ôóáèíè (4.11):

w
Jγ

ω2 (4.12)
=

1w
0

τw
0

ω2(ξ, η) dt ds
(5.38)
=

τw
0

dt
w
ϱtHγ

dH èëè
∂

∂t

w
Jγ

ω2 =
w
ϱtHγ

dH.

Åñëè öåïü γ çàìêíóòà, òî ∂γ = 0, òîãäà

w
ϱtHγ

dH
(4.48)
=

w
∂(ϱtHγ)

H = 0 è, çíà÷èò,
w
Jγ

ω2 = 0. (5.42)

Ðàññìîòðèì 2-öåïü C, òàêóþ, ÷òî γ = ∂C, òîãäà:

0
(5.37)
=

w
JC

dω2 (4.43)
=

z
∂(JC)

ω2 (5.40)
=

w
ϱτHC

ω2 −
w
C

ω2 −
w

J(∂C)

ω2

(5.42)
γ=∂C
=

w
ϱτHC

ω2 −
w
C

ω2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå ψ : M →
M , íàïðèìåð (p,q) 7→ (P,Q), ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû åñëè îíî
ñîõðàíÿåò åãî ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ω2 èëè, êàê ãîâîðÿò, èìååò ω2

èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì.
Òîãäà ñëåäñòâèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
Ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îñóùåñòâëÿåìîå ôàçîâûì ïî-

òîêîì ϱtH , êàíîíè÷åñêîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçëè÷íûå ñèìïëåêòè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ â êàæäîé ñâîåé òî÷êå èçîìîðôíû è îòîáðàæàþòñÿ äðóã â

äðóãà ñ ñîõðàíåíèåì ¾ïëîùàäåé¿.
Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíî êàæäîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå èçî-

ìîðôíî ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêòè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó.
Â îòëè÷èå îò ñèìïëåêòè÷åñêèõ � ðèìàíîâû ñòðóêòóðû ( , ) : TVτ → R

èëè ξ 7→ (ξ, ξ), êàê ïðàâèëî, íåèçîìîðôíû äðóã äðóãó è íå îòîáðàæàþòñÿ
äðóã íà äðóãà ñ ñîõðàíåíèåì ¾ïëîùàäåé¿.

Äëÿ èõ ðàçëè÷åíèÿ Ðèìàí è ââåë ñâîþ êðèâèçíó.
Ñëåäñòâèå. ω1 = p dq � îòíîñèòåëüíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò (4.46)

ïðåîáðàçîâàíèÿ ϱtH , òàê êàê ó íåãî åñòü àáñîëþòíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðè-
àíò ω2 = dω1 = dp ∧ dq (4.47).

Ñëåäñòâèå. Êàê ìû çíàåì (2.148) ω2n = ω2 ∧ . . . ∧ ω2︸ ︷︷ ︸
n

è åñòü, ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, îáú¼ì 2n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â ñèìïëåêòè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå R2n.

Òîãäà íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèèM ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòà-
ìè p1, . . . , pn, q1, . . . , qn è äèôôåðåíöèàëüíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
(5.36) ω2 = dp1 ∧ dq1 + . . . + dpn ∧ dqn ïðè ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ ñòåïåíÿõ
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω2 êàæäàÿ èç ôîðì

ω2k =
∑

i1<...<ik

dpi1 ∧ . . . ∧ dpik ∧ dqi1 ∧ . . . ∧ dqik , (5.43)
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íàïðèìåð,
(
ω2
)2

= ω2∧ω2,
(
ω2
)3

= ω2∧ω2∧ω2 . . . ω2n, ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì
èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì ôàçîâîãî ïîòîêà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàíîíè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè ñîõðàíÿåòñÿ ýëå-
ìåíò ôàçîâîãî îáú¼ìà íà M , êîòîðûé ðàâåí

dV = D = ϱtHD = dp1 ∧ . . . ∧ dpn ∧ dq1 ∧ . . . ∧ dqn, (5.44)

ò.å. ôàçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò îáú¼ì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ñëåäñòâèå. Îïðåäåëèòåëü ëþáîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

S : R2n → R2n ðàâåí åäèíèöå (íàïðèìåð, det I = 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû óæå çíàåì, êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî-

õðàíÿþò âíåøíèå ñòåïåíè ôîðìû ω2. Òàê êàê âíåøíÿÿ n-ÿ ñòåïåíü åñòü
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ) ýëåìåíò îáú¼ìà â R2n. Çíà÷èò,
ñèìïëåêòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ S ñòàíäàðòíîãî R2n = {(p,q)} ñîõðàíÿþò
ýëåìåíò îáú¼ìà, òàê ÷òî detS = 1.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå n = 1, T ∗M = R2, ω2 = dp ∧ dq � ýòî ýëåìåíò
ïëîùàäè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì âñÿêîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ψ ñ ÿêîáèàíîì 1.

Òåîðåìà Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè (ñëåäñòâèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ). Ïóñòü
ϱ � ñîõðàíÿþùåå îáú¼ì ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå îãðàíè÷åííóþ îá-

ëàñòü D åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ: ϱD = D. Òîãäà òî÷êà tau îáëàñòè
D âîçâðàùàåòñÿ â ñâîþ îêðåñòíîñòü U , ò.å. ϱnτ ∈ U ïðè íåêîòîðîì n > 0.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïî÷òè âñÿêàÿ äâèæóùàÿñÿ òî÷êà ìíîãîêðàòíî âîçâðàùà-
åòñÿ ê ñâîåìó èñõîäíîìó ïîëîæåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáðàçû îêðåñòíîñòè U :

U, ϱU, ϱ2U, . . . , ϱnU, . . . .

Âñå îíè èìåþò îäèíàêîâûé ïîëîæèòåëüíûé îáú¼ì. Åñëè áû îíè íå ïå-
ðåñåêàëèñü, îáú¼ì D áûë áû áåñêîíå÷åí. Çíà÷èò ïðè íåêîòîðûõ k > l > 0:
ϱkU ∩ ϱlU ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ϱk−lU ∩ U ̸= 0. Òîãäà ϱk−lτ ∈ U , ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Íåñêîëüêî ïàðàäîêñàëüíûì âûâîäîì èç òåîðåì Ïóàíêàðå è Ëèóâèëëÿ
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñêàçàíèå: åñëè îòêðûòü ïåðåãîðîäêó, îòäåëÿþùóþ
êàìåðó ñ ãàçîì îò êàìåðû ñ âàêóóìîì, òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ìîëåêóëû
ãàçà ïî÷òè íàâåðíîå ñíîâà ñîáåðóòñÿ â ïåðâîé êàìåðå. Ðàçãàäêà ïàðàäîêñà
â òîì, ÷òî ¾íåêîòîðîå âðåìÿ¿ áîëüøå âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû òåîðåìà î âîçâðàùåíèè íå òðåáóåò, ÷òîáû ìîëåêó-
ëû ãàçà âîçâðàùàëèñü îäíîâðåìåííî, à ïåðèîäè÷åñêîå âîçâðàùåíèå êàæäîé
ìîëåêóëû ïàðàäîêñîì íå ÿâëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïîëå ξ = IgradH íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì
âåêòîðíûì ïîëåì, ôóíêöèÿ H � ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà. Äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, çàäàííàÿ íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, íàçûâàåòñÿ ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìîé. Óðàâíåíèÿ (5.39) íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíè-
ÿìè Ãàìèëüòîíà, à ïàðû ïåðåìåííûõ pi, qi � êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûìè

ïàðàìè êîîðäèíàò. ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû èç 2n

223



óðàâíåíèé ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåòñÿ n, êàê ó èñõîäíîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ V ñ âûáðàííûìè ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè q1, . . . , qn. Ôàçîâûé ïîòîê
ϱtH : R×U → U ⊂M íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ôàçîâûì ïîòîêîì ñ ôóíê-

öèåé Ãàìèëüòîíà H.
Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Êîîðäèíàòû p,q ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

U ⊂ M åñòü ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà M , è ïðè ïîïûòêå ïðîäîëæèòü
ôóíêöèþ H íà âñ¼ ìíîãîîáðàçèå M , ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ¾ìíîãîçíà÷íóþ
ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà¿. Èáî çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà ω1

ξ (η) = ω2(η, ξ) íà íåîäíî-
ñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè (íàïðèìåð, íà òîðå T 2) ìîæåò íå áûòü òî÷íîé, ò.å.
äèôôåðåíöèàëîì dH = ω1, íî ëîêàëüíî îíà òî÷íà. Ïîýòîìó, âñÿêàÿ îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ ñèìïëåêòè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó ω2, çàäà¼ò ëîêàëüíî ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå è ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî ãàìèëüòîíîâûì ôàçîâûì ïîòîêîì, íî íåîáÿçàòåëüíî ãàìèëüòîíîâî â
öåëîì. Íàïðèìåð, â R2n âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèà-
ëîì ôóíêöèè è ïîýòîìó âñÿêàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà êàíîíè÷åñêèõ
(ñîõðàíÿþùèõ dp∧dq) äèôôåîìîðôèçìîâ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì
ôàçîâûì ïîòîêîì. Íî, íàïðèìåð, íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè áåç êðàÿ
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íå ìîæåò áûòü òî÷íîé.

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ H ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì (H = const) ôàçî-
âîãî ïîòîêà ϱtH (ñôîðìóëèðîâàí îáùèé àíàëîã çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,
òàê êàê â ìåõàíèêå H îêàçûâàåòñÿ ïîëíîé ýíåðãèåé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû,
ïîýòîìó ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû èñòîðè÷åñêè íàçûâàþò
òàêæå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîäíàÿ H ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà ïîëÿ ξ =
IgradH (âäîëü ôàçîâûõ êðèâûõ) ðàâíà çíà÷åíèþ dH íà âåêòîðå ξ, òîãäà
ïîëó÷àåì dH(ξ) = ω2(ξ, ξ) dt èëè

Ḣ = ω2(ξ, ξ)
(5.38)
=

n∑
i=1

(
q̇i
∂H

∂qi
+ ṗi

∂H

∂pi

)
(5.39)
=

n∑
i=1

(
∂H

∂qi

∂H

∂pi
− ∂H

∂pi

∂H

∂qi

)
= 0,

ò.å. Ḣ = 0 èëè H = const íà ìíîãîîáðàçèè M .
Îáðàòíàÿ òåîðåìà. Ïåðâûé èíòåãðàë íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðà-

çèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà.
Äîêàçàòåëüñòâî

−
(
∂H

∂pi

)
qi

(
∂qi
∂H

)
pi

(3.161)
=

(
∂qi
∂pi

)
H

(3.164)
=

∂(qi, H)

∂(pi,H)
=

(3.165)
=

∂(qi,H)

∂(t,H)

∂(t,H)

∂(pi,H)

(3.164)
=

(
∂qi
∂t

)
H

(
∂t

∂pi

)
H

(H=const)
=

q̇i
ṗi
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè H = const, òî äëÿ H ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ
(5.39), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ââåä¼ì íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà èëè ëàãðàíæèàí L(q, q̇):

L(q, q̇)
(3.152)
= p · q̇−H(p,q). (5.45)
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà L(q, q̇) = p · q̇ − H(p,q) íå çàâèñèò îò ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò: îíî ñîïîñòàâëÿåò ôóíêöèè L : TV → R íà êàñàòåëüíîì
ðàññëîåíèè ôóíêöèþ H : T ∗V → R íà êîêàñàòåëüíîì.

Òîãäà

dL =
∂L

∂q
dq+

∂L

∂q̇
dq̇ = p dq̇+ q̇ dp− dH

(5.38)
= p dq̇+ ṗ dq. (5.46)

Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàïèñàòü

p =
∂L

∂q̇
, ṗ =

∂L

∂q
=

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
, èëè

pi =
∂L

∂q̇i
,

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
= 0 (i = 1, . . . , n).

(5.47)

Óðàâíåíèÿ (5.47) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà.
Òåîðåìà Ýììè Í¼òåð. Âñÿêîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïå äèôôåî-

ìîðôèçìîâ ϱs ìíîãîîáðàçèÿ ëàãðàíæåâîé ñèñòåìû, ñîõðàíÿþùèõ ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà (dLds = 0), ñîîòâåòñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
Ïóñòü V � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, q = q(t, s) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû,
L : TV → R � ãëàäêàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè,
ϱs : V → V � äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ L ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé Ëàãðàíæà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë I : TV → R âèäà:

I(q, q̇) = ∂L

∂q̇

dϱs

ds

∣∣∣∣
s=0

=
∂L

∂q̇
q′
s

(5.47)
= p · q′

s. (5.48)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ dL
ds = 0. Ñ ó÷¼òîì dq̇

ds

(3.87)
=

dq′
s

dt ïîëó÷àåì:

0 =
dL(q, q̇)

ds

(3.101)
=

∂L

∂q

dq

ds
+
∂L

∂q̇

dq̇

ds
=

(5.47)
=

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
q′
s +

∂L

∂q̇

dq′
s

dt

(3.101)
=

d

dt

(
∂L

∂q̇
q′
s

)
=
dI
dt
.

Çíà÷èò dI
dt = 0 èëè I = const, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà Í¼òåð óñòàíîâëåíà â ðàáîòàõ ó÷¼íûõ ã¼òòèíãåíñêîé øêîëû
Ä. Ãèëüáåðòà, Ô. Êëåéíà è Ý. Í¼òåð. Â íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ôîð-
ìóëèðîâêå òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ýììè Í¼òåð â 1918 ãîäó.

Âû÷èñëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè íåêîòîðîé ôóíêöèè F (t,p,q)
íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè:

Ḟ
(3.104)
=

n∑
i=1

(
q̇i
∂F

∂qi
+ ṗi

∂F

∂pi

)
+
∂F

∂t

(3.122)
= LξF +

∂F

∂t
=

(5.39)
=

n∑
i=1

(
∂H

∂pi

∂F

∂qi
− ∂H

∂qi

∂F

∂pi

)
+
∂F

∂t
= {H,F}+ ∂F

∂t
,

(5.49)
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ãäå âûðàæåíèå
{H,F} = ω2(gradF, gradH) (5.50)

íàçûâàåòñÿ ñêîáêà Ïóàññîíà ôóíêöèé F è H.
Ñêîáêîé Ïóàññîíà ôóíêöèé F è H, çàäàííûõ íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíî-

ãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè F ïî íàïðàâëåíèþ ãàìèëüòî-
íîâà ôàçîâîãî ïîòîêà ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà.

Êðîìå òîãî, ñêîáêà Ïóàññîíà ôóíêöèé F è H ðàâíà ¾êîñîñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ¿ âåêòîðîâ ñêîðîñòåé ôàçîâûõ ïîòîêîâ ñ ôóíêöèÿìè Ãàìèëü-
òîíà F è H. Òàêæå, ñêîáêà Ïóàññîíà ôóíêöèé F è H ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåò-
ðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèåé îò F è H:

Ñêîáêà Ïóàññîíà ââåäåíà Ñ. Ïóàññîíîì (1809).
Åñëè F = const, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìû (ôàçîâîãî ïîòîêà ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H), òîãäà íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî ÷òîáû å¼ ñêîáêà Ïóàññîíà ñ H áûëà ðàâíà íóëþ:

{H,F} = 0.

Òåîðåìà Ïóàññîíà. Åñëè ôóíêöèè F è G � ïåðâûå èíòåãðàëû, òî èõ
ñêîáêà Ïóàññîíà òàêæå åñòü ïåðâûé èíòåãðàë:

Åñëè {F,G} = 0 òîãäà, î÷åâèäíî
d

dt
{F,G} = 0. (5.51)

Åñëè èìååò ìåñòî âûðàæåíèå {F,G} = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèè F è
G íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.

Ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî òðàäèöèè îáîçíà÷àþò
ïðîïèñíûìè áóêâàìè H,F è ò.ä.

Ñâîéñòâà ñêîáîê Ïóàññîíà:

1. {F,G} = −{G,F} � àíòèêîììóòàòèâíîñòü;

2. {F, c} = 0, ãäå c ∈ R;

3. {H, aF + bG} = a{H,F}+ b{H,G}, ãäå a, b ∈ R � áèëèíåéíîñòü;

4. {H,F ·G} = {H,F} ·G+ {H,G} · F � òîæäåñòâî Ëåéáíèöà;

5. {H, {F,G}}+ {F, {G,H}}+ {G, {H,F}} = 0 � òîæäåñòâî ßêîáè;

6. ∂
∂t{F,G} =

{
∂F
∂t , G

}
+
{
F, ∂G∂t

}
;

7. {F, qi} = ∂F
∂pi

, {pi, F} = ∂F
∂qi

, ãäå i = 1, . . . , n;

8. {qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {pi, qj} = −{qj , pi} = δij ïîëó÷åííûå âûðàæå-
íèÿ íàçûâàþò òàêæå ôóíäàìåíòàëüíûìè ñêîáêàìè Ëàãðàíæà;

9. Ïóñòü ξ è η � ãàìèëüòîíîâû ïîëÿ ñ ôóíêöèÿìè Ãàìèëüòîíà F è G,
òîãäà µ = {ξ, η} � òàêæå ãàìèëüòîíîâî ïîëå ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà
H = {F,G}.
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10. Ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè îá-
ðàçóþò ïîäàëãåáðó àëãåáðû Ëè âñåõ ïîëåé, à ïåðâûå èíòåãðàëû ãà-
ìèëüòîíîâà ôàçîâîãî ïîòîêà îáðàçóþò ïîäàëãåáðó àëãåáðû Ëè âñåõ
ôóíêöèé.

11. Ïðåîáðàçîâàíèå (p,q) 7→ (P,Q) êàíîíè÷åñêîå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáûõ F è G ñïðàâåäëèâî {F,G}p,q = {F,G}P,Q. Ïðè ýòîì
ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñîâïàäàþò dp ∧ dq = dP ∧ dQ.

5.5 Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Åñëè â êà÷åñòâå íå÷¼òíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà íåàâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû) ìû ðàññìîòðèì ðàñ-
øèðåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè t,p,q, òî ïåðâûì èíòåãðà-
ëîì áóäåò ôóíêöèÿ H(t,p,q), à ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà

L(t,q, q̇)
(3.152)
= p · q̇−H(t,p,q) (5.52)

çàäà¼ò ôóíêöèþ L(t,q, q̇), ïðè÷¼ì, î÷åâèäíî, ÷òî

∂L

∂t
= −∂H

∂t
. (5.53)

Òåîðåìà. Ëèíèè ðîòîðà (ñì. ñòð. 125) ôîðìû ω1 = pdq−Hdt â (2n+1)-
ìåðíîì ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (t,p,q) îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðó-
þòñÿ íà îñü t, ò.å. çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè p = p(t), q = q(t). Ýòè ôóíêöèè
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå êàíîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5.39)
ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H(t,p,q): ṗ = −H ′

q, q̇ = H ′
p. Èíûìè ñëîâàìè, ëè-

íèè ðîòîðà ôîðìû ω1 = pdq − Hdt ñóòü òðàåêòîðèè ôàçîâîãî ïîòîêà â
ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. èíòåãðàëüíûå êðèâûå êàíîíè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèàë ôîðìû ω1 = pdq−Hdt ðàâåí:

dω1 (3.59)
= dp ∧ dq−H ′

p dp ∧ dt−H ′
q dq ∧ dt.

èëè

dω1 =
n∑
i=1

(
dpi ∧ dqi −

∂H

∂pi
dpi ∧ dt−

∂H

∂qi
dqi ∧ dt

)
.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî ìàòðèöà α ïîðÿäêà 2n + 1 2-ôîðìû
ω2 = dω1 = (αξ, η) â êîîðäèíàòàõ t,p,q èìååò âèä:

α =

∥∥∥∥∥∥∥
0 −E H ′

p

E 0 H ′
q

−H ′
p −H ′

q 0

∥∥∥∥∥∥∥ . (5.54)
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Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 2n (ëåâûé âåðõíèé 2n-óãîë íåâûðîæäåí). Ïî-
ýòîìó 2-ôîðìà íåîñîáàÿ. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåêòîð (−H ′

q,H
′
p, 1)

� ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû α ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íóëü (óìíîæå-
íèå ìàòðèöû íà âåêòîð äàåò 0). Çíà÷èò, îí çàäà¼ò íàïðàâëåíèå ëèíèé ðîòîðà
ôîðìû ω1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà. Ïóñòü äâå çàìêíóòûå êðèâûå C1, C2 îõâàòûâàþò îäíó è òó
æå òðóáêó ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïîëÿ ṗ = −H ′

q, q̇ = H ′
p. Òîãäà èíòåãðàëû

ôîðìû ω1 = p dq−Hdt ïî íèì îäèíàêîâû (ðèñ. 5.6):z
C1

{p dq−H dt} =
z
C2

{p dq−H dt}. (5.55)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ìíîãîìåðíîé ëåì-
ìû Ñòîêñà (4.54).

C1 C2

q

p

t

(−H ′
q,H

′
p, 1)

-

6

�
���

AK 6

�����:t

Ðèñ. 5.6: Ãàìèëüòîíîâî ïîëå è ëèíèè ðîòîðà ôîðìû p dq−Hdt

Ñëåäñòâèå 1. Ôîðìà ω1 = p dq−Hdt � åñòü îòíîñèòåëüíûé èíòåãðàëü-
íûé èíâàðèàíò (4.46):z

C

{p dq−H dt} =
z

ϱτHC

{p dq−H dt}. (5.56)

Ðàññìîòðèì, â ÷àñòíîñòè, êðèâûå, ñîñòàâëåííûå èç îäíîâðåìåííûõ ñî-
ñòîÿíèé, ò.å. ëåæàùèå â ïëîñêîñòÿõ t = const. Âäîëü òàêèõ êðèâûõ dt = 0.
Òîãäà ïîëó÷àþòñÿ òðè âàæíûõ ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 2. Ôàçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò ïðè ãîìîòîïèè èíòåãðàë ôîðìû
ω = p dq ïî çàìêíóòûì êðèâûì â ïðîñòðàíñòâå p,q:z

C

p dq =
z

ϱτHC

p dq. (5.57)

Ôîðìà ω = p dq íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì èíòåãðàëüíûì èíâàðèàí-

òîì Ïóàíêàðå.
Ñëåäñòâèå 3. Èç òåîðåìû Ñòîêñà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò:z

C

p dq
(4.43)
=

w
S

dp ∧ dq, (5.58)
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ãäå C = ∂S,
S � äâóìåðíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü,
dω = ω2 = dp ∧ dq � àáñîëþòíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò.
Ñëåäñòâèå 4. Ôàçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò ïðè ãîìîòîïèè ñóììó ïëîùà-

äåé îðèåíòèðîâàííûõ ïðîåêöèé ïîâåðõíîñòè íà n êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé
pi, qi (ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó):w

S

dp ∧ dq =
w
ϱτHS

dp ∧ dq, (5.59)

Ìû åù¼ ðàç äîêàçàëè òåîðåìó Ëèóâèëëÿ (5.41).
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϱτH : M →

M ìîæåò áûòü çàïèñàíî òðåìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:

1. Åñëè îíî èìååò ω2 èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì, ò.å. ϱτH ñîõðàíÿåò ñèì-
ïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

2. Åñëè
r
ϱτHC

ω2 =
r
C
ω2, ò.å. ϱτH ñîõðàíÿåò ñóììó ïëîùàäåé ïðîåêöèé

ëþáîé ïîâåðõíîñòè.

3. Åñëè
u
C
p dq =

u
ϱτHC

p dq, ò.å. ôîðìà p dq îòíîñèòåëüíûé èíòåãðàëü-
íûé èíâàðèàíò ϱτH .

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ϱ : R2n → R2n � êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (p,q) â òî÷êó ñ
êîîðäèíàòàìè (P,Q). Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé C èìååìz

C

(p dq−P dQ) =
z
C

p dq−
z
C

P dQ = 0 (5.60)

ââèäó êàíîíè÷íîñòè ϱtH . Òîãäà 1-ôîðìà p dq − P dQ åñòü ïîëíûé äèôôå-
ðåíöèàë ôóíêöèè S, è èíòåãðàë

r p1,q1

p0q0
(p dq − P dQ) íå çàâèñèò îò ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ, à ëèøü îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê.
Çàìêíóòàÿ ôîðìà ω1 = pdq −Hdt íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì èíâàðè-

àíòîì Ïóàíêàðå-Êàðòàíà. Ñ ýòîé ôîðìîé èíâàðèàíòíûì (íå çàâèñÿùèì îò
êàðò) îáðàçîì ñâÿçàíî ñåìåéñòâî ëèíèé íà íå÷¼òíîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè �
ëèíèé ðîòîðà. Íà êàðòå t,p,q ýòè ëèíèè èçîáðàæàþòñÿ òðàåêòîðèÿìè ôàçî-
âîãî ïîòîêà ṗ = −H ′

q, q̇ = H ′
p ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H(t,p,q). Óìíîæèâ

ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà (5.45) íà dt ïîëó÷èì Ldt = pdq − Hdt. Òîãäà
ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ôóíêöèþ S(t,q), ÷òî

dS = Ldt = p dq−H dt (5.61)

Òî÷íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà dS ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèà-
ëîì ôóíêöèè S.

Äîêàçàòåëüñòâî

∂S

∂q∂t
=
∂p

∂t

(5.39)
= −∂H

∂q
=

∂S

∂t∂q
çíà÷èò

∂S

∂q∂t
=

∂S

∂t∂q
,

229



îòêóäà ñîãëàñíî (3.87) ñëåäóåò, ÷òî dS � ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè
S, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â ðåçóëüòàòå çàïèøåì

L
(5.61)
= Ṡ, (5.62)

p
(3.102)
=

∂S

∂q
, (5.63)

H
(3.102)
= −∂S

∂t
. (5.64)

Òàê êàê ôóíêöèÿ H åñòü ïåðâûé èíòåãðàë (H = const, Ḣ = 0), òî äëÿ
ôóíêöèè S ñïðàâåäëèâî òàê íàçûâàåìîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

∇ 2S =
1

q̇2

∂ 2S

∂t2
. (5.65)

Äîêàçàòåëüñòâî

0 = Ḣ
(3.102)
=

∂H

∂q
q̇+

∂H

∂p
ṗ+

∂H

∂t

(5.39)
(5.47)
=

∂H

∂q
q̇+

∂L

∂q
q̇+

∂H

∂t
=

=
∂(H + L)

∂q
q̇+

∂H

∂t

(5.52)
=

∂p

∂q
q̇2 +

∂H

∂t

(5.63)
(5.64)
=

∂ 2S

∂q2
q̇2 − ∂ 2S

∂t2
.

Ïóñòü òåïåðü T,P,Q � ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â íåêîòîðîé êàð-
òå ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, è S(T,P,Q), G(T,P,Q) � òàêèå
ôóíêöèè, ÷òî

p dq−H dt = P dQ−GdT + dS. (5.66)

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ñóòü ôîðìû íà ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Òàê êàê ddS = 0 è íå âëèÿåò íà ëèíèè ðîòîðà, òî òðàåêòîðèè ôàçîâîãî
ïîòîêà ṗ = −H ′

q, q̇ = H ′
p èçîáðàæàþòñÿ íà êàðòå T,P,Q èíòåãðàëüíûìè

êðèâûìè êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà:

dP

dT
= −∂G

∂Q
,

dQ

dT
=
∂G

∂P
. (5.67)

Òåîðåìà. Ïóñòü ϱ : R2n → R2n � êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâî-
ãî ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (p,q) â òî÷êó ñ êîîð-
äèíàòàìè (P,Q). Ôóíêöèè P(p,q), Q(p,q) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íî-
âûå êîîðäèíàòû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðûõ êàíîíè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ èìåþò êàíîíè÷åñêèé âèä ñî ñòàðîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà G(t,P,Q) =
H(t,p,q):

dP

dt
= −∂H

∂Q
,

dQ

dt
=
∂H

∂P
. (5.68)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1-ôîðìà pdq − PdQ = dS(p,q) åñòü ïîëíûé äèôôå-
ðåíöèàë ôóíêöèè S. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
pdq−Hdt = PdQ−Hdt+ dS, è ïðèìåíèì ïðåäûäóùèé âûâîä.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì êàíîíè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè êàíîíè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ ñîõðàíÿþò ñâîé âèä, à òàêæå âåëè÷èíó ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà.
Òàê êàê êîîðäèíàòû íåçàâèñèìû, òî ÿêîáèàí íå ðàâåí íóëþ

J =
∂(P1, . . . , Pn, Q1, . . . , Qn)

∂(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn)
=
∂(P,Q)

∂(p,q)
̸= 0. (5.69)

Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàþò ñâîáîäíûì, åñëè â îêðåñòíîñòè
íåêîòîðîé òî÷êè (p0,q0) çà íåçàâèñèìûå êîîðäèíàòû ìîæíî ïðèíÿòü Q,q.
Òîãäà â ýòîé òî÷êå îòëè÷åí îò íóëÿ ÿêîáèàí:

∂(Q,q)

∂(p,q)
= det

∂Q

∂q
̸= 0. (5.70)

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ S(p,q) = S1(Q,q) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèåé ñâîáîäíîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî S1 íå
åñòü ôóíêöèÿ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R2n: ýòà ôóíêöèÿ çàäàíà â îáëàñòè
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Rnq × RnQ íåêîòîðûõ äâóõ n-ìåðíûõ êîîðäèíàòíûõ
ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà èç pdq−PdpQ = dS(p,q) ñëåäóåò, ÷òî

∂S1(Q,q)

∂q
= p,

∂S1(Q,q)

∂Q
= −P.

Òåîðåìà. Ïóñòü S1(Q,q) � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â îêðåñòíîñòè íåêîòî-
ðîé òî÷êè (Q0,q0) ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîîðäèíàòíûõ åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâ. Åñëè

det
∂ 2S1

∂Q∂q

∣∣∣∣
Q0q0

̸= 0, (5.71)

òî ôóíêöèÿ S1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé íåêîòîðîãî ñâîáîäíîãî
êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϱ(p,q) = (Q,q).

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ
âñåãî îäíîé ôóíêöèåé 2n ïåðåìåííûõ � ñâîåé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé,
÷òî äà¼ò âûãîäó âî âñåõ âû÷èñëåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ êàíîíè÷åñêèìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ S(t,Q,q) ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ôóíê-
öèÿ ñòàðûõ êîîðäèíàò, íîâûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè. Ïóñòü

det
∂ 2S1

∂Q∂q
̸= 0.

Òîãäà îíà çàäà¼ò êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî ïðàâèëó:

p =
∂S

∂q
, P = − ∂S

∂Q
, G = H +

∂S

∂t
. (5.72)

Íà ñâîéñòâàõ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñòðîåí ìåòîä èí-

òåãðèðîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè. Óðàâíåíèåì
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Ãàìèëüòîíà�ßêîáè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîå ÿâíî íå âõîäèò çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè S,
ò.å. óðàâíåíèå âèäà: H(t, ∂S∂xq ,q) = 0. Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì, åñ-
ëè íàì óäàñòñÿ íàéòè êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ôóíêöèþ
Ãàìèëüòîíà ê òàêîìó âèäó, ÷òî êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ óäàñòñÿ ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü, òî òåì ñàìûì ìû ñóìååì ïðîèíòåãðèðîâàòü è èñõîäíûå êàíîíè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà çàâèñèò îò îäíèõ ëèøü ïåðåìåííûõ Q: H = G(Q), ëåãêî èí-
òåãðèðóþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, Q̇ = G′

p, Ṗ = −G′
Q, îòêóäà Pt = P0 − tG′

Q.

Òîãäà ñ ó÷¼òîì ∂S
∂q = p ìû ìîæåì çàïèñàòü H(t, ∂S(Q,q)∂q ,q) = G(Q), ãäå

ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âìåñòî q ñëåäóåò ïîñòàâèòü q(Q,P).
Òåîðåìà ßêîáè. Åñëè íàéäåíî ðåøåíèå S(Q,q) óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�

ßêîáè H(t, ∂S(Q,q)∂q ,q) = G(Q), çàâèñÿùåå îò n ïàðàìåòðîâ Q1, . . . , Qn è
òàêîå, ÷òî detS ′′

Q,q ̸= 0, òî êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ṗ = −H ′
q, q̇ = H ′

p

ðåøàþòñÿ ÿâíî â êâàäðàòóðàõ. Ïðè ýòîì ôóíêöèè Q(p,q), îïðåäåë¼ííûå
óðàâíåíèÿìè S ′

q(Q,q) = p ÿâëÿþòñÿ n ïåðâûìè èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé
ṗ = −H ′

q, q̇ = H ′
p.

Äàëåêî íå âñå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîáîäíûå. Ïîýòîìó â êà-
÷åñòâå íîâûõ íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò íå îáÿçàòåëüíî ïðèíèìàþò êîîðäè-
íàòû Q,q. Ïóñòü, íàïðèìåð, çà íåçàâèñèìûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ìîæíî
ïðèíÿòü P,q. Òîãäà çàïèøåì:

p dq+Q dP = d(P ·Q+ S(p,q)) = dR, (5.73)

ãäå R = P ·Q+ S(p,q) òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé.

5.6 Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (ñì. (3.93)). Îïðåäåëåíèå äëèíû äóãè êàê èí-
òåãðàëà

r
ds (ñóììû âñåõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí ds) ñîîòâåòñòâóåò êàê

áû èçìåðåíèþ äëèí ¾áåñêîíå÷íî ìàëûì ìàñøòàáîì¿ (êàê ýòî îòìåòèë åùå
Á. Ðèìàí). Íàèêðàò÷àéøèé ïóòü

r
ds ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íàçûâàåòñÿ ãåî-

äåçè÷åñêîé ëèíèåé (îò ãðå÷. γεωδαισία, áóêâ. � äåëåíèå çåìëè, γη � Çåìëÿ
è δαίω � ðàçäåëÿþ) è èãðàåò ðîëü ïðÿìîé íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè. ×å-
ðåç êàæäóþ òî÷êó ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ â ëþáîì íàïðàâëåíèè ïðîõîäèò
ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ. Íà ïëîñêîñòè ãåîäåçè÷åñêèå
ëèíèè ñóòü ïðÿìûå, íà êðóãîâîì öèëèíäðå � âèíòîâûå ëèíèè, íà ñôåðå �
îêðóæíîñòè, öåíòðû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ öåíòðîì ñôåðû (áîëüøèå êðó-
ãè). Ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî å¼ ãëàâíàÿ íîðìàëü
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè (âëîæåííîìó ìíîãîîáðàçèþ). Òàê êàê
îïðåäåëåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé ñâÿçàíî òîëüêî ñ èçìåðåíèÿìè íà ïîâåðõ-
íîñòè, îíè îòíîñÿòñÿ ê îáúåêòàì âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè.

Çàäà÷à ïîèñêà íàèêðàò÷àéøåé äóãè (ãåîäåçè÷åñêîé) îòíîñèòñÿ ê çàäà-
÷àì âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòîãî òåðìèíà íàì ïîíà-
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äîáèòñÿ íåñêîëüêî íîâûõ ïîíÿòèé. Âî-ïåðâûõ, ðàñøèðèì ïîíÿòèå ïðîñòðàí-
ñòâà è ââåä¼ì òåðìèí � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èëè ôóíêöèîíàëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ò.å. ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè, à ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ôóíêöèè. Âî-âòîðûõ, ââåä¼ì ïîíÿòèå ôóíêöèîíàë � ÷èñëîâàÿ
ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå, ýëåìåíòû êîòîðîãî íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà-
ìè. Ôóíêöèîíàë èìååò àðãóìåíòîì ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (íà-
ïðèìåð, âåêòîðû) èëè ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è âîçâðàùàåò â êà-
÷åñòâå ðåçóëüòàòà ñêàëÿð. Â ýòîì ñìûñëå àëãåáðàè÷åñêèå ôîðìû ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèîíàëàìè. Îäíàêî, íàèáîëåå ÷àñòî ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëà èñïîëüçóåò-
ñÿ èìåííî â ñìûñëå ôóíêöèè, çàäàííîé íà ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.
Â-òðåòüèõ, ðàñøèðèì ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè è ââåäåì âàðèàöèþ
ôóíêöèîíàëà, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì òåðìèíîì åãî äèôôåðåíöèàë. Â ýòîì ñìûñ-
ëå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ
âàðèàöèÿìè ôóíêöèîíàëîâ.

Îäíàêî, íàèáîëåå ÷àñòî ïîíÿòèå âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà èñïîëüçóåòñÿ
èìåííî â ñìûñëå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè çàäàííîé íà ôóíêöèîíàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå. Ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùåé ñîîòâåòñòâóþùóþ êàòåãîðèþ
(ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è èõ îòîáðàæåíèÿ � ôóíêöèîíàëû) íàçû-
âàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, à âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå � ýòî ðàçäåë
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ âàðèàöèè ôóíêöèîíàëîâ.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé èëè êðèâûõ C ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè íà ìíîãîîáðàçèè (ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè) îáðàçóåò íåïðåðûâ-
íîå ìíîæåñòâî ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé (äëèíà ïóòè åñòü ñêàëÿð), ò.å. îáðàçó-
åò ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ S(C), çàäàííàÿ íà ýòîì ôóíê-
öèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ôóíêöèîíàë. Âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà â çà-
äàííîé òî÷êå åñòü åãî äèôôåðåíöèàë ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó íàïðàâëåíèþ.
Ôóíêöèîíàë ïî íàèêðàò÷àéøåìó ïóòè èëè ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè íàçûâàåòñÿ
ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ ýêñòðå-
ìóìà ôóíêöèè. Êàíäèäàòàìè â ýêñòðåìàëè áóäóò íàïðàâëåíèÿ, ïî êîòîðûì
âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà ðàâíà íóëþ δS = 0.

Îáðàùåíèå âàðèàöèè â íóëü (èëè ïåðâîé âàðèàöèè, àíàëîãè÷íî ïåð-
âîìó äèôôåðåíöèàëó) äîñòàòî÷íî äëÿ îòûñêàíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ¾ñòàöè-
îíàðíûõ òî÷åê¿ â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Äåéñòâèòåëüíî ëè îíè
ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè, ò.å. äîñòèãàåòñÿ ëè íà íèõ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì,
íàäî èññëåäîâàòü îòäåëüíî. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî ìíîãèõ ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷àõ âàæíåå íàéòè íå ýêñòðåìàëè, à èìåííî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè.

Ëàãðàíæ ðàññìàòðèâàë ïî ïðåèìóùåñòâó ôóíêöèîíàëû, ñâÿçàííûå ñ
íàçâàííîé â åãî ÷åñòü ôóíêöèåé Ëàãðàíæà èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ èíòå-
ãðàëüíûì èíâàðèàíòîì Ïóàíêàðå-Êàðòàíà, ò.å. ôóíêöèîíàëû âèäà:

S
(5.61)
=

t1w
t0

L(t,q, q̇) dt =
w
{pdq−Hdt} . (5.74)

Îáîçíà÷èì t0 = 0, à t1 = τ . Òîãäà ôóíêöèîíàë Φ ïðè ïåðåìåùåíèè îò
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òî÷êè q0 ê òî÷êå qτ ïî íåêîòîðîé êðèâîé C åñòü èíòåãðàë:

Φ(C) = S(τ,qτ )− S(0,q0) = Sq0,0(τ,q)
(4.7)
=

τw
0

L(t,q, q̇) dt. (5.75)

Ôóíêöèîíàë Φ(C) íà ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè C íàçûâàþò äåéñòâèå.

q0

qτδq @

Ðèñ. 5.7: Âàðèàöèÿ ýêñòðåìàëè

Ôóíêöèîíàë íà ãåîäåçè÷åñêîé
ëèíèè åñòü ýêñòðåìàëü. Íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì ýêñòðåìàëè ÿâëÿåòñÿ
îáðàùåíèå â íóëü âàðèàöèè ôóíêöè-
îíàëà δS = 0. ×òîáû îïðåäåëåíèå
ýêñòðåìàëè áûëî êîððåêòíûì, íóæ-
íî ïðèíÿòü íåêîòîðûå ïðåäîñòîðîæ-
íîñòè: íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ýêñòðåìàëè, âûõîäÿùèå èç òî÷êè
(t0,q0) ê ðàçíûì òî÷êàì (t,q), áî-
ëåå íå ïåðåñåêàëèñü (ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì |t − t0|), à îáðàçîâûâàëè òàê
íàçûâàåìîé ¾öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñ-
òðåìàëåé¿. Òîãäà ýêñòðåìàëü äèô-

ôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè t0.
Âûÿñíèì, êàê èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ìåæäó òî÷êàìè q0 è

qτ ïðè çàìåíå ýêñòðåìàëè äðóãîé äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê íåé òðàåêòîðèåé,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà áåñêîíå÷íî ìàëîé ¾äåôîðìàöèåé¿ δ ýêñòðå-
ìàëè, ò.å. ïðè ïîìîùè âàðüèðîâàíèÿ (ðèñ. 5.7).

Ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàò íà âåëè÷èíû δqi è δq̇i =
d
dt (δqi), ãäå δqi �

ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå ìàëûå çíà÷åíèÿ, âîçíèêàåò
âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà. Ïðè ýòîì âðåìÿ íå âàðüèðóåòñÿ, ò.å. δt = 0. Íà-
÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè òàêæå îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè, ò.å. âñå

δqi(0) = δqi(τ) = 0. (5.76)

Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî

δ

τw
0

Ldt =

τw
0

(δL) dt è
w ∑

=
∑w

.

Òîãäà ïîëó÷àåì:

0 = δS = δ

τw
0

L(t,q, q̇) dt =

n∑
i=1

τw
0

(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i

d

dt
(δqi)

)
dt.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì:

τw
0

∂L

∂q̇i

d

dt
(δqi) dt

(4.20)
=

∂L

∂q̇i
δqi −

τw
0

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
δqi dt.
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Òîãäà

0 = δS =

n∑
i=1

∂L

∂q̇i
δqi

∣∣∣∣τ
0

+

n∑
i=1

τw
0

[
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)]
δqi dt. (5.77)

Ïåðâûé ÷ëåí â (5.77) ðàâåí íóëþ â ñèëó çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
(5.76). Îñòàåòñÿ èíòåãðàë, êîòîðûé äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ ïðè ïðîèç-
âîëüíûõ è íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèÿõ δqi. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå
åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Òîãäà:

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
= 0 (i = 1, . . . , n).

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà (5.47).
Åñëè ìû ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò Ïóàíêàðå�Êàðòàíà, òî

åãî èíòåãðàë
r
{pdq−Hdt} èìååò ýêñòðåìàëüþ ëèíèþ ðîòîðà, òàê êàê ýòîò

èíòåãðàë ïî ¾áåñêîíå÷íî ìàëîìó ïàðàëëåëîãðàììó, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç íà-
ïðàâëåíèå ðîòîðà¿, ðàâåí íóëþ. Åñëè ýòî ðàññóæäåíèå ïîêàæåòñÿ íåäîñòà-
òî÷íî ñòðîãèì, åãî ìîæíî çàìåíèòü âûêëàäêîé:

0 = δ

τw
0

(
n∑
i=1

piq̇i −H

)
dt =

=
n∑
i=1

τw
0

(
q̇i δpi + pi δq̇i −

∂H

∂pi
δpi −

∂H

∂qi
δqi

)
dt =

=

n∑
i=1

pi δqi|τ0 +

n∑
i=1

τw
0

[(
q̇i −

∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi

]
dt.

Îòêóäà ñðàçó ñëåäóþò óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà, êîòîðûå, êàê ìû çíàåì,
çàäàþò âåêòîðíîå ïîëå ôàçîâûõ ñêîðîñòåé è ëèíèè ðîòîðà � òðàåêòîðèè
ôàçîâîãî ïîòîêà â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè âàðüèðîâàíèè èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà Ïóàíêàðå�Êàðòàíà äî-
ïóñêàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêèé êëàññ êðèâûõ, ÷åì ïðè âàðüèðîâà-
íèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà, òàê êàê ïðè ýòîì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå íàêëà-
äûâàåòñÿ. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ óäèâèòåëüíûì, íî îáà ðàññìîòðåíèÿ ïðè ýòîì
ýêâèâàëåíòíû: èç ýêñòðåìàëüíîñòè â áîëåå óçêîì êëàññå âàðèàöèé (p = ∂L

∂q̇ )
ñëåäóåò ýêñòðåìàëüíîñòü ïðè ëþáûõ âàðèàöèÿõ. Îáúÿñíåíèå ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì q̇ âåëè÷èíà p = ∂L

∂q̇ ýêñòðåìèçèðóåò pq̇ − H ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè Ëåæàíäðà.

Åñëè ïóòü C îò q0 ê qτ ïàðàìåòðèçîâàí òàê, ÷òî ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà
èìååò ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå H = H(q, ∂L∂q̇ ) = const, òî çàïèøåì

Φ(C) =

qτw
q0

p dq =

τw
0

(p · q̇) dt =
τw
0

∂L

∂q̇
q̇ dt. (5.78)
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Ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà Φ(C) =
r
pdq íàçûâàþò ¾óêîðî÷åííîå äåé-

ñòâèå¿. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îòðåçîê 0 6 t 6 τ , ïàðàìåòðèçóþùèé êðèâóþ
C, íå ôèêñèðîâàí, è ìîæåò áûòü ðàçíûì ó ñðàâíèâàåìûõ êðèâûõ. Çàòî
îäèíàêîâûì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H.

Ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ ß. Áåðíóëëè (1697�
98), È. Áåðíóëëè è Ë. Ýéëåðà (1728�32). Òåðìèí ¾ãåîäåçè÷åñêàÿ¿ ââåä¼í
Ï.Ëàïëàñîì (1798�99) ïðèìåíèòåëüíî ê ¾êðàò÷àéøèì ëèíèÿì¿ íà çåìíîé
ïîâåðõíîñòè. Ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè íà ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè èçó÷àë
Æ. Ëèóâèëëü (1844).

Ïîíÿòèå âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà.
Èìåííî òàêîé ñìûñë âêëàäûâàåòñÿ â ýòîò òåðìèí, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû 1762
ãîäà Æ. Ëàãðàíæà. Âïåðâûå âàðèàíò ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûë
ïðåäëîæåí Ë. Ýéëåðîì (1744).

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç ðàçâèâàëñÿ ïàðàëëåëüíî ñ ðàçâèòèåì òåîðå-
òè÷åñêîé ôèçèêè, â ïåðâóþ î÷åðåäü êâàíòîâîé è ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè ñëîæèëñÿ íà ðóáåæå 19 è 20 ââ.,
è îêîí÷àòåëüíî îôîðìèëñÿ â 20�30-å ãîäû 20 â.

5.7 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿù¼í âàæíîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, êîãäà äèíàìè-
÷åñêóþ ñèñòåìó óäà¼òñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü â êâàäðàòóðàõ.

Êàê ìû óæå çíàåì, ðàçíûå ôàçîâûå êðèâûå àâòîíîìíîé ñèñòåìû íå
ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. ñòð. 204). Äëÿ îäíîé ôàçîâîé êðèâîé ñóùåñòâóåò òðè
âîçìîæíîñòè: ôàçîâàÿ êðèâàÿ ëèáî íå ñàìîïåðåñåêàåòñÿ, ëèáî ñâîäèòñÿ ê
îäíîé òî÷êå, ëèáî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ôàçîâîé êðèâîé (äèôôåîìîðôíîé
îêðóæíîñòè). Íåçàìêíóòûå ôàçîâûå êðèâûå, õîòÿ è íå ìîãóò ñàìîïåðåñå-
êàòüñÿ, ìîãóò ñëîæíûì îáðàçîì íàâèâàòüñÿ ñàìè íà ñåáÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàçìåùàåòñÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ â íåîãðàíè÷åí-
íîé èëè â êîíå÷íîé (íàïðèìåð, çàìêíóòûå êðèâûå) îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà äëÿ t = (−∞,∞), äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èíôè-

íèòíûì èëè ôèíèòíûì.
Ïðè íàëè÷èè íåïîñòîÿííûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ôàçîâûå êðèâûå öåëè-

êîì ëåæàò íà èõ ïîâåðõíîñòè, è ñèñòåìà ÷àñòî ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâè-
æåíèå. Ïðè ýòîì çàìêíóòûå ôàçîâûå êðèâûå çàäàþò ïåðèîäè÷åñêîå (öèê-
ëè÷åñêîå) äâèæåíèå (ïðîöåññ) èëè êîëåáàíèå. Ñèñòåìû, ñîâåðøàþùèå êî-
ëåáàíèÿ, íàçûâàþò îñöèëëÿòîðàìè (îò ëàò. oscillo � êà÷àþñü). ×àñòîòà
êîëåáàíèÿ ν � õàðàêòåðèñòèêà ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà, ðàâíàÿ ÷èñëó ïîë-
íûõ öèêëîâ, ñîâåðø¼ííûõ çà åäèíèöó âðåìåíè. Âðåìÿ ïîëíîãî öèêëà T ,
åñòü îáðàòíàÿ ÷àñòîòå âåëè÷èíà, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì:

ν =
ω

2π
=

1

T
. (5.79)

Âåëè÷èíà ω íàçûâàåòñÿ êðóãîâàÿ ÷àñòîòà.
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Åñëè ÷àñòîòà íåïîñòîÿííà, íî ìåíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òî ôàçî-
âûå êðèâûå ïðè ýòîì íåçàìêíóòûå è ñëîæíûì îáðàçîì íàâèâàþò ñàìè íà
ñåáÿ, à äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì èëè êâàçèïåðèîäè÷å-
ñêèì.

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà (óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû 2n
óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèì èëè óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèåì). Åñ-
ëè â ñèñòåìå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ò.å. â 2n-ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå) èçâåñòíû n íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè, òî ñèñòåìà
èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ.

Äàäèì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî íà ñèìïëåêòè÷åñêîì 2n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè äàíû n ôóíêöèé
F1(ν), . . . , Fn(ν) â èíâîëþöèè {Fi, Fj} ≡ 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî óðîâ-
íÿ ôóíêöèé ýòèõ ôóíêöèé: Mψ = { ν : Fi(ν) = fi; i = 1, . . . , n }; (åñëè
ψ = (f1, . . . , fn), òî Ψ(ν) = ψ). Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà Mψ n ôóíêöèé
Fi íåçàâèñèìû (ñì. ñòð. 217) (ò.å. gradF1, . . . , gradFn ëèíåéíî íåçàâèñèìû
â êàæäîé òî÷êå Mψ). Ïðèìåì íåçàâèñèìûå ôóíêöèè Fi çà n-íåçàâèñèìûõ
êîîðäèíàò Ψ = (F1, . . . , Fn). Òîãäà

1. Mψ � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî ïî-
òîêà ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H = F1.

2. Åñëè ìíîãîîáðàçèå Mψ êîìïàêòíî è ñâÿçíî, òî îíî äèôôåîìîðôíî
n-ìåðíîìó òîðó Tn ñ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè φ = (φ, . . . , φ).

3. Ôàçîâûé ïîòîê ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H îïðåäåëÿåò íàMψ óñëîâíî-
ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå (îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Tn → Tn), ò.å. â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ: φ̇ = ω, ω(ψ) =
(ω1, . . . , ωn). Âåëè÷èíû ω1, . . . , ωn íàçûâàþò ÷àñòîòàìè óñëîâíî-
ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Òàê êàê Ψ(ν) = ψ, òî âî ââåä¼ííûõ êî-
îðäèíàòàõ Ψ, φ ôàçîâûé ïîòîê ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H = F1 çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå îñîáåííî ïðîñòîé ñèñòåìû 2n îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: Ψ̇ = 0, φ̇ = ω(Ψ).

4. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H èíòåãðèðóþòñÿ â
êâàäðàòóðàõ: Ψ(t) = Ψ(0), φ(t) = φ(0) + ω(Ψ(0)) t.

Ïî óñëîâèþ gradF1, . . . , gradFn ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå
Mψ, ò.å. îïðåäåëÿþò âëîæåííîå â 2n-ìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ïîäìíî-
ãîîáðàçèå Mψ (ñì. ñòð. 133). Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî ïîäìíîîáðàçèå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé n-ìåðíûé òîð (äèôôåîìîðôíî òîðó).

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåò îïåðà-
òîð I, ïåðåâîäÿùèé gradFi â âåêòîðíîå ïîëå IgradFi ôàçîâûõ ñêîðîñòåé
ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà Fi. Èç íåçàâèñèìîñòè ðàçëè÷íûõ gradFi è
íåâûðîæäåííîñòè èçîìîðôèçìà I ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü IgradFi â êàæäîé
òî÷êå Mψ. Ïîëÿ IgradFi ïîïàðíî êîììóòèðóþò, òàê êàê Fi íàõîäÿòñÿ â
èíâîëþöèè {Fi, Fj} ≡ 0.
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Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå äëÿ ëþáûõ ïàð i, j = 1, . . . , n ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
Fi ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ IgradFj ðàâíà íóëþ, ò.å. âñå ïîëÿ IgradFi êàñàþò-
ñÿ Mψ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå Mψ íóëåâîå, ò.å. 2-ôîðìà ω2 = dp∧ q
îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Mψ. Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíûå ê Mψ n âåêòîðîâ
IgradFi ïîïàðíî êîñîîðòîãîíàëüíû è îáðàçóþò áàçèñ â êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè ê ìíîãîîáðàçèþ Mψ â òî÷êå ν.

Ïåðåìåííûå Ψ, φ íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñèìïëåêòè÷åñêèìè êî-
îðäèíàòàìè, íî, îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóþò ôóíêöèè îò Ψ: I = I(Ψ) =
(I1, . . . , In), òàêèå, ÷òî ïåðåìåííûå I, φ óæå åñòü ñèìïëåêòè÷åñêèå êîîðäè-
íàòû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîîðäèíàò I1, . . . , In èñïîëüçóåì 1-ôîðìó ω1 = p dq.
Ïóñòü C1, . . . , Cn � áàçèñíûå îäíîìåðíûå öèêëû òîðà Mψ, ò.å. ïðèðàùåíèå
êîîðäèíàòû φi íà öèêëå Cj ðàâíî 2π, åñëè i = j è íóëþ, åñëè i ̸= j.

Òîãäà ïîëîæèì:

Ii(ψ) =
1

2π

z
Ci

p dq. (5.80)

Òàê êàê 2-ôîðìà ω2 = dp ∧ dq = dω1 = 0, òî 1-ôîðìà ω1 = p dq �
çàìêíóòà. Ïîýòîìó èíòåãðàë (5.80) íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé Ci, ïðåä-
ñòàâëÿþùèåé áàçèñíûé öèêë. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ñòîêñà:

z
C ′
i

p dq−
z
Ci

p dq =
x
σ

dp ∧ dq = 0, ãäå ∂σ = C ′
i − Ci.

×òîáû ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå p,q 7→ I, φ áóäåì èñ-
êàòü åãî ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ S(I,q) ïî ïðàâèëó (5.72):

p =
∂S(I,q)

∂q
, φ =

∂S(I,q)

∂I
= (φ1, . . . , φn). (5.81)

Ôóíêöèÿ

S(I,q) =

q1w
q0

p(I,q) dq,

íå ìåíÿåòñÿ ïðè äåôîðìàöèè ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ è ìû ìîæåì ïðèíÿòü å¼
çà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ p,q 7→ I, φ.

Åñëè ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ fi = Fi(ν) âåëè÷èíû Ii íåçàâèñèìû:
det ∂I∂ψ ̸= 0, òî â îêðåñòíîñòè òîðà Mψ ìîæíî ïðèíÿòü ïåðåìåííûå I, φ çà
êîîðäèíàòû.

Ïðè îáõîäå çàìêíóòîé êðèâîé Ci èíòåãðàë
r
p dq ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå,

ðàâíîå ïëîùàäè Πi, îãðàíè÷åííîé êðèâîé Ci

∆iS =
z
Ci

p dq = Πi = 2πIi.
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Ïîýòîìó S � ¾ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ¿ íà êðèâîé Ci: îíà îïðåäåëåíà
ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êðàòíîãî Πi. Íà ïðîèçâîäíóþ p = ∂S(I,q)

∂q ýòî

ñëàãàåìîå íå âëèÿåò, íî îíî ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîñòè φ = ∂S(I,q)
∂I :

∆iφj = ∆i
∂S

∂Ij
=

∂

∂Ij
∆iS =

∂

∂Ij
2πIi = 2πδij .

Âåëè÷èíû I1, . . . , In ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû ñ ôóíê-
öèåé Ãàìèëüòîíà H = F1. Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî ïåðåìåííûå I1, . . . , In
èìåþò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ (5.75), íàçûâàþòñÿ ïåðåìåííûìè äåéñòâèÿ

è âìåñòå ñ óãëîâûìè ïåðåìåííûìè φ1, . . . , φn îáðàçóþò â îêðåñòíîñòè òî-
ðà Mψ ñèñòåìó êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò ¾äåéñòâèå�óãîë¿. Â ïåðåìåííûõ
äåéñòâèå-óãîë ñèñòåìà 2n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ôàçîâîãî ïîòîêà
àíàëîãè÷íà (5.39) è èìååò âèä:

İ = −∂H
∂φ

= 0, φ̇ =
∂H

∂I
≡ ω(I) = (ω1, . . . , ωn). (5.82)

Óðàâíåíèÿ (5.82) íåìåäëåííî èíòåãðèðóþòñÿ:

I(t) = I(0), φ(t) = φ(0) + ωt.

Ïðåîáðàçîâàíèå p,q 7→ I, φ êàíîíè÷åñêîå, ò.å. èñõîäíàÿ ñèìïëåêòè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà ω2 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç I, φ ïî ôîðìóëå:

ω2 = dp1 ∧ dq1 + . . .+ dpn ∧ dqn = dI1 ∧ dφ1 + . . .+ dIn ∧ dφn. (5.83)

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. ×òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü íåàâòîíîìíóþ
ñèñòåìó 2n îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íóæíî çíàòü 2n
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äàíà êàíîíè÷åñêàÿ
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äâèæåíèå ñè-
ñòåìû îêàçûâàåòñÿ óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì, è òîãäà äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü
n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (F1 = H,F2, . . . , Fn) � êàæäûé èç íèõ ïîçâîëÿåò ïî-
íèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû íå íà îäíó, à íà äâå åäèíèöû.

Çàìå÷àíèå. Åñëè êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà èíòåãðèðóåòñÿ ìåòîäîì
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, òî îíà èìååò n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè.

Ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ I1, . . . , In èëè îòíîñèòåëüíûå èíòåãðàëüíûå èí-
âàðèàíòû Ïóàíêàðå íàçûâàþò òàêæå àäèàáàòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè (îò
äð.-ãðå÷. αδιαβατoς � íåïðîõîäèìûé) � âåëè÷èíàìè, îñòàþùèìèñÿ ïðàê-
òè÷åñêè íåèçìåííûìè ïðè ìåäëåííîì (àäèàáàòè÷åñêîì) èçìåíåíèè ïàðà-
ìåòðîâ ñèñòåìû (íàïðèìåð, ω).

Öèêëè÷åñêîå äâèæåíèå äà¼ò n ÷àñòîò ïî n íåïðèâîäèìûì êîíòóðàì
òîðà C1, . . . , Cn. ×àñòîòû ω1, . . . , ωn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, êîãäà îíè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: åñëè k1ω1+. . .+knωn =
0, ãäå k1, . . . , kn ∈ Z, ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî êîãäà k1 = . . . = kn = 0.
Êîãäà ÷àñòîòû çàâèñèìû, òî öåëî÷èñëåííûé âåêòîð k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn
íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ÷àñòîòàìè ïðè k1ω1 + . . . + knωn = 0, à
ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé.
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Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ òðàåêòîðèÿ îñòàåòñÿ âñå âðåìÿ íà òîðå. Ïîýòîìó
ãîâîðÿò òàêæå î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòíûõ òîðîâ â èíòåãðèðóåìîì ñëó-
÷àå. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íà òîðå íàçûâàåòñÿ îáìîòêîé òîðà. Åñëè ÷àñòî-
òû íåçàâèñèìû, òî ñèñòåìà íåâûðîæäåíà, òðàåêòîðèÿ íåçàìêíóòà è âñþäó
ïëîòíà (îáìîòêà ïëîòíî çàïîëíÿåò òîð). Ïðè ýòîì

det
∂ω

∂I
= det

∂ 2H

∂I2
̸= 0 èëè det

∂ωi
∂Ij

= det
∂ 2H

∂Ii∂Ij
̸= 0. (5.84)

ãäå ÷ëåíû ìàòðèöû ∂ω
∂I óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñèììåòðèè: ∂ωi∂Ij

=
∂ωj
∂Ii

.
Åñëè ÷àñòîòû çàâèñèìû, òî òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà è íå çàïîëíÿåò òîð

ïëîòíî. Çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé âûðîæäåííîé ñèñòåìû � ýòî òîðû ðàçìåð-
íîñòè ìåíüøå n. Åñëè ìåæäó ÷àñòîòàìè èìååòñÿ r ñîîòíîøåíèé k1, . . . ,kr,
ãäå 1 6 r 6 n, òî ãîâîðÿò îá r-êðàòíîì âûðîæäåíèè, à çàìûêàíèå òðàåêòî-
ðèè íà Tn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîð Tn−r, äâèæåíèå íà êîòîðîì � óñëîâíî-
ïåðèîäè÷åñêîå ñ n−r íåçàâèñèìûìè ÷àñòîòàìè, à òðàåêòîðèè âñþäó ïëîòíî
çàïîëíÿþò òîð (n− r)-îãî ïîðÿäêà.

Åñëè ñèñòåìà íåâûðîæäåííà, à ÷àñòîòû íåçàâèñèìû, òî èíâàðèàíòíûå
òîðû I = const îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, íåñìîòðÿ íà íåîäíîçíà÷íîñòü â
âûáîðå ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë, â ïîñòðîåíèè êîòîðûõ âñåãäà èìååòñÿ
íåêîòîðûé ïðîèçâîë. Íàïðîòèâ, â âûðîæäåííîé ñèñòåìå ìîæíî ïîñòðîèòü
òàêèå ñèñòåìû ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë, ÷òî òîðû â îäíîé è â äðóãîé
ñèñòåìå áóäóò ðàçíûìè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé
âûðîæäåííîé ñèñòåìû � ýòî òîðû ðàçìåðíîñòè ìåíüøå n, è èõ ìîæíî ïî-
ðàçíîìó ñîåäèíÿòü â n-ìåðíûå òîðû.

Ïðè n = 2 äâóìåðíûå òîðû T 2, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíè-
ÿì èíòåãðàëîâ I1, I2 = const, äåëÿò ïðîñòðàíñòâî (âëîæåíû äðóã â äðóãà
è íå ïåðåñåêàþòñÿ). Ïðè n > 2 òîðû Tn íå äåëÿò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî è
ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî ëåãêî ïîíÿòü èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Â 2n-ìåðíîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòü èìååò ðàçìåðíîñòü 2n− 1. Ãðàíèöû ïî-
âåðõíîñòè, êîòîðûå äîëæíû äåëèòü ïðîñòðàíñòâî íà ðàçëè÷íûå îáëàñòè,
èìåþò ðàçìåðíîñòü 2n − 2. Åñëè òîðû äåëÿò ïðîñòðàíñòâî, òî èõ ðàçìåð-
íîñòü n äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ n > 2n− 2 èëè n 6 2.

Íàïðèìåð, äâèæåíèå íà äâóìåðíîì òîðå õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ÷àñòî-
òàìè: ω1 è ω2. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ÷àñòîòû íåñîèçìåðèìû, è òîãäà ôà-
çîâàÿ òðàåêòîðèÿ âñþäó ïëîòíî ïîêðûâàåò ïîâåðõíîñòü òîðà è ÿâëÿåòñÿ
íåçàìêíóòîé. Åñëè îòíîøåíèå ýòèõ ÷àñòîò ω1

ω2
åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî

âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìûé âíóòðåííèé ðåçîíàíñ, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ
çàìûêàåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî îáîðîòîâ íà òîðå è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïî-
êðûâàþò ïîâåðõíîñòü òîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå ðåçîíàíñà îçíà÷àåò âû-
ðîæäåíèå, ïðè êîòîðîì ÷àñòîòû ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
÷àñòîòû íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, â êîòîðîé ÷àñòîòû ω1

è ω2 ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ ω1 ≫ ω2. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ω1 = ω1(I1), ω2 =
ω2(I2), H = const è k1ω1 = k2ω2, ãäå k1, k2 ∈ Z � óñëîâèå ðåçîíàíñà. Òîãäà
ìîæíî âûðàçèòü I2 ÷åðåç H è I1, à I1 ÷åðåç ω1, è ôóíêöèÿ ω2 = ω2(H,ω1)
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èìååò íà ïëîñêîñòè (ω1, ω2) âèä íåêîòîðîé êðèâîé (ðèñ. 5.8).
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Ðèñ. 5.8: Ðåçîíàíñíûå òî÷êè ïðè n = 2
è ¾îïàñíûå îáëàñòè¿ â èõ îêðåñòíîñòè

Óñëîâèþ ðåçîíàíñà ñîîòâåò-
ñòâóåò íà ïëîñêîñòè (ω1, ω2) ñå-
ìåéñòâî ïðÿìûõ ω2 = k1

k2
ω1 ñ ðàç-

ëè÷íûìè íàêëîíàìè k1
k2
. Òî÷-

êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé
ω2 = ω2(H,ω1) äàþò ðåçîíàíñ-
íûå òî÷êè. Êàê èçâåñòíî, â òî÷-
êàõ ðåçîíàíñà ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ
íåóñòîé÷èâîé, ïîýòîìó îáëàñòè â
îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê ñ÷èòàþò-
ñÿ ¾îïàñíûìè¿.

Ïðè n > 2 èíâàðèàíòíûå
òîðû ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.
Ïîýòîìó îïàñíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ïðîñòî îêðåñòíîñòè òî-
÷åê, à ñèñòåìó êàíàëîâ, ïîêðûâàþùóþ âñþ ãèïåðïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé
ýíåðãèè. Îòìå÷åííûé òîïîëîãè÷åñêèé ýôôåêò ñðàçó ïðèâîäèò ê íåîáû÷àé-
íî âàæíîìó ñëåäñòâèþ äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû: ïîïàâ äàæå â
ñêîëü óãîäíî óçêèé ðåçîíàíñíûé êàíàë, ñèñòåìà ìîæåò óéòè ñêîëü óãîä-
íî äàëåêî íà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ñôîðìó-
ëèðîâàíû Â. È. Àðíîëüäîì è ëåãëè â îñíîâó ïðåäñòàâëåíèé î äèôôóçèè
Àðíîëüäà [6].
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Ãëàâà 6

Ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè

Ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè � îäíà èç ðàçíîâèäíîñòåé ôóíêöèé, èìåþùàÿ î÷åíü
áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ âñåé íàóêè. Ïîýòîìó ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò
ïîñâÿòèòü îòäåëüíóþ ãëàâó. Õîòÿ ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî
òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è ëþáàÿ äðóãàÿ ôóíêöèÿ, è íå èìååò íèêàêèõ ñïåöè-
ôè÷åñêèõ ñâîéñòâ.

6.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé � ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà, ïîçâîëÿþùàÿ ïî âåðîÿò-
íîñòÿì îäíèõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé íàõîäèòü âåðîÿòíîñòè äðóãèõ ñëó÷àéíûõ
ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñ ïåðâûìè.

Ñëó÷àéíîå (ýëåìåíòàðíîå) ñîáûòèå (èñõîä) � ñîáûòèå, íàñòóïëåíèå
èëè íåíàñòóïëåíèå (âîçìîæíî ìûñëåííîå) êîòîðîãî â íåêîòîðîì èñïûòà-
íèè (ýêñïåðèìåíòå) çàâèñèò îò ðÿäà ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ è äëÿ êîòîðîãî
ïîñòóëèðóåòñÿ îïðåäåëåííàÿ âåðîÿòíîñòü åãî íàñòóïëåíèÿ ïðè îïðåäåë¼í-
íûõ, íåîãðàíè÷åííî âîñïðîèçâîäèìûõ óñëîâèÿõ.

Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé� ìíîæåñòâî Ω âñåõ ðàçëè÷íûõ
èñõîäîâ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íà-
çûâàåòñÿ äèñêðåòíûì, åñëè ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî. Ëþáîå
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íå ÿâëÿþùååñÿ äèñêðåòíûì, íàçûâà-
åòñÿ íåäèñêðåòíûì, è ïðè ýòîì, åñëè íàáëþäàåìûìè ðåçóëüòàòàìè (íåëüçÿ
ïðîèçíîñèòü ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè òîãî èëè èíîãî ÷èñ-
ëîâîãî àðèôìåòè÷åñêîãî èëè êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ïðîñòðàíñòâî
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì (êîíòèíóóì).

Ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè P èìååò ñâîþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ â Ω.
Êðîìå òîãî, çàäàþòñÿ îïðåäåëåííûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ìíî-

æåñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ò.å. íåêàÿ àëãåáðà A.
Ñîâîêóïíîñòü ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, àëãåáðû è ôóíê-

öèè âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî:

(Ω, A, P ) (6.1)
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ãäå Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé,
A � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω (íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà Ω, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïå-
ðàöèé (îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, äîïîëíåíèÿ), ïðîèçâîäèìûõ â êîíå÷-
íîì ÷èñëå),
P � âåðîÿòíîñòü (ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè), îïðåäåëåííàÿ äëÿ ýëåìåíòîâ
êëàññà A êàê íåîòðèöàòåëüíàÿ, íîðìèðîâàííàÿ, àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà.
Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå ω � ïîäìíîæåñòâî Ω (ω ⊂ Ω), ÿâëÿþùååñÿ ýëåìåí-

òîì êëàññà A, îáëàäàåò îäíîé îñîáåííîñòüþ, îíî îáÿçàòåëüíî íàñòóïàåò è
ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì, à ñîáûòèå ∅ (ïóñòîå ìíîæåñòâî) íèêîãäà
íå íàñòóïàåò è ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì.

Êàæäîå èñïûòàíèå çàêàí÷èâàåòñÿ îäíèì è òîëüêî îäíèì èç ñëó÷àéíûõ
ñîáûòèé (èñõîäîâ) ω1, ω2, . . ..

Â êëàññè÷åñêîì îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòü P ñîáûòèÿ ω âû÷èñëÿåòñÿ
êàê îòíîøåíèå ÷èñëà ¾áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ¿ äàííîìó ñîáûòèþ èñõîäîâ n,
ê îáùåìó ÷èñëó ¾ðàâíîâîçìîæíûõ¿ èñõîäîâ N ïðè òåõ èëè èíûõ íåîãðàíè-
÷åííî ïîâòîðÿþùèõñÿ óñëîâèÿõ. Ýòà âåðîÿòíîñòü âûðàæàåòñÿ ÷èñëîì p:

P (ω) =
n

N
= p. (6.2)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ êàæäûì èñõîäîì ω1, ω2, . . . ñâÿçûâàåòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî � âåðîÿòíîñòü ýòîãî èñõîäà (ñîáûòèÿ) p1, p2, . . ..

Ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì,
ò.å. íàñòóïàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1: p1 + p2 + . . . = 1.

Òåðìèí âåðîÿòíîñòü íå èìååò èñ÷åðïûâàþùåãî îïðåäåëåíèÿ. Ãèïîòåçà
âåðîÿòíîñòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîå íîðìàëüíîå ÷èñëî íàñòóï-
ëåíèé íåêîãî äàííîãî ñîáûòèÿ ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïîâòîðåíèé.

Ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü íîâûå
âåðîÿòíîñòè ïî óæå âû÷èñëåííîé ðàíåå âåðîÿòíîñòè. Â ñîâðåìåííîé òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå àêñèîì. Îäíà-
êî íè ýòè àêñèîìû, íè êëàññè÷åñêèé, íè ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîäû íå äàþò
èñ÷åðïûâàþùåãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.

Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòü èìååò ñìûñë íå äëÿ âñåõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, à
ëèøü äëÿ òåõ èç íèõ, êîòîðûå îáëàäàþò ñòàòèñòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòüþ,
èëè óñòîé÷èâîñòüþ. Óíèâåðñàëüíîãî, ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òàêæå íå ñóùåñòâóåò.

×àñòîòà ñîáûòèÿ â ñåðèè èç N èñïûòàíèé èìååò âèä:

mN

N
, (6.3)

ãäå µN � ÷èñëî òåõ èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ñîáûòèå ω íàñòóïèëî,
N � îáùåå ÷èñëî èñïûòàíèé (ïîâòîðíûõ îñóùåñòâëåíèé óñëîâèé).
Íàëè÷èå ó ñîáûòèÿ ω ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âåðîÿòíîñòè, ðàâ-

íîé p, ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî ïî÷òè â êàæäîé äîñòàòî÷íî äëèííîé ñåðèè
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èñïûòàíèé ÷àñòîòà ñîáûòèÿ mN
N ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà p:

mN

N
≈ p.

Ìû ìîæåì òåïåðü ñôîðìóëèðîâàòü îäíó èç âàæíåéøèõ òåîðåì òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé, íàéäåííóþ ß. Áåðíóëëè è îïóáëèêîâàííóþ óæå ïîñëå åãî
êîí÷èíû â åãî êíèãå ¾Èñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèé¿ (1713).

Òåîðåìà Áåðíóëëè � çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ïðîñòåéøåé ôîðìå:
Åñëè âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ ω â ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè N íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ïîñòîÿííà è ðàâíà p, òî ÷à-
ñòîòà ñîáûòèÿ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò âåðîÿòíîñòè p èëè äëÿ ëþáûõ ε > 0 è
η > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé N N → ∞ èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî:

P
{∣∣∣mN

N
− p
∣∣∣ < ε

}
> 1− η. (6.4)

Ñîçäàòåëåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñ÷èòàåòñÿ Ï. Ëàïëàñ, õîòÿ äî íåãî ïåð-
âûå øàãè â ýòîé îáëàñòè áûëè ñäåëàíû Á. Ïàñêàëåì, Ï. Ôåðìà, ß. Áåðíóëëè
è äðóãèìè. Êëàññè÷åñêèé òðóä Ëàïëàñà ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé¿ èçäàâàëñÿ òðèæäû ïðè åãî æèçíè � â 1812, 1814 è 1820; â êà÷åñòâå
ââåäåíèÿ ê ïîñëåäíèì èçäàíèÿì áûëà ïîìåùåíà ðàáîòà ¾Îïûò ôèëîñîôèè
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿, â êîòîðîé â ïîïóëÿðíîé ôîðìå ðàçúÿñíÿþòñÿ îñíîâ-
íûå ïîëîæåíèÿ è çíà÷åíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

6.2 Îïåðàöèè ñ âåðîÿòíîñòÿìè

Ñîáûòèå ζ íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì (èëè ñóììîé) ñîáûòèé, åñëè îíî èìååò
âèä: ¾íàñòóïàåò èëè ω1, èëè ω2, èëè . . . ¿

ζ = ω1 ∪ ω2 ∪ . . . . (6.5)

Ñîáûòèå ξ íàçûâàåòñÿ ñîâìåùåíèåì (èëè ïðîèçâåäåíèåì) ñîáûòèé, åñëè
îíî èìååò âèä: ¾íàñòóïàåò è ω1, è ω2, è . . . ¿

ξ = ω1 ∩ ω2 ∩ . . . . (6.6)

Ñîáûòèÿ ω1 è ω2 íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè èõ îäíîâðåìåííîå
îñóùåñòâëåíèå (ñîâìåùåíèå) íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé: åñëè ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû, òî âåðî-
ÿòíîñòü èõ îáúåäèíåíèÿ ðàâíà ñóììå èõ âåðîÿòíîñòåé:

P (ω1 ∪ ω2 ∪ . . .) = P (ω1) + P (ω2) + . . . . (6.7)

Òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé: âåðîÿòíîñòü ñîâìåùåíèÿ íåçàâè-
ñèìûõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé

P (ω1 ∩ ω2 ∩ . . .) = P (ω1) · P (ω2) · . . . . (6.8)
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Äëÿ çàâèñèìûõ ñîáûòèé òåîðåìà çâó÷èò òàê:
Âåðîÿòíîñòü ñîâìåùåíèÿ ñîáûòèé ω1, ω2, . . . ðàâíà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ

ω1 óìíîæåííîé íà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ω2, âçÿòóþ ïðè óñëîâèè, ÷òî ω1

íàñòóïèëî, óìíîæåííîé íà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ω3, âçÿòóþ ïðè óñëîâèè,
÷òî ω1 è ω2 íàñòóïèëè è ò.ä.

Ïðè ðåøåíèè âåðîÿòíîñòíûõ çàäà÷ ÷àñòî áûâàåò âàæíî îïðåäåëèòü âå-
ðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, êîãäà î íåì èìåþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâåäå-
íèÿ (óñëîâèÿ). Îáû÷íàÿ ñèòóàöèÿ: íóæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ïîñëå
òîãî, êàê ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçîøåë íåêîòîðûé èñõîä, áëàãîïðèÿòñòâó-
þùèé ñîáûòèþ.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ζ ïðè óñëîâèè îñóùåñòâëåíèÿ ñîáûòèÿ
ξ (ñ P (ξ) > 0) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

P (ζ|ξ) = P (ζ ∩ ξ)
P (ξ)

èëè P (ζ ∩ ξ) = P (ξ)P (ζ|ξ) = P (ζ)P (ξ|ζ). (6.9)

Çäåñü P (ζ|ξ) óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü, à P (ξ) è P (ζ ∩ ξ) áåçóñëîâíûå âåðî-
ÿòíîñòè.

Ïóñòü òåïåðü ζ = ω1 ∪ ω2 ∪ . . . è P (ζ) = P (ω1) + P (ω2) + . . ., òîãäà
ïîëó÷àåì îäíó èç îñíîâíûõ ôîðìóë òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ôîðìóëó ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè:

P (ξ) = P (ω1)P (ξ|ω1) + P (ω2)P (ξ|ω2) + . . . . (6.10)

Èç (6.9) ñëåäóåò:

P (ζ|ξ) = P (ζ)P (ξ|ζ)
P (ξ)

. (6.11)

Çàìåíèì â (6.11) ζ íà ωn è, ñ ó÷åòîì (6.10), ïîëó÷èì òåîðåìó Áàéåñà:

P (ωn|ξ) =
P (ωn)P (ξ|ωn)

P (ω1)P (ξ|ω1) + P (ω2)P (ξ|ω2) + . . .
(6.12)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò çíà÷è-
òåëüíûé èíòåðåñ äëÿ ðÿäà îñíîâíûõ âîïðîñîâ ôèçèêè, õèìèè, áèîëîãèè,
èíæåíåðíîãî äåëà è ïð. Èìååòñÿ N ÿ÷ååê è n ÷àñòèö. ×àñòèöû íàóäà÷ó
ðàçìåùàþòñÿ ïî ÿ÷åéêàì. Íóæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç âîçìîæ-
íûõ ðàçìåùåíèé.

Ñóùåñòâóåò òðè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà, âûðàáîòàííûõ â ôèçèêå è ïî-
ëó÷èâøèõ ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíîâàíèå ñòàòèñòèê Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà,
Áîçå�Ýéíøòåéíà è Ôåðìè�Äèðàêà:

• Ñòàòèñòèêà Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà.

Êàæäàÿ èç âñåõ n ðàçëè÷íûõ ÷àñòèö ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
N ìîæåò ïî-

ïàñòü â êàæäóþ èç ÿ÷ååê, íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ äðóãèõ ÷àñòèö.
×èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ ðàñïîëîæåíèé ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì,
êàê ëåãêî ïîíÿòü, ðàâíî Nn. Íàéäåì òåïåðü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â ïåðâîé ÿ÷åéêå îêàæóòñÿ n1 ÷àñòèö, âî âòîðîé � n2, â N -é � nN .
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Ïîíÿòíî, ÷òî íåêîòîðûå èç ÷èñåë ìîãóò îêàçàòüñÿ íóëÿìè. Ïîâòîðèâ
ïî÷òè äîñëîâíî ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå íàìè ïðè âûâîäå ôîðìóëû
äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé (1.28), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ
ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ n ÷àñòèö ïî N ÿ÷åéêàì â êîëè÷åñòâå n1, . . . , nN
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíî:

n!

n1! . . . nN !
. (6.13)

Òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü óêàçàííîãî ðàçìåùåíèÿ ðàâíà:

P (n1, . . . , nN ) =
n!

n1! . . . nN !Nn
. (6.14)

Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó ïðè n 6 N . ×å-
ìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â îïðåäåëåííûõ ÿ÷åéêàõ îêàæåòñÿ ïî
îäíîé ÷àñòèöå, à â îñòàëüíûõ ïî 0 ÷àñòèö? Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü, êàê
ýòî âûòåêàåò èç ôîðìóëû, ðàâíà:

p =
n!

Nn
. (6.15)

Åñëè ÿ÷åéêè íåðàçëè÷èìû, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïî îäíîé ÷àñòèöå
îêàæåòñÿ â êàêèõ-òî ÿ÷åéêàõ, áóäåò áîëüøå íà ÷èñëî ñî÷åòàíèé, ò.å. â
CnN ðàç:

P = CnNp =
N !

Nn(N − n)!
(6.16)

• Ñòàòèñòèêà Áîçå�Ýéíøòåéíà.

Äîïóñòèì, íàøè ÷àñòèöû è ÿ÷åéêè íåðàçëè÷èìû è n 6 N . Â ýòîì
ñëó÷àå ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî ÿ÷åé-
êàì îêàæåòñÿ íàìíîãî ìåíüøå ÷åì â (1.27). Ðàñïîëîæèì íà ïðÿìîé
N + 1 âåðòèêàëüíóþ ÷åðòî÷êó. Êàæäóþ ÿ÷åéêó áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êàê ïðîìåæóòîê ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷åðòî÷êàìè. Äâå êðàéíèå
÷åðòî÷êè îñòàâèì íåïîäâèæíûì è ìåæäó íèìè ïîìåñòèì n ÷àñòèö.
Ñòàíåì òåïåðü ïåðåñòàâëÿòü âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè N−1 âíóò-
ðåííþþ ÷åðòî÷êó è n ÷àñòèö. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê ÷åðòî÷åê è ÷àñòèö
ðàâíî N+n−1. Ñðåäè ïåðåñòàíîâîê, îäíàêî, èìåþòñÿ òîæäåñòâåííûå.
Äåéñòâèòåëüíî, çà ðàçëè÷íûå ïåðåñòàíîâêè ìû, âî-ïåðâûõ, ñ÷èòàëè
òå, â êîòîðûõ ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè ÷åðòî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, êàæ-
äîå ðàñïðåäåëåíèå ìû ñ÷èòàëè (N − n)! ðàç. Âî-âòîðûõ, ìû ñ÷èòàëè
ðàçëè÷íûìè ÷àñòèöû, è òåì ñàìûì êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå ìû ñíîâà
ñ÷èòàëè n! ðàç. Îòñþäà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ â ñìûñëå Áîçå-Ýéíøòåéíà
ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì ðàâíî:

CnN+n−1 =
(N + n− 1)!

n!(N − 1)!
. (6.17)
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Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïî îäíîé ÷àñòèöå â îïðåäåëåííûå ÿ÷åéêè ðàâ-
íà:

p =
1

CnN+n−1

=
n!(N − 1)!

(N + n− 1)!
. (6.18)

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êàêèå-òî n ÿ÷ååê ïî îäíîé ÷àñòèöå ðàâíà:

P =
CnN

CnN+n−1

=
N !(N − 1)!

(N + n− 1)!(N − n)!
. (6.19)

• Ñòàòèñòèêà Ôåðìè�Äèðàêà.

Â ýòîé ñòàòèñòèêå íå òîëüêî óíè÷òîæåíà èíäèâèäóàëüíîñòü ÷àñòèö,
íî è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êàæäîé ÿ÷åéêå ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëèáî 0
÷àñòèö, ëèáî 1 ÷àñòèöà. Îáùåå ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé n ÷àñòèö ïî N
ÿ÷åéêàì (n 6 N) â ñòàòèñòèêå Ôåðìè�Äèðàêà ðàâíî CnN .

Èíòåðåñîâàâøèå íàñ âåðîÿòíîñòè p è P â ñòàòèñòèêå Ôåðìè�Äèðàêà
ðàâíû:

p =
1

CnN
=
n!(N − n)!

N !
, P = 1. (6.20)

6.3 Áèíîìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü N èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ âåðî-
ÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ îïðåäåëåííîãî ñîáûòèÿ ω îäíà è òà æå è ðàâíà p, à
âåðîÿòíîñòü íåíàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ ðàâíà q = 1− p. Èñïûòàíèÿ ïðåäïîëà-
ãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ò.å. âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ ω â êàæäîì èç
èñïûòàíèé íå çàâèñèò îò òîãî, ïîÿâëÿëîñü ëè ýòî ñîáûòèå â äðóãèõ èñïûòà-
íèÿõ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ äâóìÿ èñõîäàìè íîñèò
íàçâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïûòàíèé Áåðíóëëè.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå ω íàñòóïèò ïðè îïðåäåëåííûõ n èñïû-
òàíèÿõ, à ïðè îñòàëüíûõ N − n íå íàñòóïèò, â ñèëó òåîðåìû óìíîæåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ðàâíà pnqN−n. Íî ñîáûòèå ω ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè ëþáûõ
íàáîðàõ n èç N âîçìîæíûõ èñïûòàíèé. ×èñëî âñåõ íàáîðîâ n ýëåìåíòîâ
èç N ðàâíî CnN . Ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü ðàâíà:

PN (n) = CnNp
nqN−n. (6.21)

Ýòà âåðîÿòíîñòü íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëà Áåðíóëëè èëè áèíîìèíàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå.

Ôîðìóëà (6.21) äàåò â ÷àñòíîñòè, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå ω ïðî-
èçîéäåò âî âñåõ N èñïûòàíèÿõ PN (N) = pN , à òàêæå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îíî íå ïðîèçîéäåò íè ðàçó PN (0) = qN .

Ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì, ò.å.
íàñòóïàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1:

N∑
n=0

PN (n) = 1 =
N∑
n=0

CnNp
nqN−n = (p+ q)N . (6.22)
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Ìû ïîëó÷èëè ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (1.24).
Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäåëà áèíîìèíàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè áîëüøèõ N , êîòîðûå ìû ñåé÷àñ ïîëó÷èì: ëîêàëüíàÿ
ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà è ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Ðàññìîòðèì, êàê ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè PN (n) çàâèñèò îò n:

• Ôóíêöèÿ PN (n) âîçðàñòàåò, åñëè PN (n+1)
PN (n) = N−n

n+1
p
q > 1, ò.å. åñëè n <

Np− q.

• Ôóíêöèÿ PN (n) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà èëè óáûâàåò åñëè: n = Np − q
èëè n > Np− q.

• q ≪ Np ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè N , ñëåäîâàòåëüíî, ôóíê-
öèÿ PN (n) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà êîãäà n ≈ Np.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Äæ. Ñòèðëèíãà (1730) äëÿ ðàçëîæåíèÿ íàòó-
ðàëüíîãî ëîãàðèôìà lnn! â áåñêîíå÷íûé ðÿä:

lnn! = n lnn− n+ ln
√
2πn+

s1
n

− s2
n3

+ . . .+ (−1)k+1 sk
n2k−1

+ . . . . (6.23)

ãäå ÷èñëà sk ìîãóò áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå, íàïðèìåð,

s1 =
1

12
, s2 =

1

360
.

Ðÿä ýòîò ðàñõîäèòñÿ, îäíàêî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k âåðíî ðàâåí-
ñòâî:

lnn! = n lnn− n+ ln
√
2πn+

s1
n

− s2
n3

+ . . .+ (−1)k+1 skθ

n2k−1
(6.24)

ãäå 0 < θ < 1.
Äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêèå ñëåäñòâèÿ:

lnn! ≈ n lnn èëè n! ≈ nn, (6.25)

lnn! ≈ n lnn− n èëè n! ≈ e−nnn, (6.26)

lnn! ≈ n lnn− n+ ln
√
2πn èëè n! ≈

√
2πne−nnn. (6.27)

Çàìåíÿÿ â ôîðìóëå (6.21) ôàêòîðèàëû ïî ôîðìóëå (6.27), ïîëó÷èì:

PN (n) =

√
N

2πn(N − n)

eneN−n

eN

(
Np

n

)n(
Nq

N − n

)N−n

. (6.28)

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ ε:

n = Np+ ε ≈ Np, N − n = Nq − ε ≈ Nq.

Òîãäà:

PN (n) =

√
N

2πn(N − n)
e−(Np+ε) ln(1+ ε

Np )−(Nq−ε) ln(1− ε
Nq ).
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Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N , êîãäà ε
N → 0 âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèÿìè

ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû â ðÿä (1.34, 1.35):

(Np+ ε) ln

(
1 +

ε

Np

)
+ (Nq − ε) ln

(
1− ε

Nq

)
=

=
ε2

2N

(
1

p
+

1

q

)
+ . . . =

ε2

2Npq
+ . . . .

Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì:

PN (n) =
1√

2πNpq
e−

ε2

2Npq =
1√
2πσ

e−
ε2

2σ2 , (6.29)

ãäå σ =
√
Npq.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå èçâåñòíî êàê ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà
Ìóàâðà�Ëàïëàñà, äîêàçàííàÿ Ï. Ëàïëàñîì â êíèãå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé¿ (1812). Îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ëîêàëüíîé òåîðåìû áûë èçâå-
ñòåí À. Ìóàâðó (1730).

Âñòðå÷àþòñÿ èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè, â êîòîðûõ N îòíîñèòåëüíî âåëèêî
N → ∞, p îòíîñèòåëüíî ìàëî, à ïðîèçâåäåíèå λ = Np ≈ n íå ìàëî, íî è íå
âåëèêî. Òîãäà çàìåíÿÿ âõîäÿùèå â ôîðìóëó (6.21) ôàêòîðèàëû ïî ôîðìóëå
(6.26), ïîëó÷èì:

PN (n) =
eN−n

n!eN
(Np)n

(
Nq

N − n

)N−n

=
λne−n

n!

(
N − λ

N − n

)N−n

=

=
λne−n

n!

(
1− λ

N

1− n
N

)N−n

=
λn

n!
e(N−n) ln(1− λ

N )−(N−n) ln(1− n
N )−n.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû â ðÿä (1.35):

(N − n) ln

(
1− λ

N

)
− (N − n) ln

(
1− n

N

)
− n = −λ+

λn

N
− n2

N
− . . . .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çíàìåíèòîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà èëè ïóàññî-
íîâñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ áèíîìèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èìåíè Ñ. Ïóàñ-
ñîíà (1837):

P (n) =
λn

n!
e−λ. (6.30)

Ïðè ýòîì
∞∑
n=0

P (n) =

∞∑
n=0

λn

n!
e−λ = e−λ+λ = 1. (6.31)
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6.4 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå èñ-
õîäîâ. Ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ξ, è âåðîÿòíîñòåé, ñ êîòîðûìè îíà èõ ïðèíèìàåò P (ξ), íàçûâà-
þò ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åñëè ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ îáðàçóþò êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x1, x2, . . . ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2, . . ., òî ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé.

Ñóììà:

Mξ = x =
N∑
n=1

xnpn (6.32)

çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, óìíîæåííûõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíî-
ñòè, íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èëè
ñðåäíèì çíà÷åíèåì x ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Òåðìèí ¾ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå¿ ââåë Ï. Ëàïëàñ (1795).

Äîïóñòèì, â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò N âîçìîæíûõ èñõîäîâ, ïðè êîòîðûõ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ xi, ñ âåðîÿòíîñòüþ êàæäîãî èñ-
õîäà pi, i = 1, . . . , N . Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èëè ñðåäíåå çíà÷åíèå âå-
ëè÷èíû x ðàâíî

x = p1x1 + . . .+ pNxN , ïðè ýòîì p1 + . . .+ pN = 1. (6.33)

Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè I (îò ëàò. information � ðàçúÿñíåíèå, èçëî-
æåíèå), íåîáõîäèìîå, ÷òîáû òî÷íî óêàçàòü, êàêîé èç âàðèàíòîâ èñõîäà â
ñèñòåìå îñóùåñòâèòñÿ, âû÷èñëÿþò êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ëîãà-
ðèôìà âåðîÿòíîñòè

I = −
N∑
i=1

pi ln pi. (6.34)

Çíàê ìèíóñ ñòîèò äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèå âåëè÷èíû èíôîðìàöèè
I áûëî ïîëîæèòåëüíûì. Îïèñàííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè áûë
ïðåäëîæåí Ê. Øåííîíîì (1948).

Ïåðâûå îò÷åòëèâûå ïðåäëîæåíèÿ îá îáùèõ ñïîñîáàõ èçìåðåíèÿ êîëè-
÷åñòâà èíôîðìàöèè ïðèíàäëåæàò, ïî âèäèìîìó Ð. Ôèøåðó (â ñâÿçè ñ âîïðî-
ñàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè) è Ð. Õàðòëè (â ñâÿçè ñ âîïðîñàìè õðàíå-
íèÿ èíôîðìàöèè â çàïîìèíàþùèõ óñòðîéñòâàõ è ïåðåäà÷åé èíôîðìàöèè ïî
êàíàëàì ñâÿçè). Ñâîå îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå ýòè ïðåäëîæåíèÿ íàøëè â
òåîðèè èíôîðìàöèè, ñîçäàííîé àìåðèêàíñêèì ó÷åíûì Ê. Øåííîíîì (1948),
è òåïåðü èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïîíÿòèåì êèáåðíåòèêè. Çàêîíîâ
èíôîðìàöèè èçâåñòíî íåìíîãî, ïðè÷åì ñâÿçàíû îíè â îñíîâíîì ñ ïðîáëåìîé
åå îïòèìàëüíîé ïåðåäà÷è.

Åñëè èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíû, òî

pi =
1

N
, x =

x1 + . . .+ xN
N

, I = −N 1

N
ln

(
1

N

)
= lnN. (6.35)
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóì-
ìå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñëàãàåìûõ:

M(ξ + ζ) =Mξ +Mζ. (6.36)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ (äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé ñîìíîæèòåëåé:

M(ξζ) =Mξ ·Mζ. (6.37)

Íàïðèìåð, ïðè áðîñàíèè ïðàâèëüíîé êîñòè ñ øåñòüþ ãðàíÿìè, ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñ âåðîÿòíîñòÿìè pi = 1

6 ,
i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ïðè áðîñàíèè ìîíåòû ñëó÷àéíîå ñîáûòèå ξ ìîæåò ïðèíè-
ìàòü äâà çíà÷åíèÿ ¾îðåë¿ è ¾ðåøêà¿ (íàïðèìåð, 0 è 1) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ.

Â ñëó÷àå áèíîìèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè êàæäîì èñïûòàíèè ñîáû-
òèå ω ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ 1 èëè 0. Âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî çíà÷åíèÿ
ðàâíà p, âåðîÿòíîñòü âòîðîãî � q.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áèíîìèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (µ) = CnNp
nqN−n

(6.21) ðàâíî
Mµ = Np. (6.38)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ëþáîì èñïûòàíèè ñ íîìåðîì n ðàâíî p:

Mµn = 1 · p+ 0 · q = p. (6.39)

ãäå µn îçíà÷àåò ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ â èñïûòàíèè ñ íîìåðîì n.
×èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ â N èñïûòàíèÿõ ðàâíî

µ = µ1 + . . .+ µN . (6.40)

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ â N èñïûòàíèÿõ

ðàâíî Mµ
(6.36)
= Np.

Â ðàñïðåäåëåíèè Ïóàññîíà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mµ = λ.
Åñëè ýòî äîêàçàòåëüñòâî âûãëÿäèò íå ñëèùêîì ñòðîãèì, òî ìîæíî ïðåä-

ëîæèòü áîëåå äëèííûé ïóòü. Çàìåòèì, ÷òî

Mµ =

N∑
n=0

nPN (n) = 0·0 qN +

N∑
n=1

nPN (n) =

N∑
n=1

nPN (n).

Òîãäà

N∑
n=1

nPN (n) =

N∑
n=1

N !n

n!(N − n)!
pnqN−n = Np

N∑
n=1

(N − 1)!

(n− 1)!(N − n)!
pn−1qN−n,
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Ïðîèçâåäåì çàìåíó n− 1 = k è ïîëó÷èì:

N∑
n=1

nPN (n) = Np
N−1∑
k=0

(N − 1)!

k!(N − 1− k)!
pkqN−1−k = Np

N−1∑
k=0

CkN−1p
kqN−1−k.

Ñ ó÷åòîì (6.22) ïîëó÷àåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (6.38).
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êàê â

áîëüøóþ, òàê è â ìåíüøóþ ñòîðîíó, ÷òî âûçûâàåò îøèáêó ïðè å¼ èçìåðåíèè.
Åñëè ïðè èçìåðåíèè íå äîïóñêàþòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè, ñâÿçàííûå ñ
îñîáåííîñòÿìè íàáëþäàòåëÿ è èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå
ñëó÷àéíîé îøèáêè ðàâíî 0:

M(ξ −Mξ) = 0 (6.41)

Ïîýòîìó äëÿ èçìåðåíèÿ îøèáêè èñïîëüçóþò äèñïåðñèþ (îò ëàò.
dispersion � ðàññåÿíèå) � ìåðó îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò å¼ ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ, âû÷èñëÿåìóþ êàê êâàäðàò îòêëîíåíèÿ:

Dξ =M(ξ −Mξ)2. (6.42)

Äèñïåðñèè ìîæíî ïðèäàòü äðóãóþ ôîðìó:

Dξ =M
[
ξ2 − 2ξMξ + (Mξ)2

]
=Mξ2 − 2(Mξ)2 + (Mξ)2.

Â ðåçóëüòàòå:

Dξ =Mξ2 − (Mξ)2 =

N∑
n=1

x2npn −

( ∞∑
n=1

xnpn

)2

. (6.43)

Äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñóììå èõ
äèñïåðñèé:

D(ξ1 + ξ2 + . . .) = Dξ1 +Dξ2 + . . . . (6.44)

Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ áèíîìèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âåëè÷èíó

Mµ2 =
∑

n = 0Nn2PN (n) = N2p2 +Npq.

Òîãäà äèñïåðñèÿ áèíîìèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà:

Dµ =Mµ2 − (Mµ)2 = Npq.

Íî ìû ìîæåì ñðàçó ïîëó÷èòü ýòîò ðåçóëüòàò, íå âû÷èñëÿÿ ïðåäâàðè-
òåëüíî âåëè÷èíó Mµ2, à âû÷èñëèâ ëèøü Mµ2

n:

Mµ2
n = 12p+ 02q = p.

Òîãäà äèñïåðñèÿ ëþáîãî èñïûòàíèÿ ñ íîìåðîì n ðàâíà:

Dµn =Mµ2
n − (Mµn)

2 = p− p2 = pq.
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Çíà÷èò
Dµ = D(µ1 + . . .+ µN ) = Npq. (6.45)

Ñ ó÷åòîì (6.29) ïîëó÷àåì

Dµ = σ2, (6.46)

ãäå σ � ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå.
Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ â ðàñïðåäåëåíèè Ïóàññîíà

Dµ =Mµ2 − (Mµ)2 =
∑
n

n2
λn

n!
e−λ − λ2 =

= λ
∑
n

n
λn−1

(n− 1)!
e−λ − λ2 = λ

∑
k

(k + 1)
λk

k!
e−λ − λ2 =

= λ(λ+ 1)− λ2 = λ.

(6.47)

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, ñôîðìóëèðîâàííûé â âèäå òåîðåìû Áåðíóëëè
(6.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùèé ïðèíöèï, â ñèëó êîòîðîãî ñîâìåñòíîå äåé-
ñòâèå ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ ïðèâîäèò ïðè âåñüìà îáùèõ óñëîâèÿõ ê ðåçóëü-
òàòó, ïî÷òè íå çàâèñÿùåìó îò ñëó÷àÿ. Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü
åãî â âèäå òåîðåìû ×åáûøåâà, äîêàçàííîé â ðàáîòå ¾Î ñðåäíèõ âåëè÷èíàõ¿
(1867) â ñëåäóþùåì âèäå:

Äëÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξN äëÿ ëþáîãî
ε > 0 è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé N (N → ∞) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî:

P

{∣∣∣∣ξ1 + . . .+ ξN
N

− Mξ1 + . . .+MξN
N

∣∣∣∣ > ε

}
→ 0. (6.48)

6.5 Íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ äèñêðåòíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ (ñïåêòðîì) çíà÷åíèé. Åñëè ïåðåéòè ê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì
ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì çíà÷åíèé, òî ïîëó÷åííûå çàêîíîìåðíîñòè (6.22),
(6.32) è (6.43) íóæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

N∑
n=1

P (ξ) = 1,

+∞w
−∞

ρ(x) dx = 1, (6.49)

Mξ = x =

N∑
n=1

xnpn, Mx = x =

+∞w
−∞

xρ(x) dx, (6.50)

x2 =

+∞w
−∞

x2ρ(x) dx, (6.51)

Dξ =Mξ2 − (Mξ)2, Dx = x2 − x2. (6.52)
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ãäå ρ(x) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà (6.29):

PN (ξ) =
1√
2πσ

e−
(ξ−Mξ)2

2σ2

ïðè ïåðåõîäå íåïðåðûâíî ðàñïðåäåë¼ííûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì ïðåâðà-
ùàåòñÿ â íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû) ñëåäóþùåãî âèäà:

ρ(x) =
1√
2πσ

e−
(x−x)2

2σ2 (6.53)

Ãðàôèê ôóíêöèè ρ(x) èìååò âèä ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî x êó-
ïîëà, ñ óõîäÿùèìè íà áåñêîíå÷íîñòü ¾õâîñòàìè¿, òåì áîëåå îñòðîãî, ÷åì
ìåíüøå çíà÷åíèå σ. Ïðè÷åì â ñèëó (4.84):

+∞w
−∞

ρ(x) dx =

+∞w
−∞

1√
2πσ

e−
(x−x)2

2σ2 dx = 1. (6.54)

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëóæèò õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì, êîãäà ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó áîëüøîãî ÷èñ-
ëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ìàêñèìàëüíàÿ èç êîòîðûõ ìàëà ïî
ñðàâíåíèþ ñî âñåé ñóììîé.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî íàøà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ÿâëÿåòñÿ àðãóìåí-
òîì íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ñðåäíåå
çíà÷åíèå íàøåé ôóíêöèè:

f =

+∞w
−∞

f(x)ρ(x) dx. (6.55)

Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âïåðâûå ïîÿâèëèñü ó Ê. Ãàóññà â ¾Òåîðèè äâè-
æåíèÿ íåáåñíûõ òåë¿ (1809).
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×àñòü II

Àíàëèç ñèñòåì
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Â ïåðâîé ÷àñòè ìû íå îïðåäåëÿëè ïîíÿòèÿ îáúåêò è ñèñòåìà, ïîíè-
ìàÿ ïîä íèìè íåêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ àáñòðàêöèþ. Íî ïðè ðàññìîòðåíèè
ìàòåðèàëüíîãî ìèðà òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëèòü êàê ýòè, òàê è
íåñêîëüêî íîâûõ ïîíÿòèé.

Îáúåêò (ëàò. objectum � ïðåäìåò) � ïðåäìåò (ÿâëåíèå, ïðîöåññ) íà-
áëþäàåìûé ñóáúåêòîì è ñóùåñòâóþùèé íåçàâèñèìî îò ñîçíàíèÿ ñóáúåêòà
(â ðåàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè).

Ñóáúåêò (ëàò. subjectus � ëåæàùèé âíèçó, íàõîäÿùèéñÿ â îñíîâå) �
íîñèòåëü äåéñòâèÿ èëè íàáëþäàòåëü (ñóùåñòâî, íàäåë¼ííîå âîëåé), êîòîðûé
ïîçíàåò, ìûñëèò è äåéñòâóåò, â îòëè÷èå îò îáúåêòà, íà êîòîðîãî íàïðàâëåíû
ìûñëü è äåéñòâèå.

Ñèñòåìà (îò ãðå÷. σύστηµα � ñîñòàâëåííûé) � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ,
íàõîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèÿõ è ñâÿçÿõ äðóã ñ äðóãîì, îáðàçóþùèõ îïðåäå-
ëåííóþ öåëîñòíîñòü, åäèíñòâî.

Ìîäåëü (ôðàíö. modele, îò ëàò. modulus � ìåðà, îáðàçåö) � íåêîòîðûé
ìàòåðèàëüíûé èëè ìûñëåííî ïðåäñòàâëÿåìûé îáúåêò èëè ÿâëåíèå, çàìåùà-
þùèé îðèãèíàëüíûé îáúåêò èëè ÿâëåíèå (ïðîòîòèï), ñ ñîõðàíåíèåì íåêîòî-
ðûõ âàæíûõ åãî ñâîéñòâ è îïóñêàíèåì íåñóùåñòâåííûõ ñâîéñòâ, â êîòîðûõ
ìîäåëü ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðîòîòèïà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü � ïðèáëèæ¼ííîå îïèñàíèå êàêîãî-ëèáî êëàñ-
ñà ÿâëåíèé âíåøíåãî ìèðà, âûðàæåííîå ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîé ñèì-
âîëèêè. Àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïðîíèêíóòü â ñóùíîñòü
èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàáëþäåíèè ìàòåðèàëüíîãî ìèðà ñóáúåêò âûäåëÿåò
â í¼ì íåêóþ ñèñòåìó, ñîñòàâëåííóþ èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ îáúåêòîâ, è, òàê
êàê ïðèðîäà áåñêîíå÷íî ñëîæíà, ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîé ñèìâîëèêè
ñîñòàâëÿåò ïðèáëèæ¼ííîå îïèñàíèå ýòîé ñèñòåìû.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñóáúåêò ñòðåìèòñÿ ó÷åñòü îñíîâíûå ðåøàþùèå ôàê-
òîðû, îïðåäåëÿþùèå òå èìåííî ÷åðòû ïðîöåññà, êîòîðûå åãî èíòåðåñóþò.
Îí çàìåíÿåò áåñêîíå÷íî ñëîæíîå ïðèðîäíîå ÿâëåíèå íåêîé ìîäåëüþ, êîòî-
ðàÿ, ïî åãî ìíåíèþ, ïîçâîëèò àäåêâàòíî îïèñàòü è èññëåäîâàòü èíòåðåñóþ-
ùèé åãî ïðîöåññ. Îòâåò íà âîïðîñ î òîì, êàê äàëåêî ìîæíî èäòè â ýòîì
íàïðàâëåíèè è âñå æå ïîëó÷èòü óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ìîæåò
äàòü, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, òîëüêî îïûò. Êàê ïîä÷åðêèâàëè Ë. È. Ìàíäåëü-
øòàì è À. À. Àíäðîíîâ, âûáîð òàêîé èäåàëèçàöèè î÷åíü ÷àñòî äàëåêî íå
òðèâèàëåí è òðåáóåò ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ñóùíîñòè ïðîèñõîäÿùèõ ÿâëå-
íèé. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî êîãäà óäàåòñÿ ïîäîáðàòü óäà÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ êàêîãî-ëèáî ðåàëüíîãî ïðîöåññà, òî ïîëó÷åííîå îïè-
ñàíèå â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà èçó÷àåìîå ÿâëåíèå,
îáðàòèòü âíèìàíèå íà òå ñòîðîíû ïðîöåññà, êîòîðûå äî ýòîãî íàõîäèëèñü â
òåíè.

Âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè îïèñàíû òðè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìû: ìåõàíè÷å-
ñêàÿ, ýëåêòðîäèíàìè÷åñêàÿ è òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ; à òàêæå ýêîíîìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà. Îäíàêî îïèñàíèå ýòèõ ñèñòåì íå ÿâëÿëîñü äëÿ àâòîðà ñàìîöåëüþ.
Öåëü çàêëþ÷àëàñü â äåìîíñòðàöèè çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ, ÷òî ¾ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî îòêðûòûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû¿ èç êàçàëîñü áû ñîâåðøåííî
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ðàçíûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè èìåþò îáùóþ ïðèðîäó. Âñå ýòè çàêîíû ìîãóò áûòü
âûâåäåíû èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà è òîëüêî èç íèõ. Áîëåå
òîãî, ìåæäó ýòèìè ðàçäåëàìè ñóùåñòâóþò ïðÿìûå àíàëîãèè: çàêîíû ðàç-
ëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ äèñöèïëèí èìåþò îäèíàêîâûé àíàëèòè÷åñêèé âèä, à
âõîäÿùèå â íèõ ôóíêöèè èìåþò àíàëîãèè ñ ôóíêöèÿìè èç äðóãîãî ðàçäå-
ëà.

Îäíàêî ñàìîå óäèâèòåëüíîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå ñêàçàííîå ñïðà-
âåäëèâî è äëÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû. Àâòîð èñõîäèò èç ãèïîòåçû, ÷òî
ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, êàê ôèçè÷åñêèõ òàê è, íàïðèìåð, ýêîíîìè÷å-
ñêèõ, îñíîâàíî íà îáùèõ ïðèíöèïàõ, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñóùåñòâóþùåìó
ìíåíèþ, ÷òî ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñëèøêîì ñëîæíà è îáëàäàåò ñïåöè-
ôè÷åñêèìè ÷åðòàìè, ÷òîáû åå îïèñûâàòü ñ ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà åñòåñòâåííûõ íàóê.

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîé ãèïîòåçû àâòîð ïîïûòàëñÿ ïðèìåíèòü èñïîëü-
çóåìûå â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ
îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è èíòåð-
ïðåòèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè íå ïðîòèâî-
ðå÷èëè èçâåñòíûì ýêîíîìè÷åñêèì çàêîíàì. Ïî ìíåíèþ àâòîðà ïðè òàêîì
ïîäõîäå íå òîëüêî ïîäòâåðæäàåòñÿ ãèïîòåçà îáùíîñòè çàêîíîâ, íî è çíà÷è-
òåëüíî ðàñøèðÿþòñÿ íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î ôóíêöèîíèðîâàíèè ýêîíîìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ñïîñîáû ðåøåíèÿ ðàçëè÷-
íûõ çàäà÷ â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ çíà÷èòåëüíî ëó÷øå ðàçðàáîòàíû, ÷åì â
íàóêàõ îá îáùåñòâå.

Íàñêîëüêî ýòà ïîïûòêà óäàëàñü � ñóäèòü ÷èòàòåëþ.
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Ãëàâà 7

Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà

7.1 Ìåõàíèêà Ãàìèëüòîíà è Ëàãðàíæà

Ìåõàíèêà (ãðå÷. µηχανικὴ � èñêóññòâî ïîñòðîåíèÿ ìàøèí) � ðàçäåë ôèçè-
êè, èçó÷àþùèé âçàèìîäåéñòâèå îáúåêòîâ, èìåþùèõ ìàññó, â ñèëîâîì ïîëå.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìîé.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé âåëè÷èíîé, õàðàêòåðèçóþùåé ñâîéñòâà âåùå-
ñòâà â èçó÷àåìîé ñèñòåìå, ÿâëÿåòñÿ ìàññà, à â êà÷åñòâå âåêòîðíîãî ïîëÿ
èçó÷àåìîé ñèñòåìû âûñòóïàåò ïîëå ìåõàíè÷åñêèõ ñèë.

Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå V ñ âûáðàííûìè ëîêàëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè q1, . . . , qn è ìåòðèêîé (3.93)

T =

n∑
i,j=1

αij(q1, . . . , qn) q̇iq̇j
(2.75)
= (αq̇, q̇) = (q̇, αq̇), (7.1)

ãäå α(q) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà (αij = αji),

íà êîòîðîì çàäàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò U(q1, . . . , qn)
èëè U : V → R.

Òîãäà êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TV åñòü 2n-ìåðíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíî-
ãîîáðàçèå ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè q1, . . . , qn, dq1, . . . , dqn èëè q, dq, à êî-
êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗V åñòü 2n-ìåðíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè p1, . . . , pn, q1, . . . , qn èëè p,q.

Íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ìîæíî çàäàòü ïðîèçâîëüíóþ äèôôåðåí-
öèðóåìóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà E = H(p,q) èëè H : T ∗V → R, êîòîðàÿ
îáÿçàòåëüíî áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì E = const ôàçîâîãî ïîòîêà ñ âåêòîð-
íûì ïîëåì (5.39)

ṗ = −∂E
∂q

, q̇ =
∂E

∂p
(7.2)

è ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì dE = q̇ dp− ṗ dq.
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Ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà (5.45) L(q, q̇) = p · q̇−H(p,q)
ìû ìîæåì ââåñòè ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L : TV → R íà êàñàòåëüíîì ðàññëî-
åíèè, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ (5.46), (5.47)

p =
∂L

∂q̇
, ṗ =

∂L

∂q
=

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
, dL = p dq̇+ ṗ dq. (7.3)

Ôàçîâûé ïîòîê ñ âåêòîðíûì ïîëåì (7.2) íàçûâàþò íàçûâàþò ìåõàíè-
êîé Ãàìèëüòîíà, à ïîòîê ñ ïîëåì (7.3) � ìåõàíèêîé Ëàãðàíæà. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ
â ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà, â ëàãðàíæåâîé ìåõà-
íèêå � óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà.

Åñëè òåïåðü îïðåäåëèòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà êàê

L(q, q̇) = T (q, q̇)− U(q), (7.4)

òîãäà ïîëó÷àåì

p =
∂T

∂q̇
, ṗ

(7.3)
= −gradU ; (7.5)

E
(5.45)
=

∂T

∂q̇
q̇− L

(3.149)
= 2T − L = T + U. (7.6)

Ïðè ýòîì:

• V íàçâàþò êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì (ïðèìåðû êîíôèãóðà-
öèîííûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàþòñÿ â � 3.4);

• q = (q1, . . . , qn) íàçûâàþò îáîáù¼ííûìè êîîðäèíàòàìè;

• p = ∂T
∂q̇ = (p1, . . . , pn) íàçûâàþò îáîáù¼ííûìè èìïóëüñàìè;

• q(t) íàçûâàþò òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ;

• q̇ = ∂L
∂p = (q̇1, . . . , q̇n) íàçûâàþò îáîáù¼ííûìè ñêîðîñòÿìè;

• F = ṗ = ∂L
∂q = (ṗ1, . . . , ṗn) íàçûâàþò îáîáù¼ííûìè ñèëàìè;

• T (q, q̇) íàçûâàþò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé;

• U(q) íàçûâàþò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé;

• E(p,q) = T + U = const íàçûâàþò ïîëíîé ýíåðãèåé.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ãäå îáîáù¼ííûå ñèëû ṗ = F âû÷èñëÿþòñÿ êàê
ãðàäèåíò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñî çíàêîì ìèíóñ (7.5), íàçâàåòñÿ ïîòåíöè-
àëüíîé èëè êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìîé, îáîáù¼ííûå ñèëû íàçûâàþòñÿ ïî-

òåíöèàëüíûìè èëè êîíñåðâàòèâíûìè ñèëàìè.
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Èíòåãðàë ñèëû F ïî êðèâîé C íàçûâàåòñÿ ðàáîòà ñèëû A

A =
w
C

F dq. (7.7)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû q è îáîáù¼ííûå ñèëû
F ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå ïåðåìåííûå è ìîãóò íå
èìåòü ðàçìåðíîñòè äëèíû è ñèëû. Îäíàêî ïðîèçâåäåíèå F dq âñåãäà èìååò
ðàçìåðíîñòü ðàáîòû. Òàêèå ïàðû íàçûâàþò ñîïðÿæ¼ííûìè ïåðåìåííûìè

èëè âçàèìíûìè âåëè÷èíàìè.
Åñëè F � ïîòåíöèàëüíàÿ ñèëà, òî 1-ôîðìà dU = −F dq åñòü ïîëíûé

äèôôåðåíöèàë, è ðàáîòà ñèëû íå çàâèñèò îò ôîðìû êðèâîé C, à îïðåäåëÿ-
åòñÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè ýòîé êðèâîé:

2w
1

F dq
(4.52)
= U1 − U2 èëè

z
C

F dq
(4.51)
= 0. (7.8)

×àñòü ïðîñòðàíñòâà (îãðàíè÷åííàÿ èëè íåîãðàíè÷åííàÿ), â êàæäîé òî÷-
êå êîòîðîé äåéñòâóåò îïðåäåë¼ííàÿ ïî ÷èñëåííîé âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ
ñèëà íàçûâàåòñÿ ñèëîâîå ïîëå. Åñëè ñèëîâîå ïîëå çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäè-
íàò òî÷êè U(q), òî îíî íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, à åñëè åù¼ è îò âðåìåíè
U(t,q) � íåñòàöèîíàðíûì. Åñëè ñèëîâîå ïîëå íå çàâèñèò íè îò êîîðäèíàò,
íè îò âðåìåíè U = const, òî îíî íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Åñëè ýëåìåíòàð-
íàÿ ðàáîòà ñèë ïîëÿ ðàâíà ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó ïîëÿ: dU = −F dq, òî
ñèëîâîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì èëè ïîòåíöèàëîì.

Âíåøíÿÿ ñðåäà � îêðóæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îêàçûâàþùåå íà
íå¼ âîçäåéñòâèå. Åñëè âíåøíÿÿ ñðåäà íå îêàçûâàåò âîçäåéñòâèÿ, òî ìåõàíè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé (çàìêíóòîé). Âîçäåéñòâèå âíåø-
íåé ñðåäû íà ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì âíåøíèõ ñòåïåíåé
ñâîáîäû.

Ñàìà ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäó.
Äèñêðåòíàÿ ñðåäà � ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îáëàäàþùàÿ ñ÷¼òíûì ìíî-

æåñòâîì âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Å¼ äâèæåíèå â òð¼õìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè è èìïóëüñàìè îòäåëüíûõ
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê � îáúåêòîâ, ðàçìåðàìè êîòîðûõ ìîæíî â äàííûõ
óñëîâèÿõ ïðåíåáðå÷ü.

Äîïóñòèì, ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç k ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.
Òîãäà:

• ïðîñòðàíñòâî V = E3 × . . .× E3︸ ︷︷ ︸
k

ñîîòâåòñòâóåò n = 3k-ìåðíîìó êîí-

ôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó;

• êîîðäèíàòû x1, . . . , xk, y1, . . . , yk, z1, . . . , zk ñîîòâåòñòâóþò n = 3k îáîá-
ù¼ííûì êîîðäèíàòàì q;

• èìïóëüñû p1x, . . . , p
k
x, p

1
y, . . . , p

k
y , p

1
z, . . . , p

k
z ñîîòâåòñòâóþò n = 3k îáîá-

ù¼ííûì èìïóëüñàì p;
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• ñêîðîñòè ẋ1, . . . , ẋk, ẏ1, . . . , ẏk, ż1, . . . , żk ñîîòâåòñòâóþò n = 3k îáîá-
ù¼ííûì ñêîðîñòÿì q̇;

• ñèëû ṗ1x, . . . , ṗ
k
x, ṗ

1
y, . . . , ṗ

k
y , ṗ

1
z, . . . , ṗ

k
z ñîîòâåòñòâóþò n = 3k îáîáù¼í-

íûì ñèëàì ṗ.

Ñïëîøíàÿ ñðåäà � ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îáëàäàþùàÿ íåñ÷¼òíûì ìíî-
æåñòâîì âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Å¼ äâèæåíèå â òð¼õìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïèñûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè è ñêîðîñòÿìè ïîëÿ ïëîòíî-
ñòè. Îáú¼ìíàÿ ïëîòíîñòü ρ â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿ-
åòñÿ ñêàëÿðîì (ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïîëå). Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîò-
íîñòü ϱ íà äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì (ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå ïîëå), íàïðàâëåííûì ïî íîðìàëè ê ðàññìàòðè-
âàåìîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷, ê ýòèì ïîëÿì ìîãóò
äîáàâëÿòüñÿ ïîëÿ äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Ïåðåõîä îò ñïëîøíîé ê äèñêðåòíîé ñðåäå îñóùåñòâëÿþò ïðè ïîìîùè
δ-ôóíêöèè Äèðàêà:

ρ(r)
(4.110)
=

k∑
i=1

xi δ(r− ri), (7.9)

ãäå x1, . . . , xk � âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ èçó÷à-
åìûìè îáúåêòàìè.
Åñëè ïëîòíîñòü ñïëîøíîé ñðåäû íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, òî òàêàÿ

ñïëîøíàÿ ñðåäà íàçûâàåòñÿ íåñæèìàåìîé.
Ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä äåëèòñÿ íà ìåõàíèêó òâ¼ðäîãî òåëà, ãèäðîäè-

íàìèêó, ãàçîäèíàìèêó. Êàæäàÿ èç ýòèõ äèñöèïëèí òàêæå äåëèòñÿ íà áîëåå
óçêèå ðàçäåëû. Òàê, ìåõàíèêà òâ¼ðäîãî òåëà äåëèòñÿ íà òåîðèþ óïðóãîñòè,
òåîðèþ ïëàñòè÷íîñòè, òåîðèþ òðåùèí è òàê äàëåå.

Äèñêðåòíàÿ è ñïëîøíàÿ ñðåäà � ÷àñòî è óñïåøíî èñïîëüçóåìûå â ôèçè-
êå ìîäåëè äëÿ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâåííî, ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì îáúåêòîâ (ò.å.
ñòåïåíåé ñâîáîäû) èëè ñ î÷åíü áîëüøèì ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ. Îäíàêî ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè ñëåäóåò ïîìíèòü îá îäíîé íåòî÷-
íîñòè: âñå ðåàëüíûå ñèñòåìû îáëàäàþò ïóñòü áîëüøèì, íî êîíå÷íûì ìíî-
æåñòâîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Äèñêðåòíàÿ æå ñðåäà ìîæåò îáëàäàòü áåñêî-
íå÷íûì, õîòÿ è ñ÷¼òíûì, ìíîæåñòâîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, à ñïëîøíàÿ ñðåäà
îáëàäàåò íå ïðîñòî áåñêîíå÷íûì, à íåñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì ñòåïåíåé ñâîáî-
äû.

Êàê èçâåñòíî (ñì. ñòð. 204) ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ïðîõîäèò òîëüêî îäíà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ. Â ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ýòîò îáùèé ôîðìàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû)
óñòàíîâëåí ýêñïåðèìåíòàëüíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ïðèðîäû, è íàçûâàåòñÿ
ïðèíöèï äåòåðìèíèðîâàííîñòè Íüþòîíà. Â ñëó÷àå ìåõàíèêè Ãàìèëüòîíà
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè çíàòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
(íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ p è q), òî ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü âñ¼ å¼ ïðåäû-
äóùåå è äàëüíåéøåå äâèæåíèå. Íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñâåäåíèé, íàïðè-
ìåð, çíàíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ṗ, äëÿ ýòîãî íå íóæíî. Â ñëó÷àå ìåõàíèêè
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Ëàãðàíæà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè çíàòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû (íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ q̇ è q), òî ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü âñ¼
å¼ ïðåäûäóùåå è äàëüíåéøåå äâèæåíèå. Íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñâåäå-
íèé, íàïðèìåð, çíàíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé p, äëÿ ýòîãî íå íóæíî.

Ìû íå óäèâëÿåìñÿ ýòîìó ôàêòó, òàê êàê óçíà¼ì åãî î÷åíü ðàíî.
Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñâîéñòâà ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà � ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîõîäèò òîëüêî
îäíà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ � íå ñëåäóåò ïðèíöèï äåòåðìèíèðîâàííîñòè Íüþ-
òîíà, íî èç ýêñïåðèìåíòàëüíîãî óñòàíîâëåíèÿ ýòîãî ïðèíöèïà, êàê çàêîíà
ïðèðîäû, ñëåäóåò, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà åñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,
çàäàííàÿ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå T ∗V = (p,q).

Åñëè ìû ðàññìîòðèì ðàñøèðåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíà-
òàìè t,p,q, òî ëèíèè ðîòîðà ôîðìû (5.61) ω1 = dS = Ldt = p dq − H dt,
êîòîðóþ íàçûâàþò èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì Ïóàíêàðå�Êàðòàíà çàäàþò
òðàåêòîðèè ôàçîâîãî ïîòîêà â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. èíòåãðàëü-
íûå êðèâûå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (7.2). Èíòåãðàë (5.75)
Φ(C) =

r τ
0
Ldt âû÷èñëÿåò ôóíêöèîíàë Φ(C) ïî íàèêðàò÷àéøåé äóãå C

(ãåîäåçè÷åñêîé), ïðîéäåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé çà âðåìÿ íà îòðåçêå
0 6 t 6 τ , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äåéñòâèå.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðåõîä ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû èç
îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå (ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà) âñåãäà ïðîèñõîäèò ïî ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè. Ïðè ýòîì ïðî-
åêöèÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñ îáîáù¼ííûìè
êîîðäèíàòàìè q íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Îáÿçàòåëü-
íîå äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïî ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè íàçûâàåòñÿ â
ìåõàíèêå ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïðèðîäà äîñòèãà-
åò ñâîåé öåëè ïðÿìåéøèì ïóòåì, ñëåäîâàòåëüíî, ñ íàèìåíüøåé çàòðàòîé
ñðåäñòâ. Ïîýòîìó áîëåå óäà÷åí áûë áû òåðìèí ¾ïðèíöèï íàèìåíüøåé çà-
òðàòû ñðåäñòâ, ïðè íàèáîëüøåì äåéñòâèè¿. Íî ïîñëå òîãî êàê òåðìèí ¾äåé-
ñòâèå¿ áûë ñàíêöèîíèðîâàí Ãåëüìãîëüöåì è Ïëàíêîì, âñÿêàÿ çàìåíà åãî
äðóãèì òåðìèíîì áûëà áû áåñïåðñïåêòèâíîé.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð íàèêðàò÷àéøåé òðàåêòîðèè � ðàñïðîñòðàíåíèå
ëó÷à ñâåòà ïî ïðÿìîé, íî ñðàçó ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàèêðàò÷àéøàÿ òðà-
åêòîðèÿ, ýòî íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìàÿ ëèíèÿ. Ðàññìîòðèì áðàõèñòîõðîíó (îò
ãðå÷. βράχιστoς � êðàò÷àéøèé è χρóνoς � âðåìÿ) � êðèâóþ ñêîðåéøå-
ãî ñïóñêà, íàïðèìåð, ïðè ñòåêàíèè âîäû ñ õîëìà. Çàäà÷à î å¼ íàõîæäåíèè
áûëà ïîñòàâëåíà â 1696 ãîäó Èîãàííîì Áåðíóëëè. Îäíî èç ðåøåíèé äàíî
â çíàìåíèòîì ó÷åáíèêå Ã. Ëîïèòàëÿ. Â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè áðàõè-
ñòîõðîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåâ¼ðíóòóþ öèêëîèäó (îò ãðå÷. κυκλoειδής
� êðóãëûé) � êðèâóþ, êîòîðóþ îïèñûâàåò îòíîñèòåëüíî çåìëè òî÷êà íà
îáîäå êàòÿùåãîñÿ êîëåñà. Âåðõíÿÿ òî÷êà òðàåêòîðèè åñòü òî÷êà âîçâðàòà
öèêëîèäû (òî÷êà êàñàíèÿ çåìëè).

Ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà (5.78) Φ(C) =
r qτ
q0

pdq =
r τ
0
2T dt èëè ¾óêîðî-

÷åííîãî äåéñòâèÿ¿ íàçûâàþò â ìåõàíèêå ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Ìîïåðòþè (Ýéëåðà�Ëàãðàíæà�ßêîáè).
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Âïåðâûå â íåñêîëüêî òóìàííîé ôîðìóëèðîâêå ýòîò ïðèíöèï áûë ñôîð-
ìóëèðîâàí Ìîïåðòþè â 1746 ã. Ìîïåðòþè ïðèø¼ë ê ýòîìó ïðèíöèïó èç
îùóùåíèÿ, ÷òî ñîâåðøåíñòâî âñåëåííîé òðåáóåò îïðåäåëåííîé ýêîíîìèè â
ïðèðîäå è ïðîòèâîðå÷èò ëþáûì áåñïîëåçíûì ðàñõîäàì ýíåðãèè. Åñòåñòâåí-
íîå äâèæåíèå äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû ñäåëàòü íåêîòîðóþ âåëè÷èíó ìè-
íèìàëüíîé. Íóæíî áûëî òîëüêî íàéòè ýòó âåëè÷èíó, ÷òî îí è ïðîäîëæàë
äåëàòü. Îíà ÿâëÿëàñü ïðîèçâåäåíèåì ïðîäîëæèòåëüíîñòè (âðåìåíè) äâèæå-
íèÿ â ïðåäåëàõ ñèñòåìû íà óäâîåííóþ âåëè÷èíó, êîòîðóþ ìû òåïåðü íàçû-
âàåì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ñèñòåìû.

Õîòÿ Ìîïåðòþè óêàçûâàëè åù¼ íà ïèñüìî Ëåéáíèöà, îòíîñÿùååñÿ ê
1707 ã. (îðèãèíàë ýòîãî ïèñüìà íå ñîõðàíèëñÿ), îí ðåâíîñòíî çàùèùàë ñâîé
ïðèîðèòåò, íå îñòàíàâëèâàÿñü äàæå ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì ñâîåé âëàñòè â
êà÷åñòâå ïðåçèäåíòà Áåðëèíñêîé àêàäåìèè.

Èñòîðè÷åñêè ïðèíöèï Ìîïåðòþè áûë ñôîðìóëèðîâàí ðàíüøå ïðèíöè-
ïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, è â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî îãðàíè÷èâàåòñÿ áîëåå
óçêèì âîïðîñîì îá îïðåäåëåíèè ëèøü ñàìîé òðàåêòîðèè. Áîëåå îïðåäåëåí-
íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó ïðèíöèïó ïðèäàëè òîëüêî Ýéëåð è, â îñîáåí-
íîñòè, Ëàãðàíæ â 1760 ã. Ýéëåð (â ¾Re�exions sur quelques loix generales
de la nature¿, 1748) ïðèíèìàåò ïðèíöèï íàèìåíüøåãî êîëè÷åñòâà äåéñòâèÿ,
íàçûâàÿ åãî ¾óñèëèåì¿. Åãî âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû òåïåðü
íàçâàëè áû ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, òàê ÷òî åãî óòâåðæäåíèå íàèìåíüøåãî
êîëè÷åñòâà äåéñòâèÿ â ñòàòèêå ýêâèâàëåíòíî ïðèíöèïó, ÷òî ñèñòåìà òåë â
ïîêîå ïðèìåò êîíôèãóðàöèþ, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ïîëíóþ ïîòåíöèàëü-
íóþ ýíåðãèþ.

7.2 Ìåõàíèêà Íüþòîíà

Íüòîíîâîé ìåõàíèêîé íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ëàãðàíæåâîé ìåõàíèêè,
êîãäà âìåñòî êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà V ðàññìàòðèâàþò ïðèâû÷-
íîå íàì òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E3.

Íàïðèìåð, ñàìîé ïðîñòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà � îáúåêò î÷åíü ìàëåíüêèõ ðàçìåðîâ (òî÷íåå, ðàçìåðàìè êîòî-
ðîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü) ñ ìàññîé m, â åâêëèäîâîì òð¼õìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå E3 ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z, íà êîòîðîì çàäàíà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
� ôóíêöèÿ êîðäèíàò U(x, y, z).

Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîíèìàåòñÿ
êàê ïåðåìåùåíèå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè r = (x, y, z) âäîëü êàêîé-òî ëèíèè
r(t), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ñî ñêîðîñòüþ ṙ =
(ẋ, ẏ, ż) = v = (vx, vy, vz). Êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ èëè èìïóëüñ ïîíèìàåòñÿ
êàê ïðîèçâåäåíèå ìàññû íà ñêîðîñòü

p = (px, py, pz) = mṙ = mv. (7.10)

Òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé
èç îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàí-
ñòâó ëàãðàíæåâîé ñèñòåìû, êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè x, y, z ñîîòâåò-
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ñòâóþò îáîáù¼ííûì êîîðäèíàòàì, èìïóëüñû px, py, pz ñîîòâåòñòâóþò îáîá-
ù¼ííûì èìïóëüñàì.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó äåòåðìèíèðîâàííîñòè Íüþòîíà çàäàäèì íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t0:

p0 = mv0 = (0, 0, 0), r0 = (x0, y0, z0).

Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü

T
(7.5)
=

q̇w
q̇0

p dq̇
(7.10)
=

vw
0

mv dv =
mv2

2
=
mv2

2
, ãäå v = |v|. (7.11)

Èñòîðè÷åñêè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íüþòîíîâîé ìåõàíèêå òàêæå âûïè-
ñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé Íüþòîíà èëè òàê íàçûâàåìûõ òð¼õ çàêî-
íîâ Íüþòîíà. Ïîìèìî ýòèõ çàêîíîâ Èñààê Íüþòîí (¾Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷à-
ëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè¿, 1686) òàêæå äàë ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ òàêèõ
ôèçè÷åñêèõ ïîíÿòèé, êàê êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ èëè èìïóëüñ (íå âïîëíå ÿñ-
íî èñïîëüçîâàííîå ó Äåêàðòà) è ñèëà. Îí ââ¼ë â ôèçèêó (êîòîðóþ äî ýòîãî
íàçûâàëè ¾íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèåé¿) ïîíÿòèå ìàññû êàê ìåðû èíåðöèè è,
îäíîâðåìåííî, ãðàâèòàöèîííûõ ñâîéñòâ (ðàíåå ïîëüçîâàëèñü ïîíÿòèåì âåñ).
Ïðè ýòîì, íàäî ñêàçàòü, ÷òî çàêîíû Íüþòîíà áûëè âïåðâûå ñôîðìóëèðî-
âàíû íå Íüþòîíîì, õîòÿ è íàçûâàþòñÿ åãî èìåíåì.

Â ñâîèõ ïîñòðîåíèÿõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû Íüþòîí èñõîäèë íå èç èí-
òåãðàëüíûõ (H è L), à èç äèôôåðåíöèàëüíûõ (ṗ è q̇) ôóíêöèé, ò.å. çàäàâàë
âåêòîðíîå ïîëå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âûðàæåíèå F = ṗ, êîòîðîå ìû ââåëè â ëàãðàíæåâîé ìåõàíèêå êàê îïðå-
äåëåíèå îáîáù¼ííûõ ñèë, â íüþòîíîâîé ìåõàíèêå íîñèò íàçâàíèå âòîðîãî
çàêîíà Íüþòîíà

F = mv̇, (7.12)

ãäå v̇ = r̈ � óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà: â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà óñêîðåíèå r̈,
êîòîðîå ïîëó÷àåò ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàâíîäåé-
ñòâóþùåé âñåõ ïðèëîæåííûõ ê íåé ñèë F è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî å¼
ìàññå m.

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè
ïåðâîãî çàêîíà Íüþòîíà.

Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà èëè çàêîí èíåðöèè: ñóùåñòâóþò òàêèå, íàçû-
âàåìûå èíåðöèàëüíûìè (îò ëàò. inertis � áåçäåÿòåëüíûé), ñèñòåìû îòñ÷¼òà,
îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîçäåé-
ñòâèé ñîõðàíÿåò ñîñòîÿíèå ïîêîÿ èëè ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæå-
íèÿ.

Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îáëàäàþò äâóìÿ ñâîéñòâàìè:
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1. Âñå ñèñòåìû êîîðäèíàò, äâèæóùèåñÿ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìû ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, òàêæå èíåðöèàëüíûå, ò.å. âñå èíåð-
öèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà ðàâíîïðàâíû. Âðåìÿ îäèíàêîâî âî âñåõ ñè-
ñòåìàõ îòñ÷¼òà � ¾àáñîëþòíîå âðåìÿ¿. Ïóñòü r′ è r ðàäèóñ-âåêòîðû
îäíîé òî÷êè â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ, òîãäà ñêîðîñòè ṙ′ è ṙ
ýòîé òî÷êè â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ, äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî
äðóã äðóãà ñî ñêîðîñòüþ v, ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàëèëåÿ (òåðìèí
ïðåäëîæåí Ô. Ôðàíêîì (1909)):

ṙ = ṙ′ + v. (7.13)

2. Ïîñòóëàò ýêâèâàëåíòíîñòè � âñå çàêîíû ïðèðîäû âî âñå ìîìåíòû
âðåìåíè îäèíàêîâû (èíâàðèàíòíû) âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ,
ò.å. ìû íå ìîæåì ïîñðåäñòâîì ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ îòëè÷èòü
¾íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó¿ îò ¾ðàâíîìåðíî äâèæóùåéñÿ¿, à ìîæåì ëèøü
êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî âñå ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû è äâèæóòñÿ îòíîñè-
òåëüíî äðóã äðóãà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî çàêîíû ôèçèêè â íèõ ïðîÿâëÿþòñÿ
îäèíàêîâî, è çàïèñè ýòèõ çàêîíîâ èìåþò îäèíàêîâóþ ôîðìó â ðàçíûõ
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

Äåéñòâèòåëüíî, âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè
âûïîëíåíèè ïåðâîãî çàêîíà Íüþòîíà. Äîïóñòèì, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà â ïðî-
èçâîëüíîé ñèñòåìå ñ êîîðäèíàòàìè r′ äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåé-
íî îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû r ñî ñêîðîñòüþ v = const. Òîãäà
ṙ = ṙ′ + v è v̇ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé çàêîí Íüþòîíà âïîëíÿåòñÿ îäíî-
âðåìåííî â äâóõ ýòèõ ñèñòåìàõ

F = mr̈ = m(r̈′ + v̇) = mr̈′.

Îáðàòíî, ñèñòåìà, â êîòîðîé ñïðàâåäëèâ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ÿâëÿ-
åòñÿ èíåðöèàëüíîé. Íàïðèìåð, ñèñòåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì, âðàùàþùèìñÿ
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, íå ÿâëÿåòñÿ
èíåðöèàëüíîé è, î÷åâèäíî, íå óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, òàê
êàê ê íåìó íóæíî äîáàâèòü ÷ëåí, ó÷èòûâàþùèé âëèÿíèå âðàùåíèÿ (3.113):
ṙ = ω × r.

Ôàêò (èëè ãèïîòåçà) ñóùåñòâîâàíèÿ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì íàçûâàåò-
ñÿ ïðèíöèïîì îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ (1632), êîòîðûé ïîñëå ìíîæåñòâà
îïûòîâ çàêëþ÷èë, ÷òî äëÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî òåëà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-
ñòüþ íå íóæíî êàêîé-ëèáî âíåøíåé ïðè÷èíû. Ýòîò ôàêò íà ïåðâûé âçãëÿä
êàçàëñÿ óäèâèòåëüíûì, õîòÿ îñíîâàíèÿ ó íåãî òî÷íî òàêèå æå, êàê è äëÿ
î÷åâèäíîãî âñåì óòâåðæäåíèÿ, ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ íåïîäâèæíûì îáúåêòîì
ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, êàêîé-ëèáî âíåøíåé ïðè÷èíû òàêæå íå íóæíî. Íàäî îò-
ìåòèòü, ÷òî Ãàëèëåé äîïóñêàë ñâîáîäíîå äâèæåíèå íå òîëüêî ïî ïðÿìîé, íî
è ïî îêðóæíîñòè (âèäèìî, èç àñòðîíîìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé), õîòÿ òàêàÿ
ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ èíåðöèàëüíîé.

Òàê êàê ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì v âû-
áèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî, òî ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè õîòÿ áû îäíîé
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èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïðèâîäèò ê âûâîäó î ñóùåñòâîâàíèè áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà òàêèõ ñèñòåì, äâèæóùèõñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà
ñî âñåâîçìîæíûìè ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà � àá-
ñòðàêòíàÿ ìîäåëü, òî åñòü íåêèé èäåàëüíûé îáúåêò, ðàññìàòðèâàåìûé âìå-
ñòî ðåàëüíîãî îáúåêòà (ïðèìåðàìè àáñòðàêòíîé ìîäåëè ñëóæàò àáñîëþòíî
òâåðäîå òåëî èëè íåðàñòÿæèìàÿ íåâåñîìàÿ íèòü). Ðåàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼-
òà âñåãäà ñâÿçàíû ñ êàêèì-ëèáî îáúåêòîì èëè îáúåêòàìè è ñîîòâåòñòâèå
ðåàëüíî íàáëþäàåìîãî äâèæåíèÿ òåë â òàêèõ ñèñòåìàõ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ-
÷¼òîâ áóäåò íåïîëíûì.

Òðåòèé çàêîí Íüþòîíà îáúÿñíÿåò âçàèìîäåéñòâèå äâóõ îáúåêòîâ ñ èí-
äåêñàìè i è j: òåëà äåéñòâóþò äðóã íà äðóãà ñ ñèëàìè, èìåþùèìè îäèíà-
êîâóþ ïðèðîäó, íàïðàâëåííûìè âäîëü îäíîé è òîé æå ïðÿìîé, ðàâíûìè ïî
ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî íàïðàâëåíèþ

Fij = −Fji èëè Fij + Fji = 0, Fii = 0. (7.14)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äèñêðåòíîé ñðåäû. Äîïóñòèì, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà ñîñòîèò èç k ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ ìàññàìè m1, . . . ,mk è ðàäèóñ-
âåêòîðàìè r1, . . . , rk. Òàêæå â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
U(r1, . . . , rk).

Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí ïðèìåíÿåòñÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè.

Àääèòèâíîñòü (ëàò. additivus îò additio � ïðèáàâëÿþ) èëè ýêñòåíñèâ-
íîñòü � ñâîéñòâî âåëè÷èí ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî
çíà÷åíèå âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùåå öåëîìó îáúåêòó, ðàâíî ñóììå çíà÷å-
íèé âåëè÷èí, ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî ÷àñòÿì, â íåêîòîðîì êëàññå âîçìîæíûõ
ðàçáèåíèé îáúåêòà íà ÷àñòè.

Ïðèìåð 1. Àääèòèâíîñòü ïëîùàäè (îáú¼ìà) â ìàòåìàòèêå îçíà÷àåò, ÷òî
ïëîùàäü (îáú¼ì) ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé å¼ ÷àñòåé, åñëè ýòèõ ÷àñòåé êîíå÷-
íîå ÷èñëî.

Ïðèìåð 2. Àääèòèâíîñòü (ýêñòåíñèâíîñòü) âåëè÷èíû â ôèçèêå îçíà-
÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà ÷åãî-òî ðàâíà ñóììå âåëè÷èí ñîñòàâíûõ ÷àñòåé. Íàïðè-
ìåð, ê òàêèì ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì îòíîñÿòñÿ: ýíåðãèÿ (ïîëíàÿ, êèíåòè-
÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ), êîëè÷åñòâî âåùåñòâà åãî ïëîòíîñòü è ìàññà, èì-
ïóëüñ, ñèëà, â îòëè÷èå îò èíòåíñèâíûõ âåëè÷èí, íàïðèìåð, òàêèõ êàê òåì-
ïåðàòóðà.

Ñðåäíèé ðàäèóñ-âåêòîð r ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò òî÷-
êó, íàçûâàåìóþ öåíòð ìàññ ñèñòåìû (ñðåäíå âçâåøåííîå çíà÷åíèå ðàäèóñ-
âåêòîðîâ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê), è âû÷èñëÿåòñÿ ñ ó÷¼òîì îáùåé ìàññû m
âñåõ òî÷åê ñèñòåìû:

r =
1

m

k∑
i=1

miri, m =
k∑
i=1

mi. (7.15)
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Ïóñòü òåïåðü Fâíåø
i � âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà i-þ òî÷êó, òîãäà

pi
(7.10)
= mivi = miṙi, (7.16)

ṗi = mir̈i
(7.12)
= Fi = Fâíåø

i +

k∑
j=1

Fji. (7.17)

Ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèøåì âû÷èñëåíèÿ

v = ṙ
(7.15)
=

1

m

k∑
i=1

miṙi, (7.18)

v̇ = r̈ =
1

m

k∑
i=1

mir̈i, (7.19)

p =
k∑
i=1

pi =
k∑
i=1

miṙi = mv, (7.20)

ṗ =
k∑
i=1

ṗi =
k∑
i=1

mir̈i = mr̈ =
k∑
i=1

Fâíåø
i +

k∑
i,j=1

Fji. (7.21)

Ñ ó÷¼òîì (7.14)
∑k
i,j=1 Fji = 0, ïîëó÷àåì

ṗ
(7.21)
= mr̈ =

k∑
i=1

Fâíåø
i = Fâíåø. (7.22)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó äåòåðìèíèðîâàííîñòè Íüþòîíà çàäàäèì íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t0

vi0 = (0, 0, 0), ri0 = (xi0, y
i
0, z

i
0), i = 1, . . . , k.

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû:

T
(7.5)
=

k∑
i=1

vw
0

mivi dvi =

k∑
i=1

miv
2
i

2
. (7.23)

Ïîëó÷èì

L
(7.4)
=

k∑
i=1

miv
2
i

2
− U(r1, . . . , rk), îòêóäà ṗi

(7.3)
=

∂L

∂ri
= −∂U

∂ri
. (7.24)

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû:

U = −
n∑
i=1

rw
r0

ṗi dri
(7.17)
= −

n∑
i=1

rw
r0

Fâíåø
i dri −

1

2

∑
i ̸=j

rw
r0

Fji dri =

=
n∑
i=1

Ui +
1

2

∑
i ̸=j

Uij .
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Âíóòðåííèå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ Fji ìû ñ÷èòàåì êîíñåðâàòèâíûìè.
×ëåí 1

2

∑
i ̸=j Uij íàçûâàþò âíóòðåííåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ñèñòå-

ìû. Îíà, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íà îò íóëÿ è, ÷òî âåñüìà âàæíî, ìîæåò èç-
ìåíÿòüñÿ âìåñòå ñ èçìåíåíèåì ñàìîé ñèñòåìû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Äëÿ ÷àñòíîãî êëàññà ñèñòåì � òâ¼ðäûõ òåë � âíóòðåííèé ïîòåíöèàë
åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Ôîðìàëüíî, òâ¼ðäîå òåëî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ïîñòîÿííû è íå
ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì. Òàê êàê ïîëíûé ïîòåíöèàë âî âñåõ ñëó÷àÿõ
åñòü âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîé êîíñòàíòû èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, òî ïîñòîÿííûé âíóòðåííèé ïîòåíöèàë ìîæíî ïðè èññëåäîâàíèè
äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñîâåðøåííî íå ðàññìàòðèâàòü.

Óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû èç k òî÷åê, ìîãóò
áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà ñïëîøíóþ ñðåäó, íàïðèìåð, íà ãàç, æèäêîñòü è ò.ä.
Â ýòîì ñëó÷àå ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà c ìàññîé mi è ðàäèóñ-âåêòîðîì ri çàìå-
íÿåòñÿ íà îáú¼ìíóþ ïëîòíîñòü âåùåñòâà ρ(r) â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà, ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r. Âìåñòî èìïóëüñà ÷àñòèöû pi = mivi â
çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âû÷èñëÿåòñÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà:

j = ρ ṙ = ρv, (7.25)

ãäå v � ñêîðîñòü âåùåñòâà â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.
Äåéñòâóþùàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñèëà ïîíèìàåòñÿ

êàê ïëîòíîñòü ñèëû f , à âòîðîé çàêîí Íüþòîíà (7.12) èìååò âèä

f = ρ v̇. (7.26)

Ñóììèðîâàíèå ÷àñòèö çàìåíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî îáú¼ìó òåëà V
òàê, áóäòî òåëî ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ äèñêðåòíûõ ÷àñòèö è ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîé ñðåäû, àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿì äëÿ ñèñòåìû
èç k ÷àñòèö

m =
y
V

ρ(r) dV àíàëîãè÷íî (7.15) m =

k∑
i=1

mi, (7.27)

r =
1

m

y
V

ρ(r) r dV àíàëîãè÷íî (7.15) r =
1

m

k∑
i=1

miri, (7.28)

p =
y
V

j dV àíàëîãè÷íî (7.20) p =
k∑
i=1

miṙi. (7.29)

7.3 Âðàùåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

Ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò èëè ìîìåíò èì-

ïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ïîíèìàåòñÿ êàê
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà íà èìïóëüñ, ò.å. àêñèàëüíûé èëè
ïñåâäîâåêòîð L = (Lx, Ly, Lz) (ñì. ñòð. 85):

L = r× p. (7.30)
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Ìîìåíò ñèëû èëè âðàùàþùèé ìîìåíò ñèëû, äåéñòâóþùèé íà ìàòå-
ðèàëüíóþ òî÷êó îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ïîíèìàåòñÿ êàê âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà íà ïðèëîæåííóþ ê òî÷êå ñèëó:

N = r× F. (7.31)

Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòû èìïóëüñà è ñèëû � àêñèàëüíûå âåêòîðû.
Åñëè ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç k ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî

Li = ri × pi, L =

k∑
i=1

ri × pi =

k∑
i=1

Li; (7.32)

Ni = ri × Fi, N =

k∑
i=1

ri × Fi =

k∑
i=1

Ni. (7.33)

Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòû èìïóëüñà è ñèëû � ýêñòåíñèâíûå âåëè÷èíû,
çàâèñÿùèå îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò.

Çàïèøåì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ:

L̇i = Ni, L̇ =
k∑
i=1

ri × Fâíåø
i = Nâíåø. (7.34)

Äîêàçàòåëüñòâî

L̇i = ri ×mir̈i + ṙi ×miṙi
ñòð. 86
= ri ×mir̈i;

ri × Fji + rj × Fij
(7.14)
= (ri − rj)× Fji = rij × Fji = 0,

òàê êàê rij ∥ Fji, çíà÷èò
k∑

i,j=1

ri × Fji = 0;

L̇ =

k∑
i=1

Ni =

k∑
i=1

ri × Fi
(7.17)
=

k∑
i=1

ri × Fâíåø
i +

k∑
i,j=1

ri × Fji =

k∑
i=1

ri × Fâíåø
i .

Ïóñòü r′i = ri − r � ðàäèóñ-âåêòîð, èäóùèé èç öåíòðà ìàññ ñèñòåìû â
i-þ ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó à ṙ′i = v′

i = vi − v � ñêîðîñòü i-é ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ. Òîãäà:

k∑
i=1

mir
′
i = 0,

k∑
i=1

miṙ
′
i =

k∑
i=1

p′
i = 0. (7.35)

Äîêàçàòåëüñòâî

r
(7.15)
=

1

m

k∑
i=1

miri +
1

m

k∑
i=1

mir
′
i = r+

1

m

k∑
i=1

mir
′
i,

p
(7.20)
=

k∑
i=1

miṙi +

k∑
i=1

miṙ
′
i = p+

k∑
i=1

miṙ
′
i.
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Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ñ ó÷¼òîì öåíòðà ìàññ çàïèñûâàåòñÿ êàê

L = r× p+
k∑
i=1

r′i × p′
i (7.36)

Äîêàçàòåëüñòâî

L =
k∑
i=1

ri × pi =

ñòð. 86
= r× p+ r×

k∑
i=1

p′
i +

k∑
i=1

r′i ×
k∑
i=1

miṙi +
k∑
i=1

r′i × p′
i =

ñòð. 86
= r× p+ r×

k∑
i=1

p′
i +

k∑
i=1

mir
′
i ×

k∑
i=1

ṙi +
k∑
i=1

r′i × p′
i =

(7.35)
= r× p+

k∑
i=1

r′i × p′
i.

Òàêèì îáðàçîì, êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-
îðäèíàò ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé: èç êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñÿ å¼ ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà â öåíòðå ìàññ, è èç êèíå-
òè÷åñêîãî ìîìåíòà, âîçíèêàþùåãî âñëåäñòâèå äâèæåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îò-
íîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñ ó÷¼òîì öåíòðà ìàññ çàïèñûâàåòñÿ êàê

T =
mv2

2
+

k∑
i=1

miv
′2
i

2
= Tïåðåìåùåíèå + Tâðàùåíèå. (7.37)

Äîêàçàòåëüñòâî

k∑
i=1

mi(v + v′
i)

2

2
=

k∑
i=1

miv
2

2
+ v

k∑
i=1

miv
′
i +

k∑
i=1

miv
′2
i

2
=

(7.35)
=

mv2

2
+

k∑
i=1

miv
′2
i

2
.

Òàêèì îáðàçîì, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ïîäîáíî êèíåòè÷åñêîìó
ìîìåíòó, ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé: èç êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ïîëó÷àþ-
ùåéñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñÿ ìàññà ñèñòåìû ñîñðåäîòî÷åíà â å¼ öåíòðå
ìàññ, è èç êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû â å¼ äâèæåíèè îòíîñèòåëüíî öåí-
òðà ìàññ. Ýòîò âûâîä ñôîðìóëèðîâàí â âèäå òåîðåìû Øàëÿ: ïðîèçâîëüíîå
ïåðåìåùåíèå òâ¼ðäîãî òåëà ìîæíî ðàçáèòü íà ïîñòóïàòåëüíîå è âðàùàòåëü-
íîå.

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ òîæå ÷àñòî óäà¼òñÿ ðàçäåëèòü íà äâå ïîäîáíûå
÷àñòè, èç êîòîðûõ îäíà ñîäåðæèò òîëüêî êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïî-
ñòóïàòåëüíîìó äâèæåíèþ U(x, y, z), à äðóãàÿ � òîëüêî óãëîâûå êîîðäèíàòû
U(φ, θ, ψ), ãäå φ, θ, ψ � óãëû Ýéëåðà.
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Â îáùåì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëà êîîð-
äèíàò, è òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà öåíòð ìàññ íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
êîîðäèíàò, êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòîé òî÷êè. Ïîýòî-
ìó ïðè âû÷èñëåíèÿõ âñåãäà óäîáíî âçÿòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ
öåíòðîì ìàññ. Â ýòîì ñëó÷àå r× p = 0 è L =

∑k
i=1 ri × pi. Òîãäà ïðè ïîìî-

ùè óãëîâîé ñêîðîñòè ω âðàùåíèÿ ñèñòåìû âîêðóã öåíòðà ìàññ, äëÿ êîòîðîé
ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå âðàùåíèÿ (3.113) ṙi = ω × ri ìû ìîæåì çàïèñàòü
âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ êàê

L = Iω =
k∑
i=1

mi(ri × (ω × ri))
ñòð. 86
=

k∑
i=1

mi(ωr
2
i − ri(ri · ω)). (7.38)

èëè ∥∥∥∥∥∥∥
Lx

Ly

Lz

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Izz

∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
ωx

ωy

ωz

∥∥∥∥∥∥∥ .
Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà I (Ixy = Iyx) íàçûâàåòñÿ òåíçîð èíåðöèè ñè-

ñòåìû (íàïðèìåð, òâ¼ðäîãî òåëà). Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Ixx, Iyy, Izz ýòîé
ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ îñåâûìè, à îñòàëüíûå Ixy, Ixz, Iyz �
öåíòðîáåæíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè, íàïðèìåð,

Ixx =
k∑
i=1

mi(r
2
i − x2i ), Ixy = −

k∑
i=1

mixiyi (7.39)

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïîëó÷àåòñÿ èç óãëîâîé
ñêîðîñòè ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âåêòîðû I è ω ñóòü äâà âåêòîðà ðàçëè÷íîé ôè-
çè÷åñêîé ïðèðîäû è ðàçìåðíîñòè, à íå îäèí è òîò æå âåêòîð, âûðàæåííûé
â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ýëåìåíòû ìàòðèöû îïåðàòîðà I òàêæå
ÿâëÿþòñÿ ðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè.

Â îáùåì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå (3.114)(
dL

dt

)
=

(
dL

dt

)
ïåðåìåùåíèå

+ (ω × L)âðàùåíèå = Nâíåø. (7.40)

êîòîðîå òàêæå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå òàê íàçûâàåìûõ óðàâíåíèé Ýé-
ëåðà äëÿ äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé:

L̇x + ωyLz − ωzLy = Nâíåø
x èëè Ixω̇x − ωyωz(Iy − Iz) = Nâíåø

x ,

L̇y + ωzLx − ωxLz = Nâíåø
y èëè Iyω̇y − ωzωx(Iz − Ix) = Nâíåø

y ,

L̇z + ωxLy − ωyLx = Nâíåø
z èëè Izω̇z − ωxωy(Ix − Iy) = Nâíåø

z .

Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âðàùåíèÿ ìû ìîæåì çàïèñàòü êàê

Tâðàùåíèå =
ω · L
2

=
ω · I · ω

2
=
Iω2

2
, (7.41)

274



ãäå I = n·I·n =
∑k
i=1mi[r

2
i −(ri ·n)] ìîìåíò èíåðöèè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî

îñè âðàùåíèÿ ñ åäèíè÷íûì âåêòîðîì n = ω
|ω| .

Äîêàçàòåëüñòâî

k∑
i=1

miv
′2
i

2
=

k∑
i=1

miv
′
i(ω × r′i)

2
=
ω · L
2

.

Óðàâíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, ìîìåíòà ñèë è òåíçîðà èíåðöèè òàê-
æå ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà ñïëîøíóþ ñðåäó:

L =
y
V

(r× j) dV, (7.42)

L̇ = N =
y
V

(r× f) dV, (7.43)

L = Iω =
y
V

ρ(r)(r× (ω × r)) dV =
y
V

ρ(r)(ωr2 − r(r · ω)) dV. (7.44)

ãäå, íàïðèìåð,

Ixx =
y
V

ρ(r)(r2 − x2) dV, Ixy = −
y
V

ρ(r)xy dV. (7.45)

Ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó òåíçîðà èíåðöèè ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãî-
íàëüíîìó âèäó. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû áóäóò ãëàâíûìè îñÿìè èíåð-
öèè, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ix, Iy, Iz (äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû) � ãëàâíûìè

ìîìåíòàìè èíåðöèè. Òîãäà

Lx = Ixωx, Ly = Iyωy, Lz = Izωz; (7.46)

Tâðàùåíèå =
Iω2

2
=
Ixω

2
x + Iyω

2
y + Izω

2
z

2
(7.47)

Ëàãðàíæèàí âðàùåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

L = T − U =
1

2
(Ixω

2
x + Iyω

2
y + Izω

2
z)− U(φ, θ, ψ). (7.48)

Â çàâåðøåíèå ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì çàäà÷ó, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðè-
ìåíÿþòñÿ ïîëó÷åííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Îäíîé èç çàäà÷, ê
êîòîðîé ìîæíî ïðèìåíèòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè
òâ¼ðäîãî òåëà, íå ïîäâåðæåííîãî äåéñòâèþ íèêàêèõ ñèë:

Nâíåø
x = Nâíåø

y = Nâíåø
z = 0.

Íî âìåñòî èõ ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî äàòü èçÿùíîå ãåîìåòðè-
÷åñêîå îïèñàíèå âðàùåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà, íå òðåáóþùåå ïîëíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è, èçâåñòíîå êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ Ïóàíñî.

Ââåä¼ì âåêòîð ρ = ω
|ω|

√
I
, òîãäà èç (7.47) è èç I = n · I ·n (7.41) ïîëó÷èì

óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, íàçûâàåìîé ýëëèïñîèäîì èíåðöèè:

1 = ρ · I · ρ = Ixρ
2
x + Iyρ

2
y + Izρ

2
z. (7.49)
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Ðèñ. 7.1: Ýëëèïñîèä èíåðöèè

Òàê êàê íàïðàâëåíèå îñè âðàùå-
íèÿ ω èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, òî âåê-
òîð ρ òàêæå áóäåò ìåíÿòü ñâî¼ íàïðàâ-
ëåíèå (ðèñ. 7.1).

Â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîòîðûé
ìû çäåñü ðàññìàòðèâàåì, íàïðàâëåíèå
âåêòîðà L îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì, è ïî-
ýòîìó ýëëèïñîèä èíåðöèè (æ¼ñòêî ñâÿ-
çàííûé ñ òåëîì) äîëæåí äâèãàòüñÿ â

ïðîñòðàíñòâå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîõðàíÿëàñü ñâÿçü ìåæäó ω è L, ïðè
ýòîì ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ýëëèïñîèäà èíåðöèè äî ïëîñêîñòè, êàñàþùåéñÿ
åãî â òî÷êå ρ, îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì, òàê êàê

ρ · L
L

=
ω · L
ωL

√
I
=

2Tâðàùåíèå

L
√
Iω2

=

√
2Tâðàùåíèå

L
. (7.50)

Òàê êàê íîðìàëü ê ýòîé ïëîñêîñòè íàïðàâëåíà âäîëü L è, ñëåäîâàòåëü-
íî, èìååò íåèçìåííîå íàïðàâëåíèå, òî ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé. Ïî-
ýòîìó ðàññìàòðèâàåìîå äâèæåíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïîñðåäñòâîì êà÷åíèÿ
ýëëèïñîèäà èíåðöèè ïî íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè; öåíòð ýëëèïñî-
èäà ïðè ýòîì íàõîäèòñÿ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ýòî êà÷åíèå
ïðîèñõîäèò áåç ñêîëüæåíèÿ, òàê êàê òî÷êà êàñàíèÿ ýëëèïñîèäà èíåðöèè ñ
íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì ρ, êîòîðûé íàïðàâëåí ïî
ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ, ò.å. ïî ïðÿìîé, âñå òî÷êè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ â
äàííûé ìîìåíò â ïîêîå.

Êðèâàÿ, îïèñûâàåìàÿ íà ýëëèïñîèäå èíåðöèè òî÷êîé êàñàíèÿ, íàçûâà-
åòñÿ ïîëîäèåé, à àíàëîãè÷íàÿ êðèâàÿ íà íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ
ãåðïîëîäèåé. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîëîäèÿ êàòèòñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ ïî íåïî-
äâèæíîé ãåðïîëîäèè.

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî òâ¼ðäîãî òåëà ýëëèïñîèä èíåðöèè ñòàíîâèòñÿ
ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ, à ïîëîäèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì
íà îñè ñèììåòðèè. Âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ω îïèñûâàåò â ýòîì ñëó÷àå
ïîâåðõíîñòü êîíóñà èëè ñîâåðøàåò ïðåöåññèþ âîêðóã îñè ñèììåòðèè òåëà.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìåþò âèä:

Ixω̇x = ωyωz(Ix − Iz), Ixω̇y = ωxωz(Iz − Ix), Izω̇z = 0. (7.51)

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

ωz = const. (7.52)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî âðåìåíè ïåðâîå óðàâíåíèå

Ixω̈x = ω̇yωz(Ix − Iz)

è ïîäñòàâèì â íåãî âòîðîå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

ω̈x = −Ω2ωx, ãäå Ω =
(Ix − Iz)ωz

Iz
. (7.53)
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Ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ωx = A sinΩt (7.54)

ãäå A � àìïëèòóäà ïðåöåññèè, à Ω � ÷àñòîòà ïðåöåññèè, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ
ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå.

Òîãäà ðåøåíèå äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ωy = A cosΩt. (7.55)

7.4 Ïðèíöèï Ä'Àëàìáåðà

Íà îñíîâàíèè ñêàçàííîãî äî ñèõ ïîð ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî âñå
çàäà÷è ìåõàíèêè ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (7.17),
ò.å. ê ïîäñòàíîâêå â ýòè óðàâíåíèÿ èçâåñòíûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ìàòå-
ðèàëüíûå ÷àñòèöû ñèñòåìû, è âûïîëíåíèþ îïðåäåë¼ííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îïåðàöèé, äàþùèõ ðåøåíèå çàäà÷è. Îäíàêî, ýòî ñëèøêîì óïðîù¼ííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå. Äåëî â òîì, ÷òî íóæíî ó÷åñòü ñâÿçè èëè ôóíêöèè âèäà f = const,
îãðàíè÷èâàþùèå äâèæåíèå ñèñòåìû è çàäàþùèå ñîîòâåòñòâóþùåå êîíôè-
ãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî V .

Åñëè ñâÿçü çàäà¼òñÿ ãîëîíîìíîé ôóíêöèåé (êîòîðóþ ìîæíî âîññòàíî-
âèòü ïî å¼ äèôôåðåíöèàëó), íàïðèìåð, âèäà

f(t, r1, . . . , rk) = 0

òî òàêóþ ñâÿçü íàçûâàþò ãîëîíîìíîé. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ãîëîíîìíûõ
ñâÿçåé ìîãóò ñëóæèòü ñâÿçè â òâ¼ðäîì òåëå, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ óðàâíå-
íèÿìè âèäà

(ri − rj)
2 − cij = 0, ãäå cij � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.

Ñâÿçü èíîãî òèïà íàçûâàþò íåãîëîíîìíîé. Êðîìå òîãî, åñëè ñâÿçü çàâè-
ñèò ÿâíî îò âðåìåíè t, å¼ íàçûâàþò ðåîíîìíîé, à åñëè íåò � ñêëåðîíîìíîé.
Íåãîëîíîìíûå ñâÿçè ìîãóò èìåòü âèä ðàçëè÷íûõ íåðàâåíñòâ, íàïðèìåð, ÷à-
ñòèöà, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè øàðà ðàäèóñîì a, îãðàíè÷åíà ñâÿçüþ

r2 − a2 > 0.

Òàêæå, íåãîëîíîìíûå ñâÿçè ìîãóò ñîäåðæàòü ïðîèçâîäíûå êîîðäèíàò
ïî âðåìåíè. Íåãîëîíîìíûå ñâÿçè ìîãóò áûòü âîîáùå íåèçâåñòíûìè, ïîä-
ëåæàùèìè îïðåäåëåíèþ, âåëè÷èíàìè äàííîé çàäà÷è. Âåäü â ñóùíîñòè çà-
äàòü â ñèñòåìå ñâÿçè îçíà÷àåò ïðîñòî óêàçàòü, ÷òî èìåþòñÿ ñèëû, êîòîðûå
íåïîñðåäñòâåííî íå èçâåñòíû, íî êîòîðûå îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì âëèÿþò
íà äâèæåíèå ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, íà îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû íå ñëåäó-
åò ñìîòðåòü, êàê íà äåêàðòîâû, ýòî ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, êðèâîëèíåéíûå
êîîðäèíàòû è ò.ä.

Ïðèìåð. Ïóñòü âåðòèêàëüíûé äèñê áåç ñêîëüæåíèÿ êàòèòñÿ ïî ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x, y, ïðè÷¼ì íàïðàâëåíèå êà÷åíèÿ äèñêà
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ñîñòàâëÿåò óãîë θ ñ îñüþ y (ðèñ. 7.2). Â ñèëó ñâÿçè ¾êà÷åíèÿ¿ ñêîðîñòü öåí-
òðà äèñêà v ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè óãëà ïîâîðîòà äèñêà âîêðóã ñâîåé
îñè φ: v = rφ̇, ãäå r � ðàäèóñ äèñêà.

Êîîðäèíàòû x, y öåíòðà äèñêà íà ïëîñêîñòè çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû:

ẋ = v sin θ, ẏ = −v cos θ.

Ñ ó÷¼òîì v = rφ̇, ïîëó÷àåì äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ñâÿçè:

dx− r sin θ dφ = 0, dy + r cos θ dφ = 0.

z

yθ

φx

v
r

�
�
�
��

6

-

XXz&%
'$r

Ðèñ. 7.2: Êà÷åíèå äèñêà

Ýòè óðàâíåíèÿ, î÷åâèäíî, íå ìîãóò áûòü
ïðîèíòåãðèðîâàíû, ïîêà âñÿ çàäà÷à íå ðåøå-
íà ïîëíîñòüþ. Íåèíòåãðèðóåìûå ñâÿçè ¾êà-
÷åíèÿ¿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè íåãî-
ëîíîìíûõ ñâÿçåé.

Çàäà÷à ñ ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè âñåãäà
ìîæåò áûòü ðåøåíà, îäíàêî, äëÿ çàäà÷ ñ
íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè îáùåãî ìåòîäà ðå-
øåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, è äëÿ êàæäîé çàäà÷è
òðåáóåòñÿ èíäèâèäóàëüíûé ïîäõîä.

Îäèí èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñî ñâÿ-
çÿìè ïðåäëîæèë Ä'Àëàìáåð. Â ¾Òðàêòàòå î
äèíàìèêå¿ (1743), ò.å. ðàíüøå, ÷åì áûë ñôîð-
ìóëèðîâàí ïðèíöèï Ìîïåðòþè, Ä'Àëàìáåð

ñôîðìóëèðîâàë ñâîé ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèíöèï, ñâîäÿùèé äèíàìèêó
íåñâîáîäíîé ñèñòåìû (ñî ñâÿçÿìè) ê ñòàòèêå. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû
óðàâíåíèÿ, î÷åíü ïîõîæèå íà óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà. Íî â îòëè÷èå îò ìåòî-
äà âàðèàöèè (ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ¾èíòå-
ãðàëüíûì ïðèíöèïîì¿, ïðèíöèï Ä'Àëàìáåðà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì ìåòî-
äó âàðèàöèé ¾äèôôåðåíöèàëüíûì ïðèíöèïîì¿, êîòîðûé èñïîëüçóåò ìåòîä
âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé. Îí ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê ðåøåíèþ çàäà÷ äè-
íàìèêè áîëåå ïðîñòûå ìåòîäû ñòàòèêè, è èì øèðîêî ïîëüçóþòñÿ â èíæå-
íåðíîé ïðàêòèêå.

Âîçìîæíûì èëè âèðòóàëüíûì (áåñêîíå÷íî ìàëûì) ïåðåìåùåíèåì ñè-
ñòåìû íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå å¼ êîíôèãóðà-
öèè δri, ñîãëàñóþùååñÿ ñî ñâÿçÿìè, íàëîæåííûìè íà íå¼ â äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè t. Âèðòóàëüíûì ýòî ïåðåìåùåíèå íàçûâàþò äëÿ òîãî, ÷òîáû îò-
ëè÷èòü åãî îò äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ, ïðîèñõîäÿùåãî çà íåêîòîðûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt, â òå÷åíèå êîòîðîãî ñèëû è ñâÿçè ìîãóò èçìåíèòüñÿ,
ïîýòîìó δt = 0, ò.å. âðåìÿ íå âàðüèðóåòñÿ.

Òîãäà çàïèøåì

δri
(3.28)
=

∂ri
∂q

δq. (7.56)

Âî-ïåðâûõ, ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé íå âñå êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
áóäóò íåçàâèñèìûìè. Åñëè â ñèñòåìå çàäàíû òîëüêî ãîëîíîìíûå ñâÿçè, òî
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ñëåäîâàòåëüíî, áóäóò íåçàâèñèìûìè íå âñå óðàâíåíèÿ, âûòåêàþùèå èç âòî-
ðîãî çàêîíà Íüþòîíà. Ïðè íàëè÷èè m ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé íàì äîñòàòî÷íî
ïðîñòî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò q = (q1, . . . , qn), êî-
òîðûõ òåïåðü áóäåò n = 3k − m. Óðàâíåíèÿ ri = ri(t,q), ãäå i = 1, . . . , k,
áóäóò óðàâíåíèÿìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ.

Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü

ṙi
(3.106)
=

∂ri
∂q

q̇+
∂ri
∂t
. (7.57)

Âî-âòîðûõ, äëÿ ó÷¼òà ñâÿçåé Ä'Àëàìáåð ïðåäëîæèë ââåñòè â ñèñòåìå
ñîîòâåòñòâóþùèå íàïåð¼ä íåèçâåñòíûå ñèëû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ðåàêöè-
ÿìè ñâÿçåé. Òîãäà ñèëà Fi, äåéñòâóþùàÿ íà êàæäóþ èç k ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê, áóäåò ñîñòîÿòü èç àêòèâíîé ñèëû Fαi è ðåàêöèè ñâÿçè fi:

ṗi = Fi = Fαi + fi, i = 1, . . . , k. (7.58)

Òîãäà ïîëó÷èì

0
(7.58)
=

k∑
i=1

(Fi − ṗi) δri =
k∑
i=1

(Fαi − ṗi) δri +
k∑
i=1

f δri. (7.59)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü òàêèå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ âèðòóàëü-
íàÿ ðàáîòà ðåàêöèé ñâÿçåé ðàâíà íóëþ

∑k
i=1 fδri = 0. Òàêèå ñâÿçè íàçûâàþò

èäåàëüíûìè. Ýòî óñëîâèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî òâ¼ðäîãî òåëà, à òàêæå
äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà äðóãèõ ñèñòåì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòî óòâåðæäå-
íèå ïåðåñòà¼ò áûòü ñïðàâåäëèâûì ïðè íàëè÷èè, íàïðèìåð, ñèëû òðåíèÿ.
Îäíàêî ýòî îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñèëüíûì, òàê êàê â îòëè÷èå îò
áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïåðåìåùåíèÿ òðåíèå ïðåäñòàâëÿåò, â ñóùíîñòè, ìàêðî-
ñêîïè÷åñêîå ÿâëåíèå.

Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ä'Àëàìáåðà�Ëàãðàíæà:

k∑
i=1

(Fαi − ṗi) δri = 0. (7.60)

Âûðàçèì ïåðâûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (7.60) ÷åðåç q:

k∑
i=1

Fαi δri
(7.56)
=

k∑
i=1

Fαi
∂ri
∂q

δq = Q δq, (7.61)

ãäå Qj =
∑k
i=1 F

α
i
∂ri
∂qj

(j = 1, . . . , n) � îáîáù¼ííûå ñèëû Ä'Àëàìáåðà.
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Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ (7.60) çàïèøåì

d

dt

(
∂ri
∂q

)
(3.87)
=

∂ṙi
∂q

, (7.62)

d

dt

(
ṙi
∂ri
∂q

)
(3.8)
= r̈i

∂ri
∂q

+ ṙi
d

dt

(
∂ri
∂q

)
(7.62)
= r̈i

∂ri
∂q

+ ṙi
∂ṙi
∂q

, (7.63)

k∑
i=1

miṙi
∂ri
∂q

(3.146)
=

k∑
i=1

miṙi
∂ṙi
∂q̇

=
∂

∂q̇

(
k∑
i=1

miṙ
2
i

2

)
(7.23)
=

∂T

∂q̇
, (7.64)

k∑
i=1

miṙi
∂ṙi
∂q

=
∂

∂q

(
k∑
i=1

miṙ
2
i

2

)
(7.23)
=

∂T

∂q
. (7.65)

Òåïåðü ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ (7.60):

k∑
i=1

ṗi δri
(7.56)
=

k∑
i=1

ṗi
∂ri
∂q

δq
(7.21)
=

k∑
i=1

mir̈i
∂ri
∂q

δq =

(7.63)
=

k∑
i=1

[
mi

d

dt

(
ṙi
∂ri
∂q

)
−miṙi

∂ṙi
∂q

]
δq =

(7.64)
(7.65)
=

[
d

dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂q

]
δq.

(7.66)

Çàïèøåì óðàâíåíèå Ä'Àëàìáåðà�Ëàãðàíæà (7.60) â âèäå:[
d

dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂q
−Q

]
δq = 0. (7.67)

Åñëè ñâÿçè â ñèñòåìå ãîëîíîìíûå, òî îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû q, à çíà-
÷èò è âàðèàöèè δq, íåçàâèñèìûå, è âñå ÷ëåíû ïðè δqj äîëæíû îáðàùàòüñÿ
â íóëü.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì n óðàâíåíèé Ä'Àëàìáåðà�Ëàãðàíæà:

d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
= Qj (j = 1, . . . , n). (7.68)

Â êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå äëÿ îáîáù¼ííîé ñèëû çàïèøåì:

Qj =
k∑
i=1

Fαi
∂ri
∂qj

(7.24)
= −

k∑
i=1

∂U

∂ri

∂ri
∂qj

= −∂U
∂qj

. (7.69)

Òîãäà ñ ó÷¼òîì ∂U
∂q̇j

= 0 è L = T−U ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�
Ëàãðàíæà (5.47) èëè (7.3)

0 =
d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
+
∂U

∂qj
=

d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
.
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7.5 Ìåõàíè÷åñêèå èíâàðèàíòû

Ñîãëàñíî òåîðåìû Ýììè Í¼òåð (5.48) äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû èç k òî÷åê
âñÿêîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïå äèôôåîìîðôèçìîâ ϱs ìíîãîîáðàçèÿ
ëàãðàíæåâîé ñèñòåìû, ñîõðàíÿþùèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà (dLds = 0), ñîîò-
âåòñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âèäà

I = p · q′
s

(7.20)
=

k∑
i=1

miṙi
dri
ds

= const ïðè óñëîâèè
dL

ds
= 0. (7.70)

Íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå îïðåäåë¼í-
íûõ ñèììåòðèé â ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ìåõàíèêå òåîðåìà Í¼òåð óòâåðæäàåò íàëè÷èå îïðåäå-
ë¼ííûõ ìåõàíè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ èëè èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåë¼ííûõ ôè-
çè÷åñêèõ çàêîíîâ îòíîñèòåëüíî ïðèñóùèõ ñèñòåìå ñèììåòðèé:

1. Îäíîðîäíîñòü èëè ãîìîãåííîñòü (îò ãðå÷. oµóς � ðàâíûé, îäèíàêîâûé
è γένω � ðîæäàòü) � îäèíàêîâîñòü ñâîéñòâ.

Îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïðîèçâîëüíî
ñîâåðøàòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò, è ýòî íå âëèÿåò
íà ðåçóëüòàò èçìåðåíèé.

Äëÿ i-é ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàïèøåì ri
(2.21)
= exxi + eyyi + ezzi.

Ïóñòü ñèñòåìà äîïóñêàåò ñäâèãè âäîëü îñè x: ϱs : ri → ri + exs.

Òîãäà

dri
ds

= ex äëÿ âñåõ i, çíà÷èò ñîãëàñíî (7.70) (7.71)

I =
k∑
i=1

miṙi · ex =
k∑
i=1

miẋi = px = const. (7.72)

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñäâèãå âäîëü îñåé y è z.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òðè èíâàðèàíòà: p = (px, py, pz) = const.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Í¼òåð èç îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò çàêîí
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå, òî÷íåå, êàæäîé èç òð¼õ
êîìïîíåíò èìïóëüñà.

Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç k òî÷åê,
ñîõðàíåíèå èìïóëüñà â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë ñðàçó ñëåäóåò èç óðàâ-
íåíèÿ (7.22): åñëè ñóììà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó, ðàâíà
íóëþ, òî ïîëíîå êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ ñèñòåìû îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì.

2. Èçîòðîïíîñòü (îò äð.-ãðå÷. ϊσoς � ðàâíûé, îäèíàêîâûé, ïîäîáíûé è
τρóπoς � îáîðîò, ïîâîðîò, õàðàêòåð) � èíâàðèàíòíîñòü ïî îòíîøåíèþ
ê âûáîðó íàïðàâëåíèÿ.
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Èçîòðîïíîñòü ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî
ïîâîðîòîâ: ìû ìîæåì ïðîèçâîëüíî ïîâîðà÷èâàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò,
è ýòî íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò èçìåðåíèé.

Ïóñòü ñèñòåìà äîïóñêàåò âðàùåíèå âîêðóã îñè ex, òîãäà ñîãëàñíî óðàâ-
íåíèþ âðàùåíèÿ (3.113):

dri
ds

= ex × ri, çíà÷èò ñîãëàñíî (7.70) (7.73)

I =
k∑
i=1

miṙi(ex × ri)
ñòð. 86
=

k∑
i=1

miex(ri × ṙi) = Lx = const. (7.74)

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïðè âðàùåíèè âîêðóã
âîêðóã ey è ez. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì: L = (Lx, Ly, Lz) = const.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Í¼òåð èç èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò çà-
êîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå.

Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç k òî-
÷åê, ñîõðàíåíèå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìî-
ìåíòà ñèë ñðàçó ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ (7.34): åñëè ìîìåíò
âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî êàêîãî-ëèáî öåíòðà èëè îñè, äåéñòâóþùèõ
íà ñèñòåìó, ðàâåí íóëþ, òî êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ýòîãî
öåíòðà èëè îñè áóäåò ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

Ñèñòåìû, íà êîòîðûå íå äåéñòâóþò êàê âíåøíèå ñèëû, òàê è âíåøíèå
ìîìåíòû ñèë, íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè èëè èçîëèðîâàííûìè ñèñòå-

ìàìè. Ïðè ýòîì íà ñèëû âíóòðè ñèñòåìû íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå
íàêëàäûâàåòñÿ.

3. Îäíîðîäíîñòü âðåìåíè îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïðîèçâîëüíî âûáè-
ðàòü òî÷êó îòñ÷¼òà íà îñè âðåìåíè èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà
äîïóñêàåò â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñäâèã âäîëü îñè t: ϱs : t → t + s.
Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (7.70) dL

ds = dL
dt = 0 èëè L = const.

Òîãäà

dri
ds

(3.5)
=

dri
dt

dt

ds
= ṙi, çíà÷èò I =

k∑
i=1

miṙi · ṙi = 2T = const. (7.75)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì: E
(7.5)
= 2T − L = const.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Í¼òåð èç îäíîðîäíîñòè âðåìåíè ñëåäóåò çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ ýíåðãèè â ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå.

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (7.2) ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E = T+U ìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àâòîíîìíóþ äèíàìè-
÷åñêóþ ñèñòåìó (5.3): ṗ = φ(p,q), q̇ = ψ(p,q). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
â ñèñòåìå äåéñòâóþò òîëüêî êîíñåðâàòèâíûå ñèëû, òî ýíåðãèÿ âíóòðè
ñèñòåìû íå ìîæåò ñàìîïðîèçâîëüíî âîçíèêàòü è èñ÷åçàòü. Ñèñòåìà,
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â êîòîðîé ñïðàâåäëèâ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè E = T + U = const,
íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé.

Êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà � ëþáàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, äâèæóùàÿ-
ñÿ âî âíåøíåì ñòàöèîíàðíîì (íå èçìåíÿþùåìñÿ ñî âðåìåíåì) ïîòåíöè-
àëüíîì ñèëîâîì ïîëå ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà ñâîáîäíà (áåç ñâÿçåé)
èëè íàëîæåííûå íà íå¼ ñâÿçè ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè.

Êîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó íå ñëåäóåò ñìåøèâàòü ñ çàìêíóòîé (èçîëè-
ðîâàííîé) ñèñòåìîé, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ êî-
ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, ò.å. çàìêíóòàÿ ñèñòåìà
âîîáùå ìîæåò íå áûòü êîíñåðâàòèâíîé, åñëè âíóòðåííèå ñèëû íå ÿâëÿ-
þòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëüíîãî
ñèëîâîãî ïîëÿ êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà íå çàìêíóòà.

Ìû ïîëó÷èëè ñåìü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû:

L = (Lx, Ly, Lz) = const, p = (px, py, pz) = const, E = const. (7.76)

7.6 Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ ïðåäñòàâëÿëîñü íåçûáëåìûì äî òåõ ïîð, ïîêà íå
áûë ñôîðìóëèðîâàí ïðèíöèï áëèçêîäåéñòâèÿ òåîðèè ýëåêòðîìàãíåòèçìà
Ìàêñâåëëà, óòâåðæäàþùèé, ÷òî ïåðåäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîçìóùåíèé
îò òî÷êè ê òî÷êå ïðîèñõîäèò ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, à èìåííî ñî ñêîðîñòüþ
ñâåòà. Öåëûé ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ, â îñîáåííîñòè èçâåñòíûå îïûòû À. Ìàé-
êåëüñîíà (1881) è Ó. Ìîðëè (1885�87), óêàçûâàëè íà òî, ÷òî Äæ. Ìàêñâåëë
òåîðåòè÷åñêè ïîêàçàë â 1865 � ñêîðîñòü ñâåòà èíâàðèàíòíà, ò.å. îäèíàêîâà
âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ è íå çàâèñèò îò äâèæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ èëè èñòî÷íèêà
ñâåòà, à òàêæå îò ñðåäû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâåò. Åñëè îòïðàâèòüñÿ
â ïîãîíþ çà ñâåòîì ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, òî èíòóèöèÿ, îñíîâàííàÿ íà ïðåîá-
ðàçîâàíèè Ãàëèëåÿ, ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ìû äîãîíèì ñâåò, è îí áóäåò êàçàòüñÿ
íàì íåïîäâèæíûì. Íî ñîãëàñíî òåîðèè Ìàêñâåëëà è íå âûçûâàþùèì ñîìíå-
íèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, òàêîãî ÿâëåíèÿ êàê íåïîäâèæíûé ñâåò, íå
ñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, Â. äå Ñèòòåð (1913) ïðåäïîëîæèë, ÷òî èñïîëüçóÿ
äâîéíûå çâ¼çäû ìîæíî èçìåðèòü âëèÿíèå äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà íà ñêîðîñòü
ñâåòà. Îäíàêî ñêîðîñòü ñâåòà, èñïóñêàåìîãî äâèæóùåéñÿ çâåçäîé, îêàçàëàñü
ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà îò íåïîäâèæíîé çâåçäû.

Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêèå âîëíû ñâåòà, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ îò òî÷å÷-
íîãî èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñêîðîñòü ëþáîé òî÷êè
âîëíîâîãî ôðîíòà ðàâíà

ṙ = cn èëè dr = cn dt, (7.77)

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ôðîíòó (|n|2 = 1),
c � ñêîðîñòü ñâåòà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàëèëåÿ (7.13) â ïðîèçâîëüíîé èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå ñêîðîñòü âûáðàííîé òî÷êè âîëíîâîãî ôðîíòà äîëæíà
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áûòü cn + v, ãäå âåêòîð n äëÿ ðàçíûõ òî÷åê ôðîíòà èìååò ðàçíîå íàïðàâ-
ëåíèå, à v � îäèíàêîâîå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîèçâîëüíîé èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìå ñêîðîñòü âîëíû íå áóäåò óæå ðàâíà c. Êðîìå òîãî, îíà áóäåò çàâèñåòü
îò íàïðàâëåíèÿ, ò.å. âîëíà óæå íå áóäåò ñôåðè÷åñêîé. Çíà÷èò, ïðåîáðàçîâà-
íèå Ãàëèëåÿ äîëæíî áûòü óòî÷íåíî ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî ñêîðîñòü ñâåòà ïîñòîÿííîé âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ
ñèñòåìàõ.

Çàïèøåì óòî÷í¼ííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

dr

dt
=
dr′

dt′
+ v. (7.78)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé çàïèñè (7.13), â
ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðàçíîå (!) âðåìÿ.

Ïðè âñåé êàæóùåéñÿ ìàëîñòè ïðîèçâåä¼ííîãî óòî÷íåíèÿ, îíî èìååò
ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå. Ìû îòîøëè îò ïîñòóëàòà àáñîëþòíîãî âðåìåíè.
Ñîãëàñíî Ãàëèëåþ ðåàëüíîñòü ó âñåõ îäíà, à ïðè òàêîì óòî÷íåíèè êàæäàÿ
ñèñòåìà èìååò ñâî¼ ñîáñòâåííîå âðåìÿ.

Ïîñòóëàò, ÷òî ñâîéñòâà âðåìåíè ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè îò ñèñòåìû
îòñ÷¼òà � âðåìÿ îäíî äëÿ âñåõ ñèñòåì îòñ÷¼òà, íàñòîëüêî íàì ïðèâû÷åí,
÷òî äàæå íå îãîâàðèâàëñÿ ïðè ââåäåíèè â óðàâíåíèÿõ âðåìåíè â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà. Ìû íå óäèâèëèñü ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó, òàê êàê äàæå íå çàìå-
òèëè åãî. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà âðåìÿ òå÷¼ò
ïî-ðàçíîìó. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå, ÷òî ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ñî-
áûòèÿìè ïðîø¼ë îïðåäåë¼ííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, òåïåðü ïðèîáðåòàåò
ñìûñë òîëüêî òîãäà, êîãäà óêàçàíî, ê êàêîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ýòî óòâåðæäå-
íèå îòíîñèòñÿ.

Îòêàçàâøèñü îò àáñîëþòíîãî âðåìåíè ìû ïîòåðÿëè îïîðó. ×òîáû ñðàâ-
íèâàòü ðàçëè÷íûå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû íàì íåîáõîäèìî íàéòè íå÷òî àá-
ñîëþòíîå, îäèíàêîâîå âî âñåõ ýòèõ ñèñòåìàõ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà

s2 = c2t2 − r2, (7.79)

íàçûâàåìàÿ èíòåðâàë è ÿâëÿåòñÿ òàêèì èíâàðèàíòîì.
Èíâàðèàíòíîñòü èíòåðâàëà ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ïî-

ñòîÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå ôðîíòà ñôåðè÷åñêîé

âîëíû ñâåòà â ïðîèçâîëüíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ r2
(7.77)
=

c2t2 èëè c2t2 − r2 = 0. Ïðè ýòîì äëÿ ñâåòîâîé âîëíû òàêæå ñïðàâåäëèâî
óðàâíåíèå dr2 = c2 dt2. Òîãäà

c2t2 − r2 = c2t′
2 − r′

2
, (7.80)

c2 dt2 − dr2 = c2 dt′
2 − dr′

2
. (7.81)

Âûðàæåíèÿ (7.80) è (7.81) äëÿ ñâåòà ñïðàâåäëèâû â ëþáîé èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìå. Îäíàêî, åñëè ñêîðîñòü ñâåòà îäèíàêîâà âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ
ñèñòåìàõ c = const, òî ýòè âûðàæåíèÿ äîëæíû áûòü ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî
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äëÿ ñâåòà, íî è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî îáúåêòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îêàæåòñÿ,
÷òî ñêîðîñòü ñâåòà íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, à ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäè-
íàò è âðåìåíè.

Äîïóñòèì òåïåðü, ìû íàáëþäàåì èç íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
îòñ÷¼òà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äâèæóùèåñÿ îòíîñèòåëüíî íàñ ñî ñêîðîñòüþ
v = |v| ÷àñû. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt′ ïîêàæóò ïðè
ýòîì äâèæóùèåñÿ ÷àñû.

Åñëè íàøà èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà íåïîäâèæíà, òî dr = 0. Òîãäà

c2dt2
(7.81)
= c2dt′

2 − dr′
2
= c2dt′

2 − v2dt′
2 èëè dt′ =

dt√
1−

(
v
c

)2 . (7.82)

Äëÿ óäîáñòâà âûáåðåì êîîðäèíàòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñè x è x′

èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì áûëè íàïðàâëåíû âäîëü âåêòîðà ñêîðîñòè v.
Òîãäà dy′ = dz′ = 0, è ìû ìîæåì çàïèñàòü

y = y′, z = z′; (7.83)

dx

dt

(7.78)
=

dx′

dt′
+ v; (7.84)

c2t2 − x2
(7.80)
= c2t′

2 − x′
2
. (7.85)

Îòêóäà ïîëó÷èì

dx′
(7.84)
=

dt′

dt
(dx− v dt)

(7.82)
=

dx− v dt√
1−

(
v
c

)2
è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ çàïèøåì

x′ =
x− vt√
1−

(
v
c

)2 . (7.86)

Êðîìå òîãî, èç óðàâíåíèÿ (7.85) ïîëó÷èì:

c2t2 − x2
(7.86)
= c2t′

2 − (x− vt)2

1−
(
v
c

)2
Îòêóäà ìîæíî çàïèñàòü:

t′ =
t− xv

c2√
1−

(
v
c

)2 . (7.87)

Óðàâíåíèÿ (7.86) è (7.87) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè (ct, x) ñ ìàò-
ðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ ω:

ω =
1√

1−
(
v
c

)2
∥∥∥∥∥∥
1 −v

c

− v

c
1

∥∥∥∥∥∥ èëè

∥∥∥∥∥ ct′x′
∥∥∥∥∥ = ω

∥∥∥∥∥ ctx
∥∥∥∥∥ . (7.88)
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî detω = 1.
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåìíîãèì îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîãî, à èìåííî

çíàêîì ïðè âåëè÷èíå îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè

ω−1 =
1√

1−
(
v
c

)2
∥∥∥∥∥∥
1

v

c
v

c
1

∥∥∥∥∥∥ , detω−1 = 1; (7.89)

÷òî âïîëíå ëîãè÷íî, òàê êàê â ïðîòèâîïîëîæíîé ñèñòåìå âåêòîð îòíîñèòåëü-
íîé ñêîðîñòè âèäèòñÿ çåðêàëüíî ïåðåâ¼ðíóòûì. Òàêèì îáðàçîì, îáå ñèñòåìû
îïåðèðóþò îäíèì è òåì æå ïðåîáðàçîâàíèåì.

Óðàâíåíèÿ (7.83), (7.86) è (7.87) îáðàçóþò ñèñòåìó, êîòîðóþ íàçûâàþò
ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà.

Îòìåòèì äâà èçâåñòíûõ ñëåäñòâèÿ èç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

• Èç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ñëåäóåò, ÷òî íåâîçìîæíà îòíîñèòåëüíàÿ
ñêîðîñòü áîëüøå c, òàê êàê ïðè v > c ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äà¼ò
ìíèìûå êîîðäèíàòû.

• Â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå áóäåò ïðîèñõîäèòü êàæóùååñÿ ¾ðàñòÿæåíèå
âðåìåíè¿ è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæóùååñÿ ¾ñæàòèå äëèíû¿ îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé ñèñòåìû, íàçâàííûå ýôôåêòîì Ëîðåíöà�Ôèöäæåðàëüäà.

Íà ñàìîì äåëå âñå ëîðåíöîâû ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû, è ìû íå ìîæåì
ðàçëè÷èòü íåïîäâèæíóþ è ðàâíîìåðíî äâèæóùóþñÿ ñèñòåìû. Ïîýòî-
ìó áóäåò íåâåðíûì âñëåä çà ìíîãî÷èñëåííûìè ôàíòàñòàìè óòâåð-
æäàòü, íàïðèìåð, ÷òî åñëè êîñìè÷åñêèé êîðàáëü äâèæåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ÿêîáû ¾íåïîäâèæíîé¿ Çåìëè, òî íà êîðàáëå âðåìÿ òå÷¼ò ìåä-
ëåííåå çåìíîãî. Ïîäîáíûå íåâåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (êòî îòíîñèòåëüíî
êîãî äâèæåòñÿ) ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì òîãî, êàê ïîïóëÿðèçàöèÿ íàóêè
ïðèâîäèò ê óñòîé÷èâûì, íî îøèáî÷íûì ìèôàì.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

cosφ =
1√

1−
(
v
c

)2 , sinφ =
iv
c√

1−
(
v
c

)2 ,
ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (7.87), (7.86) è (7.83) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ict′ = ict cosφ− x sinφ,

x′ = ict sinφ+ x cosφ,

y′ = y,

z′ = z;

èëè

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
ict′

x′

y′

z′

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
cosφ − sinφ 0 0

sinφ cosφ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
ict

x

y

z

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .
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Òàêèì îáðàçîì, óòî÷í¼ííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ (7.78) ïðè ñîáëþ-
äåíèè óñëîâèé (7.80) è (7.81) åñòü ñîáñòâåííîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå (2.87) ÷åòûð¼õìåðíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà ñ êîîðäèíàòàìè ct, x, y, z, à èìåí-
íî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò â ïëîñêîñòè (ct, x) íà óãîë φ. Î÷åâèäíî, ÷òî
óãîë φ ìíèìûé, òàê êàê cosφ > 1.

Â ïðèâû÷íîì íàì ìèðå âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàç-
ëè÷íûå ñóùíîñòè. Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè èñïîëüçîâàëà ãåîìåòðè÷åñêèå
èäåè ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðèñîåäèíèâ ê òð¼ì ïðîñòðàíñòâåííûì
îñÿì åù¼ è îñü âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå ïðîøëîå, íàñòîÿùåå è áóäóùåå îáú-
åêòà ñîñóùåñòâóþò âìåñòå.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Ïàðàäîêñàëüíîå ñîõðàíåíèå ñêîðîñòè ñâåòà
îòíîñèòåëüíî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì, äàæå êîãäà ìû ïûòàåìñÿ äîãíàòü
ñâåò, äâèãàÿñü ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ, ñ ôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ îêàçûâàåòñÿ îáû÷íûì âðàùåíèåì ñèñòåìû êîîðäèíàò â ÷åòûð¼õìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå.

×åòûð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (ct, x, y, z) íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâî Ìèí-
êîâñêîãî. Èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî íàçûâàþò ëî-
ðåíöîâîé ñèñòåìîé èëè ñèñòåìîé Ëîðåíöà.

Áåñêîíå÷íî ìàëûé èíòåðâàë c2 dt2 − dr2 (7.81) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
äëÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì è ïîýòîìó ìîæåò áûòü âûáðàí â êà÷åñòâå
ìåòðèêè â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Íî åñëè äëÿ ñâåòà ýòî âûðàæåíèå
ðàâíî íóëþ, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâîáîäíîãî îáúåêòà ìåòðèêà îòëè÷íà îò
íóëÿ è íàçûâàåòñÿ ìèðîâûì ñêàëÿðîì:

ds2 = c2dτ2 = c2 dt2 − dr2. (7.90)

Äîïóñòèì, ÷òî ìû íàáëþäàåì èç äâèæóùåéñÿ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
çà íåïîäâèæíûìè ÷àñàìè. Â ñâÿçàííîé ñ ÷àñàìè ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷àñû
ïîêîÿòñÿ, ò.å. dr′ = 0 è dt′ = dτ . Òîãäà

c2dτ2
(7.81)
= c2dt2 − dr2 = c2dt2 − v2dt2 èëè dτ = dt

√
1−

(v
c

)2
. (7.91)

Âðåìÿ, îòñ÷èòûâàåìîå ïî ÷àñàì, äâèæóùèìñÿ âìåñòå ñ äàííûì îáúåê-
òîì, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì τ îáúåêòà, êîòîðîå, êàê ìû âèäèì,
âñåãäà ìåíüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàì âñåãäà êàæåòñÿ, ÷òî äâèæóùèåñÿ îòíîñè-
òåëüíî íàñ ÷àñû èäóò ìåäëåííåå íåïîäâèæíûõ.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: òî÷êà ïðî-
ñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî îïèñûâàåò ñîáûòèå, ïðîèñõîäÿùåå ñ îáúåêòîì (÷à-
ñòèöåé) â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè τ . Ñîáûòèå, ïðîèñõîäÿùåå ïî ñîáñòâåí-
íîìó âðåìåíè îáúåêòà τ , íàçûâàåòñÿ ìèðîâîé òî÷êîé, à ñîâîêóïíîñòü ìè-
ðîâûõ òî÷åê, èëè òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî � ìè-

ðîâîé ëèíèåé îáúåêòà, èëè ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì âñåõ ñîáûòèé ñóùåñòâî-
âàíèÿ îáúåêòà.

Âñÿêîé ÷àñòèöå ñîîòâåòñòâóåò ìèðîâàÿ ëèíèÿ, òî÷êè êîòîðîé îïðåäåëÿ-
þò êîîðäèíàòû ÷àñòèöû âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè. Íàïðèìåð, ïðîìåæóòîê

287



âðåìåíè, ïîêàçûâàåìûé ÷àñàìè, ðàâåí èíòåãðàëó

τ2 − τ1
(7.90)
=

1

c

w
ds

(7.91)
=

t2w
t1

dt

√
1−

(v
c

)2
, (7.92)

âçÿòîìó âäîëü ìèðîâîé ëèíèè ýòèõ ÷àñîâ.
Åñëè ÷àñû íåïîäâèæíû, òî èõ ìèðîâàÿ ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ïàðàë-

ëåëüíîé îñè âðåìåíè; åñëè æå ÷àñû ñîâåðøàþò íåðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî
çàìêíóòîìó ïóòè, òî èõ ìèðîâàÿ ëèíèÿ áóäåò ÷åòûð¼õìåðíîé êðèâîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè íà ïðÿìîé ìèðîâîé ëèíèè íåïîäâèæíûõ ÷àñîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëó è êîíöó äâèæåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîêîÿùèåñÿ
÷àñû ïîêàçûâàþò âñåãäà áîëüøèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ÷åì äâèæóùèåñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë

r
ds, âçÿòûé ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè ìèðîâûìè

òî÷êàìè, èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, åñëè îí áåðåòñÿ âäîëü ìèðîâîé ëè-
íèè, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ðàçóìååòñÿ, ÷òî ýòè òî÷êè è
ñîåäèíÿþùèå èõ ëèíèè òàêîâû, ÷òî âñå ýëåìåíòû ds âäîëü ëèíèé âðåìåííî-
ïîäîáíûå.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ds èìååò ìàêñèìóì âäîëü ìèðîâîé ëèíèè, à
äåéñòâèå S äîëæíî èìåòü ìèíèìóì. Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü, êàê âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ óêàçàííîìó èíòåãðàëó è âçÿòóþ
ñ îáðàòíûì çíàêîì:

t2w
t1

Ldt
(5.75)
= S = −α

w
ds

(7.92)
= −αc

t2w
t1

dt

√
1−

(v
c

)2
, (7.93)

ãäå α � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò.
Òîãäà äëÿ v ≪ c:

L = −αc
√
1−

(v
c

)2
≈ −αc+ αv2

2c
.

Ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè, à çíà÷èò, íå âíîñèò
íèêàêèõ èçìåíåíèé â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Òîãäà, ñðàâíèâàÿ âòîðîé ÷ëåí ñ
êëàññè÷åñêèì âûðàæåíèåì ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ ñâîáîäíî äâèæóùåãîñÿ

îáúåêòà (ñ íóëåâîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé): L = T
(7.11)
= mv2

2 , íåòðóäíî
îïðåäåëèòü íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò: α = mc.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âèä ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñâî-
áîäíî äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà:

L = −mc2
√
1−

(v
c

)2
. (7.94)

Èìïóëüñîì íàçûâàåòñÿ, êàê èçâåñòíî, âåêòîð

p
(7.3)
=

∂L

∂q̇

(7.94)
=

mv√
1−

(
v
c

)2 . (7.95)
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Ïðè v ≪ c ýòî âûðàæåíèå ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêîå p = mv.
Ýíåðãèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

E
(5.45)
= pv − L

(7.94)
(7.95)
=

mc2√
1−

(
v
c

)2 . (7.96)

Ïðè v ≪ c ïîëó÷àåì E ≈ mc2 + mv2

2 , à ïðè v = 0 â ðåëÿòèâèñòñêîé ìå-
õàíèêå ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, à îñòà¼òñÿ ðàâíîé
E = mc2. Ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò ýíåðãèåé ïîêîÿ ÷àñòèöû.

Èç âûðàæåíèé (7.95) è (7.96) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó
ýíåðãèåé, èìïóëüñîì è ñêîðîñòüþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

p =
Ev

c2
, E2 = p2c2 +m2c4. (7.97)

Ïðè v = c èìïóëüñ è ýíåðãèÿ ÷àñòèöû îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷àñòèöà ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ ìàññîé íå ìîæåò äâèãàòüñÿ ñî
ñêîðîñòüþ ñâåòà. Îäíàêî, ñâåòîâûå ÷àñòèöû (êâàíòû) íå èìåþò ìàññû íî,
äâèãàÿñü ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, èìåþò èìïóëüñ p = E

c .
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âñå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî èìåþò ÷åòâ¼ðòóþ êîìïîíåíòó. ×å-
òûð¼õêîìïîíåíòíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî íàçûâàþò òàêæå
4-âåêòîðû. Îäíèì èç ïðèìåðîâ 4-âåêòîðà ìîæåò ñëóæèòü 4-ðàäèóñ-âåêòîð

x = (ct, r), ãäå x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z. (7.98)

Êâàäðàò âåëè÷èíû âñÿêîãî 4-âåêòîðà a = (a0, a1, a2, a3) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïðîèçâåäåíèå êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè ai è êîíòðàâàðè-
àíòíîãî âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè ai. Ïðè ýòîì

a0 = a0, a1 = −a1, a2 = −a2, a3 = −a3; (7.99)

|a|2 = ai a
i = a0 a

0 + a1 a
1 + a2 a

2 + a3 a
3. (7.100)

Êîìïîíåíòó a0 íàçûâàþò âðåìåííîé, à êîìïîíåíòû a1, a2, a3 � ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè. Ïî îòíîøåíèþ ê ïîâîðîòàì â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
âðåìåííàÿ êîìïîíåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿð, à òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîìïîíåíòû a1, a2, a3 ïî îòíîøåíèþ ê ýòèì ïîâîðîòàì ñîñòàâëÿþò òð¼õ-
ìåðíûé âåêòîð. Ïî îòíîøåíèþ ê çåðêàëüíûì îòðàæåíèÿì â òð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå âðåìåííàÿ êîìïîíåíòà, áóäó÷è ñêàëÿðîì, íå ìåíÿåòñÿ, à ïðî-
ñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû èçìåíÿþò çíàê, ò.å. âåäóò ñåáÿ êàê êîìïîíåíòû
ïîëÿðíîãî (èñòèííîãî) âåêòîðà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû êîíòðàâàðèàíòíîãî 4-
âåêòîðà ìîæíî ïîíèìàòü êàê èñòèííûé âåêòîð â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ñòàíäàðòíîé (ïðàâîé) îðèåíòàöèè, à ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû êîâà-
ðèàíòíîãî 4-âåêòîðà ìîæíî ïîíèìàòü êàê çåðêàëüíîå îòðàæåíèå êîíòðàâà-
ðèàíòíîãî âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâî ëåâîé îðèåíòàöèè. Ñàìî ñîáîé, ÷òî âðå-
ìåííàÿ êîìïîíåíòà, áóäó÷è ñêàëÿðîì, íå ìåíÿåòñÿ ïðè òàêîì çåðêàëüíîì
îòðàæåíèè.
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Ïðîèçâåäåíèå ai ai = ai ai ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì � îíî èíâàðèàíòíî ïî
îòíîøåíèþ ê ëþáûì ïîâîðîòàì ÷åòûð¼õìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòî-
ðûìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.

Íàïðèìåð, êâàäðàò ¾äëèíû¿ 4-ðàäèóñ-âåêòîðà è ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

x2 = xi x
i = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2

(7.79)
= s2, (7.101)

ds2 = c2dτ2
(7.90)
= dxi dx

i. (7.102)

Â îòëè÷èå îò òð¼õìåðíûõ âåêòîðîâ, ó êîòîðûõ êîìïîíåíòû íå çàâèñåëè
äðóã îò äðóãà, êîìïîíåíòû 4-âåêòîðîâ íå íåçàâèñèìû.

Êâàäðàò 4-âåêòîðà ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, îòðèöàòåëüíûì èëè
ðàâíûì íóëþ; â ýòèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò ñîîòâåòñòâåííî î âðåìåííî-ïîäîáíûõ,
ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ è èçîòðîïíûõ (íóëåâûõ ) âåêòîðàõ.

Ðàññìîòðèì äâà ñîáûòèÿ (t1, r1) è (t2, r2), êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â êàêîé-
ëèáî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå â îäíîì è òîì æå ìåñòå. Òîãäà r1 = r2 è
s221 = c2(t2 − t1)

2 > 0, ò.å. èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè âåùåñòâåí-
íûé. Âåùåñòâåííûå èíòåðâàëû íàçûâàþò âðåìåííî-ïîäîáíûìè. Åñëè êàêèå-
íèáóäü äâà ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò ñ îäíèì è òåì æå òåëîì, òî èíòåðâàë ìåæäó
íèìè âñåãäà âðåìåííî-ïîäîáíûé, òàê êàê ñêîðîñòü òåëà íå ìîæåò áûòü áîëü-
øå c, à ïðîéäåííîå ðàñòîÿíèå � áîëüøå c t21.

Åñëè äâà ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò â êàêîé-ëèáî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå â
îäíî è òî æå âðåìÿ, òîãäà t1 = t2 è s221 = −(r2−r1)

2 < 0, ò.å. èíòåðâàë ìåæäó
äâóìÿ îäíîâðåìåííûìè ñîáûòèÿìè ìíèìûé. Ìíèìûå èíòåðâàëû íàçûâàþò
ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûìè.

Ïîäðàçäåëåíèå èíòåðâàëîâ íà âðåìåííî-ïîäîáíûå è ïðîñòðàíñòâåííî-
ïîäîáíûå åñòü, â ñèëó èõ èíâàðèàíòíîñòè, ïîíÿòèå àáñîëþòíîå. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî ñâîéñòâî èíòåðâàëà áûòü ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûì èëè âðåìåííî-
ïîäîáíûì íå çàâèñèò îò ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Î÷åâèäíî, ÷òî 4-ðàäèóñ-âåêòîð x � âðåìåííî-ïîäîáíûé.
Âåêòîð 4-ñêîðîñòè ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí

u =
dx

dτ
èëè ui =

dxi

dτ
: u0 =

c dt

dτ
, u1 =

dx

dτ
, u2 =

dy

dτ
, u3 =

dz

dτ
; (7.103)

ñ ó÷¼òîì (7.91) ïîëó÷àåì

u0 =
c√

1−
(
v
c

)2 (7.96)
=

E

mc
, u1,2,3 =

vx,y,z√
1−

(
v
c

)2 (7.104)

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà 4-ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé

u2 = ui u
i =

c2 − v2x − v2y − v2z

1−
(
v
c

)2 =
c2 − v2

1−
(
v
c

)2 = c2. (7.105)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âåêòîð u òàêæå âðåìåííî-ïîäîáíûé. Òàêèì îáðàçîì,
âñå îáúåêòû âî Âñåëåííîé âñåãäà äâèæóòñÿ â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
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ñ îäíîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ñâåòà, à ñêîðîñòü äâèæåíèÿ îáúåêòà â îáû÷-
íîì ïðîñòðàíñòâå (â çàäàííîé ëîðåíöîâñêîé ñèñòåìå) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî îòðà-
æåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî
¾íåïîäâèæíîãî¿ íàáëþäàòåëÿ.

Äëÿ âåêòîðà 4-èìïóëüñà µ èìååì:

|µ| = m |u| (7.105)= mc : p0 = mu0
(7.104)
=

E

c
, p1,2,3 = mu1,2,3. (7.106)

Ïðè v ≪ c ïîëó÷àåì

u = (c,v); (7.107)

µ =

(
E

c
,p

)
. (7.108)

Òàêèì îáðàçîì â ëþáîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îáùåå êîëè÷åñòâî äâè-
æåíèÿ (èìïóëüñ) è îáùàÿ ýíåðãèÿ ñâîáîäíîãî îáúåêòà ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåí-
òàìè îäíîãî 4-âåêòîðà µ è îáðàçóþò â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
îäèí çàêîí � çàêîí ïîñòîÿíñòâà ýòîãî 4-âåêòîðà. Ñâåò íå èìååò ìàññû è,
ñëåäîâàòåëüíî, èìååò â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà òîëüêî îäíó, ÷åòâ¼ðòóþ, êîì-
ïîíåíòó 4-âåêòîðà èìïóëüñà p = E

c .
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 4-ñêîðîñòè, âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

w =
d2x

dτ2
(7.103)
=

du

dτ
èëè wi =

dui

dτ
(7.109)

ìîæíî íàçâàòü 4-óñêîðåíèåì.
Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (7.105), ïîëó÷àåì

ui w
i + wi u

i = 2wi u
i (ï. 1 íà ñ. 107)

= 0, (7.110)

ò.å. 4-âåêòîðû ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Ñîõðàíåíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ýíåðãèè E
(7.97)
=

√
p2c2 +m2c4 ïðè èçìåíå-

íèè âåëè÷èíû p âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå
ýíåðãèè ïîêîÿ mc2, ò.å. ìàññû ïîêîÿ m. Íàèáîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì ïåðåõîäà
ìàññû â ýíåðãèþ ÿâëÿåòñÿ âçðûâ àòîìíîé áîìáû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè
âçðûâå óìåíüøàåòñÿ ëèøü ìàññà ïîêîÿ è çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ, íî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ è ïîëíàÿ ìàññà ñèñòåìû
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ ïðè âçðûâå òàêæå ñîõðàíÿ-
åòñÿ. Íåñìîòðÿ íà ôàíòàñòè÷åñêîå êîëè÷åñòâî âûäåëÿþùåéñÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, ïîòåðÿ ìàññû áîìáû íå ïðåâûøàåò 0, 1% îò ïåðâîíà÷àëüíîé ìàññû
ïîêîÿ.

Ýéíøòåéí ïðåäëîæèë ñîõðàíèòü äëÿ ëîðåíöîâûõ ñèñòåì ïîñòóëàò ýêâè-
âàëåíòíîñòè, ò.å. èçâåñòíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ (ñîáñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé). Òà-
êèì îáðàçîì, çàêîíû ôèçèêè äîëæíû ñîõðàíÿòü èíâàðèàíòíîñòü èõ ôîðìû
ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, èíâàðèàíòíîñòü ôè-
çè÷åñêîãî çàêîíà îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà òðåáóåò àíàëîãè÷íîñòè (¾êî¿!) èëè
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êîâàðèàíòíîñòè âûðàæàþùåãî åãî óðàâíåíèÿ èçìåíåíèþ áàçèñà âåêòîðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïîíÿòèå ñèëîâîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåêî-
òîðûì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ � âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö.
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü î òîì, ÷òî îäíà ÷àñòèöà äåéñòâóåò íà äðóãóþ,
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÷àñòèöà ñîçäà¼ò âîêðóã ñåáÿ ïîëå; íà âñÿêóþ äðóãóþ
÷àñòèöó, íàõîäÿùóþñÿ â ýòîì ïîëå, äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ñèëà.

Â òåîðèè æå îòíîñèòåëüíîñòè áëàãîäàðÿ êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ. Èç-
ìåíåíèå ïîëîæåíèÿ îäíîé èç ÷àñòèö îòðàæàåòñÿ íà äðóãèõ ÷àñòèöàõ ëèøü
ñïóñòÿ íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ò.å. ìû íå ìîæåì ãîâîðèòü î íåïî-
ñðåäñòâåííîì âçàèìîäåéñòâèè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëå ñàìî ïî ñåáå ñòàíîâèò-
ñÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòüþ, è ìû äîëæíû ãîâîðèòü î âçàìîäåéñòâèè îäíîé
÷àñòèöû ñ ïîëåì è î ïîñëåäóþùåì âçàèìîäåéñòâèè ïîëÿ ñ äðóãîé ÷àñòèöåé.

Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè, âêëþ÷àþùèé ÿâíî âñå ýëåêòðîäèíàìè÷å-
ñêèå è îïòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, áûë, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ââåäåí Àíðè Ïó-
àíêàðå íà÷èíàÿ ñ 1889 ãîäà, êîãäà èì âïåðâûå âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå
î ïðèíöèïèàëüíîé íåíàáëþäàåìîñòè äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýôèðà. Âû-
âîä ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (1904) â ñòàòüå Ëîðåíöà âçàìåí ïðåîáðàçîâà-
íèé Ãàëèëåÿ ñîäåðæàë íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå îøèáêè, òàêæå èñïðàâëåí-
íûå Ïóàíêàðå. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðèíöèï ïîëó÷èë â ñòàòüå Ïóàíêàðå
¾Î äèíàìèêå ýëåêòðîíà¿ (1905).

Äâàäöàòèøåñòèëåòíèé ñêðîìíûé ÷èíîâíèê ïàòåíòíîãî áþðî èç øâåé-
öàðñêîãî ãîðîäà Áåðíà Àëüáåðò Ýéíøòåéí ïîñëàë â íåìåöêèé æóðíàë
Annalen der Physik ñâîþ ñòàòüþ ¾Ê ýëåêòðîäèíàìèêå äâèæóùèõñÿ òåë¿
â èþíå 1905 ã. Ýòà ñòàòüÿ íå ñîäåðæàëà íè îäíîé ôîðìóëû, íî, ïåðåâåð-
íóâ ïîñëåäíþþ ñòðàíèöó ðóêîïèñè Ýéíøòåéíà, ðåäàêòîð æóðíàëà Ìàêñ
Ïëàíê ïîíÿë, ÷òî îáùåïðèíÿòûå íàó÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ íèçâåðãíóòû, è
âîçíèêëà íîâàÿ ôèçè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà � ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà (îò
ëàò. relativus � îòíîñèòåëüíûé), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåò çàêîíû äâèæåíèÿ
ïðè ñêîðîñòÿõ, áëèçêèõ ê ñêîðîñòè ñâåòà. Ñìûñë ðàáîòû Ýéíøòåéíà çà-
êëþ÷àëñÿ â òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå î êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âçàèìîäåéñòâèé áûëî äîáàâëåíî ê ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ,
èñõîäÿùåãî èç áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòè èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè äëÿ íîâîé òåîðèè áûëè ñäåëàíû íå Ýéí-
øòåéíîì, à íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ãåðìàíîì Ìèíêîâñêèì, ðàçðàáîòàâøèì
äî ýòîãî ãåîìåòðè÷åñêóþ òåîðèþ ÷èñåë. Â 1907�1909 ãîäàõ Ìèíêîâñêèé âû-
ñòóïèë ñ ðÿäîì ñòàòåé è ëåêöèé, ãäå ïðåäëîæèë òàê íàçûâàåìóþ ¾ãåîìåò-
ðîäèíàìèêó¿ � ÷åòûð¼õìåðíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðåëÿòèâèñòñêîé
ìåõàíèêè. Â 1909 ãîäó âûøëà åãî êíèãà ¾Ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ¿, êîòîðîé
ñóæäåíî áûëî ñòàòü åãî íàó÷íûì çàâåùàíèåì. Ìèíêîâñêèé ââ¼ë ÷åòûð¼õ-
ìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (èçâåñòíîå ñåé÷àñ êàê ïðîñòðàíñòâî
Ìèíêîâñêîãî).

Íàçâàíèå äèñöèïëèíû ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè âîçíèê-
ëî â ðåçóëüòàòå íåóäà÷íîãî áóêâàëüíîãî ïåðåâîäà íåìåöêîãî ñëîâà speziell
� ÷àñòíûé, êîãäà ñòàëî ÿñíî, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà ðàññìàòðèâàåò
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÷àñòíûé ñëó÷àé � ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè â îáëàñòÿõ, ãäå ïîëÿìè
òÿãîòåíèÿ ìîæíî ñ æåëàåìîé òî÷íîñòüþ ïðåíåáðå÷ü.
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Ãëàâà 8

Ýëåêòðîäèíàìè÷åñêàÿ

ñèñòåìà

8.1 Ïåðâîíà÷àëüíûå îïðåäåëåíèÿ

Ýëåêòðîäèíàìèêà � ðàçäåë ôèçèêè, èçó÷àþùèé âçàèìîäåéñòâèå îáúåêòîâ,
èìåþùèõ ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé âåëè÷èíîé, õàðàêòåðèçóþùåé ñâîéñòâà âåùå-
ñòâà â èçó÷àåìîé ñèñòåìå, ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, à â êà÷åñòâå âåê-
òîðíîãî ïîëÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû âûñòóïàåò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.

Çàïèñü ôîðìóë ýëåêòðîäèíàìèêè çàâèñèò (íîðìèðîâî÷íûìè êîýôôè-
öèåíòàìè) îò âûáðàííîé ñèñòåìû ìåð. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàê íàçûâà-
åìîé ãàóññîâîé àáñîëþòíîé ñèñòåìîé åäèíèö (ÑÃÑ).

Ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä � ýòî ñâÿçàííîå ñ òåëîì ñâîéñòâî, ïîçâîëÿþùåå
åìó áûòü èñòî÷íèêîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ó÷àñòâîâàòü â ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ. Â 1729 ãîäó Øàðëü Äþôå óñòàíîâèë, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò äâà ðîäà çàðÿäîâ. Îäèí îáðàçóåòñÿ ïðè òðåíèè ñòåêëà î ø¼ëê, à
äðóãîé � ñìîëû î øåðñòü. Ïîýòîìó Äþôå íàçâàë çàðÿäû ¾ñòåêëÿííûì¿ è
¾ñìîëÿíûì¿. ×èñòî óñëîâíîå ïîíÿòèå î ïîëîæèòåëüíîì (ñòåêëÿííîì) è îò-
ðèöàòåëüíîì (ñìîëÿíîì) çàðÿäå ââ¼ë Áåíäæàìèí Ôðàíêëèí. Çàðÿäû îäíîãî
çíàêà îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà, çàðÿäû ðàçíûõ çíàêîâ ïðèòÿãèâàþòñÿ
ñîçäàâàåìûì èìè ïîëåì.

Ïîä ñâîáîäíûìè çàðÿäàìè ïîíèìàþò, âî-ïåðâûõ, âñå ýëåêòðè÷åñêèå çà-
ðÿäû, êîòîðûå ïîä âëèÿíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ
íà ìàêðîñêîïè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå (ýëåêòðîíû â ìåòàëëàõ, èî-
íû â ãàçàõ è ýëåêòðîëèòàõ è ò.ä.) è, âî-âòîðûõ, çàðÿäû, íàíåñ¼ííûå èçâíå
íà ïîâåðõíîñòü, íàðóøàþùèå å¼ íåéòðàëüíîñòü è ñïîñîáíûå ïåðåìåùàòüñÿ
ïî ïîâåðõíîñòè íà ìàêðîñêîïè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ. Ïîýòîìó â çàâèñèìîñòè
îò êîíôèãóðàöèè ïðîñòðàíñòâà ýëåêòðè÷åñêîé ñèñòåìû â íåé ìîãóò ïðè-
ñóòñòâîâàòü îáú¼ìíûå è ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäû.

Îáú¼ìíûå çàðÿäû õàðàêòåðèçóþòñÿ îáú¼ìíîé ïëîòíîñòüþ ρ, êîòîðàÿ
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â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì (ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñêàëÿðíîå ïîëå).

Ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäû õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ

ϱ, êîòîðàÿ íà äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, íà-
ïðàâëåííûì ïî íîðìàëè ê ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè.

Åñëè ρ è ϱ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t ÿâíî, òî ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ â
ïðîñòðàíñòâå îñòà¼òñÿ ñòàöèîíàðíûì. Òàêèå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì
ýëåêòðîñòàòèêè � ó÷åíèÿ î âçàèìîäåéñòâèè íåïîäâèæíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ
çàðÿäîâ.

Èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà (àíàëîãè÷íî ìàñ-
ñå (7.27) m =

t
V
ρ dV ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûé çàðÿä q:

q =
y
V

ρ dV +
x
S

ϱ dσ. (8.1)

Äëÿ ñèñòåìû èç k òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ e1, . . . , ek ïëîòíîñòü çàðÿäà çàïè-
ñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè δ-ôóíêöèè Äèðàêà:

ρ(r)
(7.9)
=

k∑
i=1

ei δ(r− ri). (8.2)

Ýëåêòðè÷åñêèé òîê � íàïðàâëåííîå äâèæåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ,
õîòÿ áîëåå êîððåêòíî ãîâîðèòü î äâèæåíèè íîñèòåëåé ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿ-
äîâ (ýëåêòðîíîâ, èîíîâ, äûðîê è ò.ä.). Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðè÷åñêèé òîê
� ýòî äâèæóùèéñÿ çàðÿä, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ òîêà â
äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà:

j = ρv, (8.3)

ãäå v � ñêîðîñòü ñâîáîäíîãî çàðÿäà.

Ïëîòíîñòü òîêà � ýòî ïîòîê çàðÿæåííîãî âåùåñòâà.
Çàïèñàâ äëÿ ýòîãî ïîòîêà óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (4.65) ìû ïîëó÷àåì

çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà ýëåêòðè÷åñòâà:

div j+
∂ρ

∂t
= 0 èëè

{
S

j dσ = − ∂

∂t

y
V

ρ dV. (8.4)

Èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ÿâëÿåòñÿ ñèëà òî-
êà J , îïðåäåëÿåìàÿ êàê ïîòîê (4.57) âåêòîðà j ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S:

J =
x
S

j dσ
(4.65)
= −∂q

∂t
. (8.5)

Ïîýòîìó êîëè÷åñòâåííî ïëîòíîñòü òîêà j � ýòî êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷å-
ñêîãî çàðÿäà, ïðîòåêàþùåå â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîãî òîêó ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà.

Â ýëåêòðîäèíàìèêå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ëèíåéíîãî òîêà, ðàçìåðû ëþ-
áîãî ñå÷åíèÿ S êîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì îò
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ýòîãî ñå÷åíèÿ äî ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê ïîëÿ. Ïðè ïåðåõîäå îò ðàññìîò-
ðåíèÿ òîêîâ êîíå÷íîãî ñå÷åíèÿ ê ëèíåéíûì òîêàì è îáðàòíî óðàâíåíèÿ ñ
èíòåãðèðîâàíèåì ïëîòíîñòè òîêà ïî îáú¼ìó âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü óðàâ-
íåíèÿìè ñ èíòåãðèðîâàíèåì ëèíåéíîãî òîêà ïî äëèíå:

J
z
C

Ψ dr ⇔
y
V

Ψ j dV, (8.6)

ãäå Ψ ìîæåò áûòü ëþáîé ñêàëÿðíîé èëè âåêòîðíîé ôóíêöèåé òî÷êè.

Ïîä ïëîòíîñòüþ i ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ, â îòëè÷èå îò ïëîòíîñòè j òî-
êîâ îáú¼ìíûõ, ïîíèìàþò êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà, ïðîòåêàþùåãî â åäè-
íèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðíîãî òîêó îòðåçêà, ðàñ-
ïîëîæåííîãî íà ïîâåðõíîñòè, ïî êîòîðîé òå÷¼ò òîê. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè
ïåðåõîäå îò îáú¼ìíûõ òîêîâ ê ïîâåðõíîñòíûì è îáðàòíî óðàâíåíèÿ ñ èíòå-
ãðèðîâàíèåì ïëîòíîñòè òîêà ïî îáú¼ìó âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü óðàâíåíèÿ-
ìè ñ èíòåãðèðîâàíèåì òîêà ïî ïîâåðõíîñòè:x

S

Ψ i dσ ⇔
y
V

Ψ j dV, (8.7)

ãäå Ψ ìîæåò áûòü ëþáîé ñêàëÿðíîé èëè âåêòîðíîé ôóíêöèåé òî÷êè.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå èìååò äâå ñîñòàâëÿþùèõ � ýëåêòðè÷åñêîå ïî-
ëå è ìàãíèòíîå ïîëå. Âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàçûâàþò íàïðÿæ¼ííî-

ñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è îáîçíà÷àþò E. Âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàçû-
âàþò íàïðÿæ¼ííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è îáîçíà÷àþò H.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå � âåêòîðíîå ïîëå, äåéñòâóþùåå íà çàðÿäû íåçà-
âèñèìî îò èõ ñêîðîñòåé. Ìàãíèòíîå ïîëå � âåêòîðíîå ïîëå, äåéñòâóþùåå
òîëüêî íà äâèæóùèåñÿ çàðÿäû (òîêè) è íà òåëà, îáëàäàþùèå ìàãíèòíûì
ìîìåíòîì (ñì. 8.19, 8.20). Íà íåïîäâèæíûå çàðÿäû ìàãíèòíîå ïîëå íå äåé-
ñòâóåò. Òåðìèí ìàãíèòíîå ïîëå ââåä¼í Ì. Ôàðàäååì (1845).

Îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ñ îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàìè ïðèíÿòî íàçûâàòü
ñðåäîé. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ñðåäû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â ïðåäåëàõ îäíîé ñðåäû âåùåñòâî íàõîäèòñÿ â îäíîì ôèçè÷å-
ñêîì ñîñòîÿíèè.

Îáû÷íî â ýëåêòðîäèíàìèêå ðàçëè÷àþò ÷åòûðå îñíîâíûõ âèäà ñðåäû:
âàêóóì, ïðîâîäíèê, äèýëåêòðèê è ìàãíåòèê.

Âàêóóì (îò ëàò. vacuum � ïóñòîòà) � â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, ñðåäà,
ñîäåðæàùàÿ òîëüêî òî÷å÷íûå îáúåêòû ðàññìàòðèâàåìîé ýëåêòðîäèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû.

Ïðîâîäíèê � âåùåñòâî, ïðîâîäÿùåå ýëåêòðè÷åñêèé òîê. Âîçíèêíîâå-
íèå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà îáóñëîâëåíî äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà
èìåþùèåñÿ â ïðîâîäíèêå ñâîáîäíûå ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû. Âîçíèêíîâåíèå
ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ â ïðîâîäíèêå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ÷àñòü ýëåêòðîíîâ,
âõîäÿùèõ â ñîñòàâ åãî àòîìîâ, îòùåïëÿåòñÿ îò ýòèõ àòîìîâ.

Ïëîòíîñòü òîêà j â äàííîé òî÷êå ïðîâîäíèêà áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà
íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ E â ýòîé òî÷êå:

j = ϕE, (8.8)
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ãäå ϕ � ýëåêòðîïðîâîäíîñòü (óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü) ïðîâîäíèêà,
λ = 1

ϕ � óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà.
Åñëè â êàêîé-ëèáî òî÷êå âíóòðè ïðîâîäíèêà íàïðÿæ¼ííîñòü âíåøíåãî

(ïî îòíîøåíèþ ê çàðÿäàì ïðîâîäíèêà) ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E áóäåò îò-
ëè÷íà îò íóëÿ, òî ñîãëàñíî (8.8) â ïðîâîäíèêå âîçíèêíåò ýëåêòðè÷åñêèé
òîê, ò.å. äâèæåíèå ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ. Ýòî äâèæåíèå áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ
äî òåõ ïîð, ïîêà ïîëå ñîáñòâåííûõ çàðÿäîâ ïðîâîäíèêà, ïåðåðàñïðåäåëèâ-
øèõñÿ ïî îáú¼ìó ïðîâîäíèêà, íå ñêîìïåíñèðóåò âíåøíåãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì
â îäíîé ÷àñòè ïðîâîäíèêà îêàçûâàþòñÿ çàðÿäû îäíîãî çíàêà, à â äðóãîé �
ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà.

Çàðÿäû îäíîãî çíàêà, áëàãîäàðÿ âçàèìíîìó îòòàëêèâàíèþ, ñîñðåäîòà-
÷èâàþòñÿ â òîíêîì ïîâåðõíîñòíîì ñëîå, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî
òîíêèì. Ïðè ýòîì íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ñèëû
íåýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, ïðåïÿòñòâóþùèå âûõîäó ñâîáîäíûõ
çàðÿäîâ çà ïðåäåëû ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà.

Ïîýòîìó â ñîñòîÿíèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ � ñ ïîñòîÿí-
íîé êîíôèãóðàöèåé ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è ïîëÿ � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
âíóòðè ïðîâîäíèêà ðàâíî íóëþ, à çàðÿäû ïðîâîäíèêà ñîñðåäîòî÷åíû â åãî
ïîâåðõíîñòíîì ñëîå.

Â óðàâíåíèè (8.8) ê íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íóæíî äîáà-
âèòü íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ ñèë íåýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ Eñòð,
îáóñëîâëåííûõ õèìè÷åñêîé è ôèçè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòüþ ïðîâîäíèêîâ.
Òàêîâû ñèëû, âîçíèêàþùèå ïðè ñîïðèêîñíîâåíèè ïðîâîäíèêîâ ðàçëè÷íîãî
õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà (ãàëüâàíè÷åñêèé ýëåìåíò, àêêóìóëÿòîð) èëè ðàçëè÷-
íîé òåìïåðàòóðû (òåðìîýëåìåíò), ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè â
ðàñòâîðå ýëåêòðîëèòà (êîíöåíòðàöèîííûé ãàëüâàíè÷åñêèé ýëåìåíò) è ò.ä.

j = ϕ (E+Eñòð) . (8.9)

Äèýëåêòðèê � âåùåñòâî, ïëîõî ïðîâîäÿùåå èëè ñîâñåì íå ïðîâîäÿùåå
ýëåêòðè÷åñêèé òîê (íå ñîäåðæàùåå ñâîáîäíûå çàðÿäû).

Â äèýëåêòðèêå ïîä âîçäåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿäû íå ñðû-
âàþòñÿ, êàê â ïðîâîäíèêå, ïîëåì ñî ñâîèõ ìåñò, à ëèøü ñìåùàþòñÿ â ïðîòè-
âîïîëîæíûå ñòîðîíû � ìîëåêóëà äåôîðìèðóåòñÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèñõîäèò
ïîëÿðèçàöèÿ äèýëåêòðèêà.

Ïîýòîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü âîçäåéñòâèå ïîëÿ íà äèýëåêòðèê, íóæíî
ïðåæäå âñåãî íàéòè óäîáíóþ êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàñïðåäåëå-
íèÿ çàðÿäîâ â ëþáîé, â öåëîì íåéòðàëüíîé ñèñòåìå. Òàêîé õàðàêòåðèñòè-
êîé íåéòðàëüíîé ñèñòåìû çàðÿäîâ ñëóæèò ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò ýòîé ñè-
ñòåìû, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî óìíîæåííîìó íà ìàññó ðàäèóñ-
âåêòîðó ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (7.28) r = 1

m

t
V
ρ(r) r dV ïî ôîðìóëå:

d =
y
V

ρ(r) r dV. (8.10)

Ñèñòåìà ïðåäïîëàãàåòñÿ â öåëîì ýëåêòðîíåéòðàëüíîéy
V

ρ(r) dV = 0, (8.11)
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èáî ëèøü ïðè ýòîì óñëîâèè çíà÷åíèå âåêòîðà d îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäîâ ρ è íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñìåñòèòü íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïðîèçâîëüíûé îò-
ðåçîê a, òî íîâûé ðàäèóñ-âåêòîð èìååò çíà÷åíèå r′ = r− a, òîãäày

V

ρ r′ dV =
y
V

ρ (r− a) dV =
y
V

ρ r dV − a
y
V

ρ dV
(8.11)
=

y
V

ρ r dV.

Ñìåù¼ííûå çàðÿäû ýëåêòðîíåéòðàëüíîé ìîëåêóëû ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê äèïîëü � èäåàëèçèðîâàííóþ ýëåêòðîíåéòðàëüíóþ ñèñòåìó, ñîñòî-
ÿùóþ èç òî÷å÷íûõ è ðàâíûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîëîæèòåëüíîãî è
îòðèöàòåëüíîãî ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ e è − e, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè r±e äðóã îò äðóãà, ïðè÷¼ì âåêòîð r±e íàïðàâëåí îò îòðèöàòåëüíîãî
çàðÿäà ê ïîëîæèòåëüíîìó (ðèñ. 8.1).

Äëÿ â öåëîì ýëåêòðîíåéòðàëüíîé ñèñòåìû èç 2k òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ
e1,− e1, . . . , ek,− ek ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d

(8.2)
(4.110)
=

k∑
i=1

{ei rei − ei r−ei}. (8.12)

d

− e

e

r−e re = r−e + r±e

r±e

������:

A
A
A
A
A
A
AK

�
�
�
�
�
�
�
���t t

Ðèñ. 8.1: Äèïîëü

Òàêèå çàðÿäû íåéòðàëüíûõ ìî-
ëåêóë è èîíîâ òâ¼ðäûõ äèýëåêòðè-
êîâ, çàêðåïë¼ííûå âáëèçè îïðåäå-
ë¼ííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è
ñìåù¼ííûå ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ, íàçûâàþò ñâÿçàííûìè
çàðÿäàìè.

Äëÿ ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ èñïîëü-
çóþò èíäåêñ ñâÿç, à äëÿ ñâîáîäíûõ
çàðÿäîâ èíäåêñà íå èñïîëüçóþò.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïîâåðõíî-
ñòåé ðàçäåëà ìåæäó ðàçëè÷íûìè
äèýëåêòðèêàìè è ðàçëè÷íìè ñðåäà-
ìè (íà ãðàíèöå äâóõ ðàçíûõ ñðåä ñ
ðàçíûìè âåëè÷èíàìè äèýëåêòðè÷å-
ñêîé ïðîíèöàåìîñòè) ïîìèìî îáúåìíûõ âîçíèêàþò ïîâåðõíîñòíûå ñâÿçàí-
íûå çàðÿäû. Ïîýòîìó ñâÿçàííûå çàðÿäû, ïî àíàëîãèè ñî ñâîáîäíûìè çàðÿ-
äàìè, ðàçäåëÿþò íà îáú¼ìíûå çàðÿäû ñ ïëîòíîñòüþ ρñâÿç è ïîâåðõíîñòíûå
çàðÿäû ñ ïëîòíîñòüþ ϱñâÿç.

Ïðè ýòîì çàðÿäû, íàíåñ¼ííûå èçâíå íà ïîâåðõíîñòü äèýëåêòðèêîâ è
íàðóøàþùèå èõ íåéòðàëüíîñòü, ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè çàðÿäàìè.

Ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò äèïîëÿ (ðèñ. 8.1) ðàâåí:

d±e = e r±e. (8.13)

Äîêàçàòåëüñòâî

d±e
(8.12)
= e re − e r−e

ðèñ. 8.1
= e(r−e + r±e)− e r−e = e r±e. (8.14)

299



Ïîëå ïîëÿðèçîâàííûõ äèýëåêòðèêîâ, êàê è âñÿêîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå,
ñîçäà¼òñÿ âîçíèêøèìè â äèýëåêòðèêå äèïîëÿìè, ïîýòîìó àíàëîãè÷íî ñèñòå-
ìå äèïîëåé äèýëåêòðèê õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ýëåêòðè÷åñêèì ìîìåíòîì d.

Ïîëÿðèçàöèåé äèýëåêòðèêà P = ∂d
∂V íàçûâàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò

åäèíèöû åãî îáú¼ìà.
Äëÿ áîëüøèíñòâà äèýëåêòðèêîâ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äèýëåêòðèêà (ñî-

îòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé ïîëÿðèçàöèþ äèýëåêòðèêà è íàïðÿ-
æ¼ííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

P = αE, (8.15)

ãäå α � óäåëüíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü.
Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ñðåäå äèýëåêòðèêà îáû÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ äâó-

ìÿ èñòèííûìè èëè ïîëÿðíûìè âåêòîðàìè � ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèåé D è
íàïðÿæ¼ííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E.

Ýòî ðàçëè÷èå âîçíèêàåò èìåííî èç-çà ñðåäû. Â ñðåäå áåç äèýëåêòðèêîâ
(â âàêóóìå) D = E.

Ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ è ïîëÿðèçàöèè ñ êîýôôèöèåíòîì ðàçìåðíîñòè 4π:

D = E+ 4πP. (8.16)

Î÷åíü ÷àñòî, äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî óäîáñòâà â ðàñ÷¼òàõ äèýëåêòðèêîâ äè-
ýëåêòðè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðî-

íèöàåìîñòü ñðåäû ε

ε = 1 + 4πα, òîãäà D = εE. (8.17)

Ìàãíåòèê � âåùåñòâî, ñïîñîáíîå íàìàãíè÷èâàòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ.

Ïîäîáíî òîìó, êàê âíåñåíèå äèýëåêòðèêîâ â ïîëå ñâîáîäíûõ ýëåêòðè-
÷åñêèõ çàðÿäîâ âûçûâàåò èçìåíåíèå ýòîãî ïîëÿ, îáóñëàâëèâàþùååñÿ ïîëÿ-
ðèçàöèåé äèýëåêòðèêà, òàê è âíåñåíèå ìàãíåòèêîâ â ìàãíèòíîå ïîëå òîêîâ
âûçûâàåò èçìåíåíèå ýòîãî ïîëÿ, îáóñëîâëèâàåìîå íàìàãíè÷èâàíèåì ìàãíå-
òèêà. Ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìàãíåòèêå âîçíèêàåò öèðêóëÿöèÿ
ìîëåêóëÿðíûõ òîêîâ, õîòÿ ïëîòíîñòü òîêà â òàêîé ñðåäå ðàâíà íóëþ, è íè-
êàêîãî ïåðåíîñà çàðÿäà íà ìàêðîñêîïè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ íå ïðîèñõîäèò.

Íî åñëè äèýëåêòðèêè äåïîëÿðèçóþòñÿ ïðè èñ÷åçíîâåíèè âíåøíåãî ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ, òî ïî èñ÷åçíîâåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàçìàãíè÷èâàåòñÿ
ëèøü ÷àñòü ìàãíåòèêîâ. Ñóùåñòâóåò êëàññ ìàãíåòèêîâ, òàê íàçûâàåìûå
ôåððîìàãíåòèêè èëè ïîñòîÿííûå ìàãíèòû, ñïîñîáíûå îñòàâàòüñÿ íàìàãíè-
÷åííûìè è ïîñëå èñ÷åçíîâåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

×òîáû îïðåäåëèòü âîçäåéñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ìàãíåòèê íóæíî,
ïîäîáíî äèýëåêòðèêàì, ïðåæäå âñåãî íàéòè óäîáíóþ êîëè÷åñòâåííóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó ðàñïðåäåëåíèÿ òîêîâ.

Ìàãíèòíûé ìîìåíò m ñèñòåìû òîêîâ âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî êèíå-
òè÷åñêîìó ìîìåíòó ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (7.42) L =

t
V
(r × j) dV . Çà-

ïèøåì ôîðìóëû ìàãíèòíîãî ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, êîãäà
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çàìêíóòûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê ïëîòíîñòè j òå÷¼ò â îãðàíè÷åííîì îáú¼ìå
V (êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò â òîì ÷èñëå è ìàãíåòèêó), à òàêæå è äëÿ ñëó-
÷àÿ ýëåìåíòà òîêà J dr, ñîîòâåòñòâóåùåãî ó÷àñòêó dr òîíêîãî çàìêíóòîãî
ïðîâîäíèêà C ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé òîêà J :

m =
1

2 c

n∑
i=1

ei(ri × vi), (8.18)

m =
1

2 c

y
V

(r× j) dV, (8.19)

m
(8.6)
=

J

2 c

z
C

r× dr. (8.20)

Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíûé ìîìåíò � ýòî àêñèàëüíûé âåêòîð.
Ïîëå íàìàãíè÷åííûõ ìàãíåòèêîâ, êàê è âñÿêîå ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäà-

¼òñÿ öèðêóëèðóþùèìè â ìàãíåòèêå ýëåêòðè÷åñêèìè òîêàìè, ïîýòîìó àíà-
ëîãè÷íî ñèñòåìå òîêîâ ìàãíåòèê õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ìàãíèòíûì ìîìåí-
òîì.

Íàìàãíè÷åííîñòüþ ìàãíåòèêà M = ∂m
∂V íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíûé ìî-

ìåíò åäèíèöû åãî îáú¼ìà.
Ìàãíèòíîå ïîëå â ñðåäå ìàãíåòèêà îáû÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ïñåâ-

äîâåêòîðàìè èëè àêñèàëüíûìè âåêòîðàìè � ìàãíèòíîé èíäóêöèåé B è íà-
ïðÿæ¼ííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ H.

Ýòî ðàçëè÷èå âîçíèêàåò èìåííî èç-çà ñðåäû. Â ñðåäå áåç ìàãíåòèêîâ (â
âàêóóìå) B = H.

Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ B ñêëàäûâàåòñÿ èç íàïðÿæ¼ííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ è íàìàãíè÷åííîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì ðàçìåðíîñòè 4π:

B = H+ 4πM. (8.21)

Â áîëüøèíñòâå íåôåððîìàãíèòíûõ ñðåä óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìàãíåòè-
êà (ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé íàìàãíè÷åííîñòü ìàãíåòèêà è
íàïðÿæ¼ííîñòü âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

M = χH, (8.22)

ãäå χ � óäåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü.
Î÷åíü ÷àñòî, äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî óäîáñòâà â ðàñ÷¼òàõ ìàãíåòèêîâ ìàã-

íèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü

ñðåäû µ

µ = 1 + 4πχ, òîãäà B = µH. (8.23)

Õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà ñðåäû âåëè÷èíû ε, µ è ϕ ñ÷èòàþòñÿ çàäàí-
íûìè ôóíêöèÿìè òî÷êè, îò âðåìåíè íå çàâèñÿùèìè, ñòîðîííèå æå ñèëû
ñðåäû Eñòð ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè òî÷êè è âðåìåíè.
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8.2 Ïîòåíöèàëû ïîëÿ

Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñâîéñòâà ÷àñòèöû â îòíîøåíèè å¼ âçà-
èìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì îïðåäåëÿþòñÿ âñåãî îäíèì ïàðà-
ìåòðîì � å¼ çàðÿäîì e. Ñâîéñòâà æå ïîëÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ âåëè÷è-
íàìè, ñêàëÿðíîé è âåêòîðíîé: ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó φ íàçûâàþò ñêàëÿðíûì
ïîòåíöèàëîì ïîëÿ, à âåêòîðíóþ âåëè÷èíó A = (Ax, Ay, Az), íàçûâàþò âåê-
òîðíûì ïîòåíöèàëîì ïîëÿ.

Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φ ñîçäàþò èìåþùèåñÿ â ñèñòåìå ñêàëÿðíûå âå-
ëè÷èíû � çàðÿäû, à âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A ñîçäàþò èìåþùèåñÿ â ñèñòåìå
âåêòîðíûå âåëè÷èíû � òîêè. Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëîâ êàê îäè-
íî÷íîãî çàðÿäà e â âàêóóìå (ε = µ = 1), òàê è ðàñïðåäåë¼ííûõ çàðÿäîâ è
òîêîâ â ýëåêòðîìàãíèòíîé ñðåäå íóæíî ïðîèçâîäèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ âû-
ðàæåíèÿìè (4.90, 4.100):

φ =
e

r
èëè εφ =

y
V

ρ

r
dV +

x
S

ϱ

r
dσ; (8.24)

A =
ev

c r
èëè A =

µJ

c

z
C

dr

r
, A =

µ

c

y
V

j

r
dV ; (8.25)

ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà, íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò, ââåä¼ííûé, ÷òîáû
êîìïåíñèðîâàòü ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè â óðàâíåíèè j = ρv;
r � ðàäèóñ-âåêòîð, ïîñòðîåííûé èç òî÷êè íàõîæäåíèÿ çàðÿäà èëè òîêà,
äî ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, r = |r|.

Ïîòåíöèàëû ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

divA = −εµ
c

∂φ

∂t
. (8.26)

Äîêàçàòåëüñòâî

divA
(8.25)
=

µ

c

y
V

div

(
j

r

)
dV =

(3.178)
=

µ

c

y
V

div j

r
dV +

µ

c

y
V

j grad

(
1

r

)
dV =

(8.4)
(3.172)
= −µ

c

∂

∂t

y
V

ρ

r
dV − µ

c

y
V

j · r
r3

dV

(8.24)
(4.93)
= −εµ

c

∂φ

∂t
.

Âàæíîñòü ïîíÿòèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû çàðÿäîâ d îáóñëàâ-
ëèâàåòñÿ òåì, ÷òî ñèñòåìà íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé
ìàëîñòè å¼ ðàçìåðîâ è ïîòåíöèàë φ ïîëÿ, âîçáóæäàåìîãî ïðîèçâîëüíîé, â
öåëîì íåéòðàëüíîé ñèñòåìîé çàðÿäîâ íà ðàññòîÿíèÿõ áîëüøèõ ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàçìåðàìè ýòîé ñèñòåìû, îïðåäåëÿåòñÿ å¼ ýëåêòðè÷åñêèì ìîìåíòîì.
Àíàëîãè÷íî ýëåêòðè÷åñêîìó ìîìåíòó, âàæíîñòü ïîíÿòèÿ ìàãíèòíîãî ìî-
ìåíòà m îáóñëàâëèâàåòñÿ òåì, ÷òî ñèñòåìà çàìêíóòûõ òîêîâ ïðè óñëîâèè
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äîñòàòî÷íîé ìàëîñòè å¼ ðàçìåðîâ è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A ïîëÿ, âîçáóæ-
äàåìîãî ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìîé çàìêíóòûõ òîêîâ íà ðàññòîÿíèÿõ áîëüøèõ
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè ýòîé ñèñòåìû, îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ å¼
ìàãíèòíûì ìîìåíòîì.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòèõ óòâåðæäåíèé ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷à-
ëîì ãäå-íèáóäü âíóòðè ñèñòåìû íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ ei èëè òîêîâ ei vi.
Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðû îòäåëüíûõ çàðÿäîâ êàê ri, à ðàäèóñ-âåêòîð òî÷-
êè, â êîòîðîé ìû èùåì ïîòåíöèàë, êàê R.

Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ ei äèýëåêòðèêà ñ ýëåêòðè-
÷åñêèì ìîìåíòîì d, íà ðàññòîÿíèÿõ R = |R| ≫ |ri|, áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàçìåðàìè ñèñòåìû, ðàâåí

φ
(8.24)
=

2n∑
i=1

ei
|R− ri|

≈ −d · grad
(
1

R

)
. (8.27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷¼òîì
∑2n
i=1 ei = 0, d =

∑2n
i=1 ei ri ïîëó÷àåì

2n∑
i=1

ei
|R− ri|

(1.33)
=

∑2n
i=1 ei
R

+
2n∑
i=1

ei ri
R

R3
+ . . .

(3.172)
≈ −d · grad

(
1

R

)
.

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ñèñòåìû ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ ìàãíåòèêà ñ ìàã-
íèòíûì ìîìåíòîì m, íà ðàññòîÿíèÿõ áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè
ñèñòåìû ðàâåí

A
(8.25)
=

1

c

n∑
i=1

ei vi
|R− ri|

≈ −m× grad

(
1

R

)
. (8.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàññìîòðåòü ñèñòåìó ñòàöèîíàðíî äâèæóùèõñÿ
çàðÿäîâ, òî ðàäèóñ-âåêòîð êàæäîãî çàðÿäà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò
ïðè óñðåäíåíèè çà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìîæíî ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííûì (ri = const). Òîãäà

n∑
i=1

ei vi =
d

dt

n∑
i=1

ei ri = 0, (8.29)

d

dt

n∑
i=1

ei ri(riR) =
n∑
i=1

ei {vi(riR) + ri(viR)} = 0, (8.30)

èëè

ei vi(riR) = −ei ri(viR). (8.31)
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

1

c

n∑
i=1

ei vi
|R− ri|

(1.33)
=

∑n
i=1 ei vi
cR

+
1

c

n∑
i=1

ei vi(riR)

R3
+ . . . ≈

(8.29)
(8.31)
≈ 1

2 c

n∑
i=1

ei {vi(riR)− ri(viR)}
R3

=

(ï. 5, ñ. 86)
=

1

2 c

n∑
i=1

ei(ri × vi)×
R

R3

(8.18)
(3.172)
= −m× grad

(
1

R

)
.

8.3 Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â ýëåêòðîäèíàìèêå

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, çàêîíû Íüþòîíà � íå ñàìûé ãëóáîêèé óðîâåíü ôîðìó-
ëèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Â ðàìêàõ ëàãðàíæåâîé ìåõàíèêè èìå-
åòñÿ îäíà-åäèíñòâåííàÿ ôîðìóëà (çàïèñü äåéñòâèÿ) è îäèí-åäèíñòâåííûé
ïîñòóëàò èëè ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ (òåëà äâèæóòñÿ òàê, ÷òîáû
äåéñòâèå áûëî ñòàöèîíàðíûì), è èç ýòîãî ìîæíî âûâåñòè âñå çàêîíû Íüþ-
òîíà. Áîëåå òîãî, â ðàìêàõ ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà ìîæíî ðàññìîòðåòü
ãèïîòåòè÷åñêèå ñèñòåìû, â êîòîðûõ äåéñòâèå èìååò êàêîé-ëèáî äðóãîé âèä,
à îáúåêòû èìåþò äðóãóþ ïðèðîäó. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñòàíóò
óæå íåïîõîæèìè íà çàêîíû Íüþòîíà, íî ñàìà ëàãðàíæåâà ìåõàíèêà áóäåò
ïî-ïðåæíåìó ïðèìåíèìà.

Îäíîé èç òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîäèíàìèêà.
Äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â çàäàííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïî-

ëå, ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé: èç äåéñòâèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (7.93)
S = −mc

r
ds è èç ÷ëåíà, îïèñûâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèöû ñ ïî-

ëåì. Ïîñëåäíèé äîëæåí ñîäåðæàòü êàê âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ÷àñòè-
öó, òàê è âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëå.

Âåëè÷èíà ds ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì, çíà÷èò, äëÿ äîáàâëåíèÿ â äåéñòâèå
÷ëåíà îòâå÷àþùåãî çà âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèöû ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì,
íàì íóæíî â ýëåêòðîäèíàìèêå ïåðåéòè ê 4-âåêòîðàì.

Âìåñòî ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû � ïëîòíîñòè çàðÿäà è âåêòîðíîé âåëè÷èíû
� ïëîòíîñòè òîêà ìîæíî ââåñòè îäíó îáùóþ âåëè÷èíó � 4-âåêòîð òîêà
ξ, êàê ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ íà 4-ñêîðîñòü u = (c,v) (7.107),
ãäå âðåìåííàÿ êîìïîíåíòà åñòü cρ, à òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíòû
îáðàçóþò òð¼õìåðíóþ ïëîòíîñòü òîêà j

ξ = ρu = (cρ, j). (8.32)

Âìåñòî ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ââåñòè îáùèé 4-
ïîòåíöèàë Φ = (φ,Ax, Ay, Az), ãäå φ ÿâëÿåòñÿ âðåìåííîé, Ax, Ay, Az � ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè. Ýòè ÷åòûðå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè êîîðäèíàò r è âðåìåíè t.

×òîá ó÷åñòü âëèÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé ñðåäû çàïèøåì êîíòðâàðèàíò-
íûé âåêòîð 4-ïîòåíöèàëà êàê Φ0,1,2,3 = (εφ, Aµ ), à êîâàðèàíòíûé âåêòîð
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4-ïîòåíöèàëà êàê Φ0,1,2,3 = (φ,−A). Òîãäà âûðàæåíèÿ (8.24) è (8.25) äëÿ
4-ïîòåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Φ0,1,2,3 =
eu

c r
èëè Φ0,1,2,3 =

y
V

ξ

c r
dV. (8.33)

Åñëè ìû óìíîæèì êîâàðèàíòíûé âåêòîð 4-ïîòåíöèàëà Φ0,1,2,3 = (φ,−A)
íà 4-òîê (8.32) èëè íà ïðîèçâåäåíèå çàðÿäà ÷àñòèöû e íà 4-ñêîðîñòü u =
(c,v) (7.107) ñ êîýôôèöèåíòîì − 1

c , òî ïîëó÷èì âûðàæåíèå

−e
c
Φi u

i =
e

c
A · v − eφ èëè − Φ0,1,2,3 ξ

c
=

A · j
c

− ρφ, (8.34)

àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèþ Ëåæàíäðà (5.45) L = p · v −H, ãäå âåëè÷èíà
e
c A àíàëîãè÷íà ìåõàíè÷åñêîìó èìïóëüñó p, à âåëè÷èíà ýíåðãèè çàðÿäà â
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå eφ àíàëîãè÷íà ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè H.

Âûðàæåíèå (8.34) äîïîëíÿåò äåéñòâèå (7.93), êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü
êàê äëÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ e, òàê è äëÿ ðàñïðåäåë¼ííûõ çàðÿäîâ ρ:

S =

t2w
t1

Ldt =

t2w
t1

{
−mc2

√
1−

(v
c

)2
+
e

c
A · v − eφ

}
dt, (8.35)

S

(7.93)
(7.103)
= −

w {
mcds+

ρ

c
Φi u

i dV dt
}

(8.32)
= −

w {
mcds+

Φi ξ
i

c
dΩ

}
, (8.36)

ãäå A, φ � áåðóòñÿ â òî÷êàõ ìèðîâîé ëèíèè,

dV d(ct) = dΩ
(3.98)
= dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 � ýëåìåíò îáú¼ìà ÷åòûð¼õìåð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè.

Ïðè ýòîì

∂L

∂v

(7.95)
= p+

e

c
A, (8.37)

E
(7.97)
=

√
p2c2 +m2c4 + eφ. (8.38)

Çàðÿä, íàõîäÿùèéñÿ â ïîëå, íå òîëüêî ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ ñî
ñòîðîíû ïîëÿ, íî â ñâîþ î÷åðåäü ñàì âëèÿåò íà ïîëå, èçìåíÿÿ åãî. Îäíàêî
åñëè çàðÿä e íå âåëèê, òî åãî äåéñòâèåì íà çàäàííîå ïîëå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
è ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå íå çàâèñèò îò çàðÿäà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà â çàäàííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå âû-
÷èñëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà (5.47):

ṗ = −e
c

∂A

∂t
− e gradφ+

e

c
(v × rotA) . (8.39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî r ïðîèçâîäèòñÿ ïðè
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ïîñòîÿííîì v, íàõîäèì:

d

dt

∂L

∂v

(8.37)
(3.106)
= ṗ+

e

c
(v∇)A+

e

c

∂A

∂t
=

(5.47)
=

∂L

∂r

(8.35)
=

e

c
grad(A · v)− e gradφ =

(3.180)
=

e

c
(v∇)A+

e

c
(v × rotA)− e gradφ.

Ïåðâûé è âòîðîé ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (8.39) íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòè
÷àñòèöû è ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, äåéñòâó-
þùåå íà çàðÿä e:

E = −1

c

∂A

∂t
− gradφ. (8.40)

Òðåòèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (8.39) çàâèñèò îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû � ïðî-
ïîðöèîíàëåí âåëè÷èíå ñêîðîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðåí ê íåé. Ýòîò ÷ëåí ìîæåò
áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê ìàãíèòíîå ïîëå (òî÷íåå, ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ)
äåéñòâóþùåå íà äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v çàðÿä e:

B = rotA, (8.41)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñîãëàñíî ýòèì îïðåäåëåíèÿì E � ïîëÿðíûé

âåêòîð, à B � àêñèàëüíûé âåêòîð.
Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8.39) ñòîèò ïðîèçâîäíàÿ îò èìïóëüñà ÷àñòè-

öû ïî âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû âûðàæåíèå â
ïðàâîé ÷àñòè åñòü ñèëà F = ṗ, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä â çàäàííîì ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ïîëå, êîòîðóþ íàçûâàþò ñèëîé Ëîðåíöà.

Â ðåçóëüòàòå ñèëà Ëîðåíöà � ñèëà âîçäåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E
íà íåïîäâèæíûé òî÷å÷íûé çàðÿä e è ìàãíèòíîé èíäóêöèè B íà òî÷å÷íûé
çàðÿä e, äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v (îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò,
â êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû F, E è B), à òàêæå íà ðàñïðåäåë¼ííûå
çàðÿäû è òîêè, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

F = eE+
e

c
(v ×B), F =

y
V

{
ρE+

1

c
(j×B)

}
dV. (8.42)

Âûðàæåíèå äëÿ ñèëû Ëîðåíöà áûëî ïîëó÷åíî Õ. À. Ëîðåíöîì ïóò¼ì
îáîáùåíèÿ îïûòíûõ äàííûõ â êîíöå 19 â. Èç óðàâíåíèé (8.42) âèäíî, ÷òî
ðàçëè÷èå ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ïîëÿìè ïîñòðîåíî íà ðàçëè-
÷èè òîêà è çàðÿäà: ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîçäåéñòâóåò íà ëþáûå çàðÿäû, à
ìàãíèòíîå � òîëüêî íà äâèæóùèåñÿ.

Åñëè çàäàíû ïîòåíöèàëûA è φ, òî ýòèì, ñîãëàñíî (8.40) è (8.41), âïîëíå
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû E èH, à çíà÷èò è ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Ïðè ýòîì
ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ
ëèøü âñïîìîãàòåëüíûìè ïîíÿòèÿìè, è ÷òî íåïîñðåäñòâåííûé ôèçè÷åñêèé
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ñìûñë èìåþò òîëüêî íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ, òàê êàê èìåííî îíè âõîäÿò â âû-
ðàæåíèå äëÿ ñèëû Ëîðåíöà (8.42). Ïîýòîìó äâà ïîëÿ ñ îäíèìè è òåìè æå
çíà÷åíèÿìè íàïðÿæ¼ííîñòåé, íî ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ïîòåíöèàëîâ, ôèçè-
÷åñêè òîæäåñòâåííû.

Âûïèøåì ñèëû âîçäåéñòâèÿ íà çàðÿä ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé ïî îòäåëüíîñòè:

F = eE, F =
y
V

ρE dV ; (8.43)

F =
e

c
(v ×B), F =

1

c

y
V

(j×B) dV, F =
J

c

z
C

dr×B. (8.44)

Âûðàæåíèÿ (8.44) íàçûâàþò çàêîí Àìïåðà � çàêîí âçàèìîäåéñòâèÿ ïî-
ñòîÿííûõ òîêîâ, îïðåäåëÿþùèé ñèëó, ñ êîòîðîé ìàãíèòíîå ïîëå äåéñòâóåò
äâèæóùèéñÿ çàðÿä. Íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñèëû îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó
âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Çàêîí óñòàíîâëåí Àíäðå Ìàðè Àì-
ïåðîì â 1820 ãîäó. Èç çàêîíà Àìïåðà ñëåäóåò, ÷òî ïàðàëëåëüíûå ïðîâîäíèêè
ñ ïîñòîÿííûìè òîêàìè, òåêóùèìè â îäíîì íàïðàâëåíèè, ïðèòÿãèâàþòñÿ, à
â ïðîòèâîïîëîæíîì � îòòàëêèâàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû
ïîòåíöèàëû ïîëÿ. Âîçìîæíûé ïðîèçâîë â îïðåäåëåíèè ïîòåíöèàëîâ ñëåäóåò
èç óðàâíåíèÿ (3.73) rot(gradψ) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìû ïðèáàâèì ê
A ãðàäèåíò ïðîèçâîëüíîãî ñêàëÿðà ψ:

A′ = A+ gradψ, (8.45)

òî íîâîìó çíà÷åíèþ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðåæíåå
çíà÷åíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè B = rotA. Åñëè ïðè ýòîì ψ íå çàâèñèò îò
âðåìåíè, òî çíà÷åíèå E íå èçìåíèòñÿ, à åñëè çàâèñèò, òî èç (8.40) E =
−1
c
∂A
∂t −gradφ ñëåäóåò, ÷òî ïðè çàìåíå A íà A′ òàêæå íåîáõîäèìî çàìåíèòü

φ íà:

φ′ = φ− 1

c

∂ψ

∂t
, (8.46)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèÿ (8.40) è (8.41)
âìåñòî A è φ ïîòåíöèàëîâ A′ è φ′ ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ äåé-
ñòâèòåëüíî íå èçìåíÿòñÿ.

Ïðè òàêîé çàìåíå â èíòåãðàëå äåéñòâèÿ (8.35) ïîÿâèòüñÿ äîïîëíèòåëü-
íûé ÷ëåí, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïîëíûé äèôôåðåíöèàë(

e

c
gradψ · v +

e

c

∂ψ

∂t

)
dt

(3.104)
= d

(e
c
ψ
)
, (8.47)

÷òî òàêæå íå èçìåíèò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, òàê êàê íà âàðüèðîâàíèå (5.77)
ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïî îïðåäåëåíèþ íèêàê íå âëèÿåò.

Òàêèì îáðàçîì, çàïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîòåíöèàëîâ íå èçìåíÿåò
ïîëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàëû îïðåäåëåíû íå îäíîçíà÷íî � âåêòîðíûé
îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàäèåíòà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè è ñêàëÿðíûé

307



� ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò òîé æå ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè,
ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó ìîæíî äîáàâèòü ëþáîé ïîñòîÿííûé âåêòîð, à ê
ñêàëÿðíîìó ïîòåíöèàëó � ëþáóþ ïîñòîÿííóþ.

Èíâàðèàíòíîñòü ïîëÿ ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó êëàññó ïðåîáðàçîâàíèé
íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâî÷íîé èëè ãðàäèåíòíîé èíâàðèàíòíîñòüþ.

Îïèñàííàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ïîòåíöèàëîâ äà¼ò âñåãäà âîçìîæíîñòü âû-
áðàòü èõ òàê, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè îäíîìó ïðîèçâîëüíîìó äîïîëíè-
òåëüíîìó óñëîâèþ, � îäíîìó, òàê êàê ìû ìîæåì ïðîèçâîëüíî âûáðàòü îäíó
ôóíêöèþ ψ. Îáû÷íî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë âûáèðàþò ðàâíûì íóëþ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè. Ñäåëàòü æå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ðàâíûì íóëþ, âîîáùå ãîâîðÿ
íåâîçìîæíî, òàê êàê äëÿ åãî òð¼õ êîìïîíåíò ïîíàäîáèòüñÿ âûïîëíåíèå òð¼õ
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Äåéñòâèå (8.35) äëÿ çàðÿäà â çàäàííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ïåðåïè-
øåì â ñëåäóþùåì âèäå

S

(7.93)
(7.103)
= −

w {
mcds+

e

c
Φj dx

j
}
. (8.48)

Ïðè âàðüèðîâàíèè ýêñòðåìàëè ïî êîîðäèíàòàì δxi ïîëó÷àåì

δS
(3.63)
= −

w mc δ(ds) + e

c

n∑
i,j=1

(
∂Φj
∂xi

− ∂Φi
∂xj

)
δxi ∧ dxj

 = 0. (8.49)

Êîìïîíåíòû ωij =
∂Φj
∂xi − ∂Φi

∂xj = −ωji âòîðîãî ÷ëåíà çàïèøåì â âèäå
êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû (3.64)

∥ωij∥
(8.40)
(8.41)
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx
−Ez −By Bx 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , (8.50)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàññìàòðèâàòü 4-ïîòåíöèàë êàê 1-ôîðìó íà ïðîñòðàíñòâå�

âðåìåíè, òî òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ åñòü ïîëó÷åííàÿ âíåøíèì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì ïîòåíöèàëà 2-ôîðìà

ω
(3.58)
=

∂Φ

∂xi
dxi = dΦ èëè ωij dx

j = dΦi. (8.51)

Òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (8.50), ïîëó÷åííûé äèôôåðåíöèðîâà-
íèåì êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò 4-ïîòåíöèàëà, ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì òåí-
çîðîì, ñîñòàâëåííûì èç êîìïîíåíò ïîëÿðíîãî âåêòîðà E è àêñèàëüíîãî âåê-

òîðà B. Ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò âåêòîðîâ D
(8.17)
= εE è H

(8.23)
= B

µ ìîæíî çà-
ïèñàòü êîíòðâàðèàíòíûé òåíçîð çåðêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîìåíÿâ çíàê
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êîìïîíåíò ïîëÿðíîãî âåêòîðà E è îñòàâèâ íåèçìåííûì çíàê êîìïîíåíò àê-
ñèàëüíîãî âåêòîðà H:

∥∥ωij∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0 −Dx −Dy −Dz

Dx 0 −Hz Hy

Dy Hz 0 −Hx

Dz −Hy Hx 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ . (8.52)

Çàïèøåì çàâèñèìîñòü òåíçîðîâ îò äâóõ âåêòîðîâ êàê ïîëèâåêòîð

∥ωij∥ = (E, µH),
∥∥ωij∥∥ = (−εE,H). (8.53)

Òàêàÿ çàïèñü óäîáíà òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî è êîñî-
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîìïîíåíò E èH ëåãêî ñîñòàâèòü äâà èíâàðèàíòà,
õàðàêòåðíûõ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ(

ωij , ω
ij
) (2.68)

= µH2 − εE2 = inv, (8.54)[
ωij , ω

ij
] (2.103)

= (1 + µε)E ·H = inv. (8.55)

Ïåðâàÿ èç ýòèõ âåëè÷èí èñòèííûé ñêàëÿð, âòîðàÿ � ïñåâäîñêàëÿð.
Ïñåâäîñêàëÿðíîñòü âòîðîé âåëè÷èíû î÷åâèäíà èç òîãî, ÷òî îíà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ïîëÿðíîãî è àêñèàëüíîãî âåêòîðîâ.

Èç èíâàðèàíòíîñòè (8.54) ñëåäóåò, ÷òî åñëè E > H, E < H èëè E = H,
òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ è âî âñÿêîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
Èç èíâàðèàíòíîñòè (8.55) ñëåäóåò, ÷òî åñëè âåêòîðû E è H îáðàçóþò îñò-
ðûé, ïðÿìîé èëè òóïîé óãîë, òî ýòîò óãîë áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è âî âñÿêîé
äðóãîé ñèñòåìå. Êîãäà îáà èíâàðèàíòà ðàâíû íóëþ, òî â ýòîì ñëó÷àå âåêòî-
ðû E è H âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ðàâíû ïî âåëè÷èíå è ïåðïåíäèêóëÿðíû
äðóã äðóãó.

8.4 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

Ðàññìîòðèì òåïåðü äåéñòâèå S êîãäà êîîðäèíàòû, çàðÿäû è òîêè çàäàíû, à
èçìåíÿåòñÿ ñàìî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Îäíàêî, òàê êàê ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå óæå íå çàäàíî, â äåéñòâèå íóæíî äîáàâèòü ÷ëåí äëÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèì ÷ëåíîì ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

α
w
ωij ω

ij dΩ. (8.56)

ãäå α � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò.

Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî âàðèàöèè êîîðäèíàò íóæíî èñïîëüçîâàòü âàðè-
àöèþ 4-ïîòåíöèàëà δΦi. Òîãäà â óðàâíåíèè (8.36) âàðèàöèÿ ïåðâîãî (äëÿ
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ñâîáîäíîé ÷àñòèöû) ÷ëåíà ðàâíà íóëþ, ââèäó çàäàííîñòè å¼ òðàåêòîðèè. Âî
âòîðîì ÷ëåíå ââèäó çàäàííîñòè íå âàðüèðóåòñÿ òîê

δS = δ
w {Φi ξ

i

c2
+ αωij ω

ij

}
dΩ =

w {ξi δΦi
c2

+ 2αωij δω
ij

}
dΩ = 0.

Ïðè âàðüèðîâàíèè âî âòîðîì ÷ëåíå ó÷òåíî, ÷òî ωij δωij = ωij δω
ij .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

δS =
w { ξi

c2
+ 2α

∂ωij

∂xj

}
dΩ δΦi = 0. (8.57)

Äîêàçàòåëüñòâî

ωij δω
ij = ωij

∂ωij

∂xj
δxj =

∂ωij

∂xj
δΦi.

Ïî ñìûñëó ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ âàðèàöèè δΦi ïðîèçâîëü-
íû, à íóëþ äîëæåí ðàâíÿòüñÿ êîýôôèöèåíò ïðè δΦi, ò.å.

1

2αc2
ξi

(8.57)
= −∂ω

ij

∂xj
(i = 0, 1, 2, 3). (8.58)

×òîáû â äàëüíåéøåì ïîëó÷èòü ¾ïðàâèëüíûå¿ êîýôôèöèåíòû â óðàâ-
íåíèÿõ (8.91) è (8.90), íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò α ïðèìåì ðàâíûì 1

8πc .
Òîãäà, ïîäñòàâèâ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ξi è ωij â (8.58)

4π

c
ρ =

1

c

∂Dx

∂x
+

1

c

∂Dy

∂y
+

1

c

∂Dz

∂z
,

4π

c
jx = −∂Dx

∂t
+
∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
,

4π

c
jy = −∂Dy

∂t
− ∂Hz

∂x
+
∂Hx

∂z
,

4π

c
jz = −∂Dz

∂t
+
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
;

ìû ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ

divD = 4πρ, (8.59)

rotH =
4π

c
j+

1

c

∂D

∂t
. (8.60)

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ íå ñîâñåì ñèììåòðè÷íû, ïîýòîìó äîãîâîðèëèñü
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîìèìî òîêîâ ïðîâîäèìîñòè j â ñèñòåìàõ íåñòàöèîíàðíîãî
ïîëÿ

(
∂D
∂t ̸= 0

)
âîçíèêàþò òîêè ñìåùåíèÿ j ñì, êîòîðûå âîçáóæäàþò ìàã-

íèòíîå ïîëå ïî òåì æå çàêîíàì, ÷òî è òîêè ïðîâîäèìîñòè:

rotH =
4π

c
(j+ j ñì) , j ñì =

1

4π

∂D

∂t
. (8.61)

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, òîê ñìåùåíèÿ ìîæåò èìåòü ìåñòî íå
òîëüêî â ïðîâîäíèêàõ, íî è â äèýëåêòðèêàõ è äàæå â âàêóóìå. Ïëîòíîñòü
òîêà ñìåùåíèÿ â êàæäîé òî÷êå ïîëÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ
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âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè D, îäíàêî â ñòàöèîíàðíîì ïîëå òîê ñìå-
ùåíèÿ âñåãäà áóäåò ðàâåí íóëþ.

Ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå äèýëåêòðèêà áóäóò ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ

divD
(8.16)
= divE+ 4π divP (8.59)

= 4πρ. (8.62)

Òîãäà ñ ó÷¼òîì îáú¼ìíûõ ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ äèýëåêòðèêà ρñâÿç

divP = −ρñâÿç, (8.63)

divE = 4π(ρ+ ρñâÿç). (8.64)

Çàïèøåì åù¼ äâà óðàâíåíèÿ

divB

(8.41)
(3.74)
= 0, (8.65)

rotE

(8.40)
(8.41)
(3.189)
= −1

c

∂B

∂t
. (8.66)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé ñèñòåìû (8.59, 8.60, 8.65, 8.66)
îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êîòîðóþ îí ñôîðìóëèðîâàë (ïðàâ-
äà, â äðóãîé çàïèñè) â 1864 ãîäó. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî
ñâÿçûâàþò ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ ñ çàðÿäàìè è òîêàìè, îõâàòû-
âàþò ñîáîé âñå èçâåñòíûå çàêîíîìåðíîñòè ýëåêòðîìàãíåòèçìà è èãðàþò â
í¼ì òàêóþ æå ðîëü, êàê çàêîíû Íüþòîíà â ìåõàíèêå.

Òåì ñàìûì Ìàêñâåëë ñóìåë îáúåäèíèòü ïîíÿòèÿ ýëåêòðè÷åñòâà è ìàã-
íåòèçìà â åäèíóþ òåîðèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñàì Ìàêñâåëë ñ÷èòàë
ïðè ýòîì, ÷òî åãî çàñëóãà ñîñòîèò ëèøü â ìàòåìàòè÷åñêîì îôîðìëåíèè èäåé
Ôàðàäåÿ.

Ê ìàêñâåëëîâûì óðàâíåíèÿì ïðè÷èñëÿþò òàêæå è ñîîòíîøåíèÿ, íå ÿâ-
ëÿþùèåñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ, íî ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿ
îñíîâíûõ âåêòîðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ: (8.9) j = ϕ (E+Eñòð), (8.17)
D = εE è (8.23) B = µH.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëíà, ò.å. ïðè çàäàíèè êîíêðåòíûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ýòîé ñèñòåìîé.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (8.60, 8.66, 8.59, 8.65) â èíòåãðàëüíîì âèäå
z
C

H dr
(4.59)
=

x
S

rotH dσ
(8.60)
=

4π

c

x
S

j dσ +
1

c

∂

∂t

x
S

D dσ, (8.67)

z
C

E dr
(4.59)
=

x
S

rotE dσ
(8.66)
= −1

c

∂

∂t

x
S

B dσ, (8.68)

{
S

D dσ
(4.64)
=

y
V

divD dV
(8.59)
=

y
V

4πρ dV = 4πq, (8.69)

{
S

B dσ
(4.64)
=

y
V

divB dV
(8.65)
= 0. (8.70)
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Óðàâíåíèå (8.67) áûëî ïîëó÷åíî ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, à îñòàëü-
íûå òðè ÿâëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåííûìè çàêîíàìè.

Óðàâíåíèå (8.68) íàçûâàþò çàêîí Ôàðàäåÿ � ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà,
èíäóêòèðîâàííàÿ íà çàìêíóòîì êîíòóðå C, ïîìåùåííîì â ìàãíèòíîå ïîëå,
ðàâíà èçìåíåíèþ ïîòîêà ìàãíèòíîé èíäóêöèè B ÷åðåç ïëîùàäü S, îãðàíè-
÷åííóþ ýòèì êîíòóðîì. Îêàçâàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò íå òîëüêî
âîçäåéñòâîâàòü íà ïðîâîäíèê ñ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì è âîçíèêàòü ïðè äâè-
æåíèè ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, íî ìîæåò, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîçäàâàòü (âîç-
áóæäàòü, èíäóöèðîâàòü) ýëåêòðè÷åñêèé òîê â ïðîâîäíèêå, äâèæóùåìñÿ â
ìàãíèòíîì ïîëå. Ýòî ÿâëåíèå � âîçíèêíîâåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â ïðî-
âîäíèêå, äâèæóùåìñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, íàçûâàåìîå ýëåêòðîìàãíèòíîé èí-
äóêöèåé, áûëî îòêðûòî â 1831 ãîäó (ãîä ðîæäåíèÿ Ìàêñâåëëà) Ìàéêëîì Ôà-
ðàäååì, êîòîðûé â 1821 ãîäó íàïèñàë â äíåâíèêå: ¾Ïðåâðàòèòü ìàãíåòèçì â
ýëåêòðè÷åñòâî¿. Îñíîâûâàÿñü íà ñâî¼ì îòêðûòèè, Ôàðàäåé â äàëüíåéøåì
ââ¼ë ïîíÿòèå ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé êàê ñàìîñòîÿòåëüíûõ ôè-
çè÷åñêèõ ñóáñòàíöèé.

Óðàâíåíèå (8.69) ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì òåîðåìû Ãàóññà � ïîòîê âåê-
òîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S ïðîïîðöèî-
íàëåí ïîëíîìó ñâîáîäíîìó çàðÿäó q, çàêëþ÷¼ííîìó âíóòðè îáú¼ìà V , îõâà-
òûâàåìîãî ýòîé ïîâåðõíîñòüþ. Äàííîå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî Ê. Ô. Ãàóññîì
(1830) äëÿ ÷èñòî ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ïîëåé è ñâÿçàíî, ïî ñóùåñòâó, ñ óñòà-
íîâëåííûì ðàíåå (1785) çàêîíîì âçàèìîäåéñòâèÿ íåïîäâèæíûõ ýëåêòðè÷å-
ñêèõ çàðÿäîâ (çàêîíîì Êóëîíà). Ïîñòóëèðîâàíî Äæ. Ê. Ìàêñâåëëîì (1864)
â êà÷åñòâå îäíîãî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè.

Óðàâíåíèå (8.70) åñòü ïîòîê âåêòîðîâ ìàãíèòíîé èíäóêöèè è ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðûé ðàâåí íóëþ ââèäó îòñóò-
ñòâèÿ â ïðèðîäå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ.

Çàïèøåì äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

∇ 2φ− εµ

c2
∂ 2φ

∂t2
= −4π

ε
ρ, ∇ 2A− εµ

c2
∂ 2A

∂t2
= −4πµ

c
j. (8.71)

Äîêàçàòåëüñòâî

∇ 2φ

(3.188)
(8.40)
= − divE− 1

c

∂ divA

∂t

(8.59)
(8.26)
= −4π

ε
ρ+

εµ

c2
∂ 2φ

∂t2
,

∇ 2A
(3.192)
= grad divA− rot rotA

(8.41)
(8.60)
= grad divA− 4πµ

c
j− µ

c

∂D

∂t
=

(8.40)
= grad divA− 4πµ

c
j+

εµ

c2
∂ 2A

∂t2
+
εµ

c
grad

∂φ

∂t
=

(8.26)
= grad divA− 4πµ

c
j+

εµ

c2
∂ 2A

∂t2
− grad divA = −4πµ

c
j+

εµ

c2
∂ 2A

∂t2
.

Óðàâíåíèÿ (8.71) äàþò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîãî
è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâ ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäîâ è òîêîâ
ïðîâîäèìîñòè.
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Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå v = c√
εµ , χ(x, y, z, t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò

è âðåìåíè, S � îäíà èç âåëè÷èí φ,Ax, Ay, Az, ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ
(8.71) â âèäå òàê íàçûâàåìîãî óðàâíåíèÿ Ä'Àëàìáåðà:

∇ 2S − 1

v2
∂ 2S

∂t2
= −4πχ. (8.72)

Ïðè íåçàâèñèìîñòè S îò âðåìåíè (ñòàöèîíàðíîå ïîëå) óðàâíåíèå Ä'Àëàìáåðà
âûðîæäàåòñÿ â èçâåñòíîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà (4.97)

∇ 2S = −4πχ. (8.73)

Íàêîíåö, ïðè χ = 0 óðàâíåíèå Ä'Àëàìáåðà ïðèíèìàåò âèä èçâåñòíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (5.65)

∇ 2S =
1

v2
∂ 2S

∂t2
. (8.74)

Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ïðåäñêàçàííûõ åù¼ Ôàðàäååì (1832),
ò.å. ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, ñóùåñòâóþùèõ â ïóñòîòå ïðè îòñóòñòâèè çà-
ðÿäîâ. Â îêòÿáðå 1861 ã. Ìàêñâåëë ñîîáùèë Ôàðàäåþ î ñâî¼ì òåîðåòè÷åñêîì
îòêðûòèè: ñâåò � ýòî ýëåêòðîìàãíèòíîå âîçìóùåíèå, ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ
â íåïðîâîäÿùåé ñðåäå, òî åñòü ðàçíîâèäíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîÿâèëàñü ôèçè÷åñêàÿ îñíîâà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà � ïðèí-
öèï áëèçêîäåéñòâèÿ, óòâåðæäàþùèé, ÷òî ïåðåäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîç-
ìóùåíèé îò òî÷êè ê òî÷êå ïðîèñõîäèò ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, à èìåííî,
ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Ýòîò çàâåðøàþùèé ýòàï òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé
èçëîæåí â ðàáîòå Ìàêñâåëëà ¾Äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ¿ (1864), à èòîã åãî ðàáîò ïîäâ¼ë çíàìåíèòûé ¾Òðàêòàò îá ýëåêòðè÷åñòâå
è ìàãíåòèçìå¿ (1873).

Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è, â îñîáåííîñòè, ñëåäóþùèé èç íå¼ âû-
âîä î ñóùåñòâîâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ïðè æèçíè Ìàêñâåëëà îñòàâà-
ëèñü ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèìè ïîëîæåíèÿìè, íå èìåâøèìè íèêàêîãî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ, è ñîâðåìåííèêàìè çà÷àñòóþ âîñïðèíèìàëèñü
êàê ¾èãðà óìà¿. Ã. Ãåðö ïðåäïðèíÿë îïûòû äëÿ îïðîâåðæåíèÿ ¾îøèáî÷íîé
è ñëàáî îáîñíîâàííîé ãèïîòåçû Ìàêñâåëëà¿ è, ê ñâîåìó óäèâëåíèþ, îòêðûë
ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ òåîðèÿ ïîëó÷èëà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå, ÷òî ñûãðàëî ðåøàþùóþ ðîëü äëÿ å¼ óòâåðæäå-
íèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì òåîðèè Ìàêñâåëëà ïîñëóæèë âåêòîðíûé
àíàëèç, ïðåäñòàâëåííûé â èíâàðèàíòíîé ôîðìå ÷åðåç êâàòåðíèîíû Ãàìèëü-
òîíà. Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè, ïðèíÿòàÿ íûíå, ïðèíàäëåæèò îïÿòü æå
Ã. Ãåðöó è Î. Õåâèñàéäó. Ïîñëå èçó÷åíèÿ çàêîíîâ îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëå-
íèÿ, óñòàíîâëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè è èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí Ãåðö äîêàçàë èõ ïîëíóþ àíàëîãèþ ñî ñâåòîâûìè. Áëàãîäàðÿ ñâîèì
îïûòàì Ãåðö ïðèø¼ë ê ñëåäóþùèì âûâîäàì: âîëíû Ìàêñâåëëà ¾ñèíõðîí-
íû¿ (òåîðèÿ Ìàêñâåëëà, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí ðàâíà

313



ñêîðîñòè ñâåòà, ñïðàâåäëèâà); ýíåðãèþ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ìîæíî ïåðåäàâàòü áåç ïðîâîäîâ. Âñ¼ ýòî áûëî èçëîæåíî â ðàáîòå ¾Î ëó÷àõ
ýëåêòðè÷åñêîé ñèëû¿, âûøåäøåé â äåêàáðå 1888 ã., êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ ãî-
äîì îòêðûòèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäå-
íèÿ òåîðèè Ìàêñâåëëà. Ãåðö òàêæå íàø¼ë, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû
ïðîõîäèëè ÷åðåç îäíè âèäû ìàòåðèàëîâ è îòðàæàëèñü äðóãèìè, ÷òî ïðèâå-
ëî â áóäóùåì ê ïîÿâëåíèþ ðàäàðîâ. Êðîìå òîãî, Ãåðö çàìåòèë, ÷òî çàðÿ-
æåííûé êîíäåíñàòîð òåðÿåò ñâîé çàðÿä áûñòðåå ïðè îñâåùåíèè åãî ïëàñòèí
óëüòðàôèîëåòîâûì èçëó÷åíèåì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâèëèñü îòêðûòè-
åì íîâîãî ÿâëåíèÿ â ôèçèêå, íàçâàííîãî ôîòîýôôåêòîì. Ãåðö ñ÷èòàë, ÷òî
åãî îòêðûòèÿ áûëè íå ïðàêòè÷íåå ìàêñâåëëîâñêèõ: ¾Ýòî àáñîëþòíî áåñïî-
ëåçíî. Ýòî òîëüêî ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé äîêàçûâàåò, ÷òî ìàýñòðî Ìàêñâåëë
áûë ïðàâ. Ìû âñåãî-íàâñåãî èìååì òàèíñòâåííûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû,
êîòîðûå íå ìîæåì âèäåòü ãëàçîì, íî îíè åñòü¿. ¾È ÷òî æå äàëüøå?¿ � ñïðî-
ñèë åãî îäèí èç ñòóäåíòîâ. Ãåðö ïîæàë ïëå÷àìè, îí áûë ñêðîìíûé ÷åëîâåê,
áåç ïðåòåíçèé è àìáèöèé: ¾ß ïðåäïîëàãàþ � íè÷åãî¿.

8.5 Ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Çàïèøåì äâà óðàâíåíèÿ

WE =
1

8π

y
V

(D ·E) dV =
1

2

y
V

ρφ dV =Wρ, (8.75)

WH =
1

8π

y
V

(B ·H) dV =
1

2c

y
V

(A · j) dV =Wj. (8.76)

Äîêàçàòåëüñòâî óðàâíåíèÿ (8.75)

1

8π

y
V

(D ·E) dV
(8.85)
= − 1

8π

y
V

(D · gradφ) dV =

(3.178)
=

1

8π

y
V

φ divD dV − 1

8π

y
V

div (φD) dV =

(4.64)
(8.59)
=

1

2

y
V

ρφ dV − 1

8π

{
S

φ (D · dσ) .

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó îáú¼ìó ïîëÿ èíòåãðàë
v
S
φ (D · dσ) ïî

ïîãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè âñåãî îáúåìà ýòîãî ïîëÿ îáðàòèòüñÿ íà áåñêîíå÷-
íîñòè â íóëü.
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Äîêàçàòåëüñòâî óðàâíåíèÿ (8.76)

1

8π

y
V

(B ·H) dV
(8.41)
=

1

8π

y
V

(rotA ·H) dV =

(3.181)
=

1

8π

y
V

div (A×H) dV +
1

8π

y
V

(A · rotH) dV =

(4.64)
(8.91)
=

1

8π

{
S

(A×H) dV +
1

2c

y
V

(A · j) dV.

Åñëè ìû ðàñïðîñòðàíèì èíòåãðèðîâàíèå íà âåñü îáú¼ì ïîëÿ, òî èíòå-
ãðàë

v
S
(A×H) dV ïî ïîãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ýòîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ â

íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè.
Âåëè÷èíà Wρ íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ â ýëåêòðè-

÷åñêîì ïîëå, à âåëè÷èíà WE íàçûâàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèåé ïîëÿ. Ïðè
ýòîì âåëè÷èíà

wE =
1

8π
(D ·E) (8.77)

íàçûâàåòñÿ îáú¼ìíîé ïëîòíîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè.
Â ÷àñòíîñòè ýíåðãèÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ðàâíàW = eφ, ãäå φ � ïîòåíöè-

àë âíåøíåãî ïîëÿ â òî÷êå, çàíèìàåìîé çàðÿäîì e, à ýíåðãèÿ äèïîëÿ ðàâíà
W = −d ·E, ãäå d � ìîìåíò äèïîëÿ, à E � íàïðÿæ¼ííîñòü âíåøíåãî ïîëÿ
â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ äèïîëÿ.

Âåëè÷èíà Wj íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òî-

êîâ â îòñóòñòâèè ôåððîìàãíåòèêîâ, à âåëè÷èíà WH íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíîé
ýíåðãèåé ïîëÿ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà

wH =
1

8π
(B ·H) (8.78)

íàçûâàåòñÿ îáú¼ìíîé ïëîòíîñòüþ ìàãíèòíîé ýíåðãèè.
Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî òîêà â òîíêîì çàìêíóòîì êîíòóðå C ñ ïîñòîÿííîé

ñèëîé òîêà J âåëè÷èíà WJ íàçûâàåòñÿ ýíåðãèÿ òîêà è âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

WJ
(8.6)
=

J

2c

z
C

A dr
(4.59)
=

J

2c

x
S

B dσ. (8.79)

Ýòî óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàìêíóòîãî òîêà
ðàâíà ñóììå ¾ýíåðãèé¿ îòäåëüíûõ åãî ýëåìåíòîâ è ïðîïîðöèîíàëüíà ïîòîêó
ìàãíèòíîé èíäóêöèè.

Âåëè÷èíà

W =
1

8π

y
V

(D ·E+B ·H) dV (8.80)

íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à âåëè÷èíà

w =
1

8π
(D ·E+B ·H) (8.81)
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èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Òåïåðü, ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèÿ (8.34), ìîæíî ïîñòðîèòü äîïîëíèòåëüíûå
àíàëîãèè ìåæäó ýëåêòðîäèíàìèêîé è ìåõàíèêîé. Ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ
çàðÿäîâ Wρ è ýëåêòðè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïîëÿ WE ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê àíàëîã ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U , à ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ òîêîâ Wj

è ìàãíèòíóþ ýíåðãèþ ïîëÿ WH ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê àíàëîã êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè T .

Âñå ïîëó÷åííûå àíàëîãèè ìåæäó ôóíêöèÿìè ìåõàíèêè è ýëåêòðîäèíà-
ìèêè ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàáëèöû 8.1.

Ýëåêòðîäèíàìèêà Ìåõàíèêà

Ïîëíûé çàðÿä q Ìàññà m
Ïëîòíîñòü òîêà j Ïëîòíîñòü ïîòîêà j

Ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò d Ðàäèóñ-âåêòîð r
Ìàãíèòíûé ìîìåíò m Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò L

Wj, WH Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T
Wρ, WE Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U

WH +WE , Wj +Wρ Ãàìèëüòîíèàí H
WH −WE , Wj −Wρ Ëàãðàíæèàí L

Òàáëèöà 8.1: Àíàëîãèè ìåõàíèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè

Ðàññìîòðèì òåïåðü èçìåíåíèå âî âðåìåíè êîëè÷åñòâà ýíåðãèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ W (8.80), íàõîäÿùåãîñÿ âíóòðè îáú¼ìà V , îãðàíè÷åííîãî
ïîâåðõíîñòüþ S:

∂W

∂t
=

y
V

∂w

∂t
dV = P −Q−

{
S

S · dσ. (8.82)

ãäå P =
t

V
(jEñòð) dV � ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ñòîðîííèìè ýëåêòðîäâèæó-

ùèìè ñèëàìè â åäèíèöó âðåìåíè, íàä òîêàìè ïðîâîäèìîñòè j,

Q =
t

V
j2

ϕ dV � äæîóëåâî òåïëî, âûäåëÿåìîå òîêàìè â åäèíèöó âðå-
ìåíè,
v
S
S · dσ = c

4π

v
S
(E×H) · dσ � ïîòîê ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè (êî-

ëè÷åñòâî ýíåðãèè â åäèíèöó âðåìåíè), âûòåêàþùèé ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
S èç ðàññìàòðèâàåìîãî îáú¼ìà V .
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Âûâîä óðàâíåíèÿ (8.82)

∂W

∂t

(8.80)
(8.17)
(8.22)
=

1

4π

y
V

{
E
ε ∂E

∂t
+H

µ∂H

∂t

}
dV =

(8.66)
(8.60)
=

y
V

{
−jE+

c

4π
(E rotH−H rotE)

}
dV =

(8.9)
(3.181)
=

y
V

{
jEñòð − j2

ϕ
− c

4π
div (E×H)

}
dV =

(4.64)
=

y
V

{
jEñòð − j2

ϕ

}
dV − c

4π

{
S

(E×H) · dσ.

Åñëè ïîâåðõíîñòü S çàêëþ÷àåò â ñåáå ïîëíîå ïîëå, òî ïîâåðõíîñòíûé
èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òîãäà îáùåå ïðèðàùåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé
ýíåðãèè ðàâíî èçáûòêó ðàáîòû P ñòîðîííèõ ýëåêòðîäâèæóùèõ ñèë (õèìè-
÷åñêîãî, òåðìè÷åñêîãî è òîìó ïîäîáíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ) íàä âûäåëåíèåì
äæîóëåâà òåïëà Q (ïðè ïðåäïîëàãàåìîé íåïîäâèæíîñòè ìàòåðèàëüíûõ òåë,
ìåõàíè÷åñêàÿ ðàáîòà ðàâíà íóëþ). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (8.82) âûðà-
æàåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Âìåñòå ñ òåì ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî
òîêè ñìåùåíèÿ íèêàêîãî òåïëà íå âûäåëÿþò è ñòîðîííèå ýëåêòðîäâèæóùèå
ñèëû ïðè èõ ïðîõîæäåíèè ðàáîòû íå ñîâåðøàþò, èáî â âûðàæåíèÿ äëÿ P è
Q ïëîòíîñòü òîêîâ ñìåùåíèÿ íå âõîäèò.

Åñëè ïîâåðõíîñòü S íå îáíèìàåò ñîáîé ïîëíîãî ïîëÿ, òî âûðàæåíèå åñòü
ïîòîê ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ÷åðåç ýòó ïîâåðõíîñòü. Ýòîò ïîëîæåíèå
íàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ïîéíòèíãà, à âåëè÷èíà:

S =
c

4π
(E×H)

(8.9)
=

c

4π
(j×H)− c

4π
(Eñòð ×H) (8.83)

íîñèò íàçâàíèå âåêòîð Ïîéíòèíãà è åñòü ïëîòíîñòü ïîòîêà ýëåêòðîìàãíèò-
íîé ýíåðãèè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.

Ïåðâûé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè (8.83) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê ýíåðãèè,
ïðèòåêàþùèé â ïðîâîäíèê èç îêðóæàþùåãî åãî ïðîñòðàíñòâà âíóòðü ïðî-
âîäà; âòîðîé ÷ëåí ñíàáæ¼í îòðèöàòåëüíûì çíàêîì è èìååò ïîýòîìó îáðàò-
íîå íàïðàâëåíèå, ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê ýíåðãèè, âûòåêàþùåé èç
ïðîâîäà ÷åðåç åãî ïîâåðõíîñòü.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ïðîâîäíèêå, ïî êîòîðîìó öèðêó-
ëèðóåò òîê, ïðîèñõîäèò, â ñóùíîñòè, ïðåâðàùåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåð-
ãèè â òåïëî; ëîêàëèçîâàíà æå ýòà ýíåðãèÿ ïðåèìóùåñòâåííî âî âíåøíåì
îêðóæàþùåì ïðîâîäíèê ïðîñòðàíñòâå è ïîñòóïàåò â ïðîâîäíèê ÷åðåç åãî
âíåøíþþ ïîâåðõíîñòü.

Ôîðìóëèðîâêà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ïîòîêà
ýíåðãèè (8.82) âïåðâûå äàíà â îáùåé ôîðìå Í. À. Óìîâûì (1874).
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8.6 Ñòàöèîíàðíîå ïîëå

Ïîëó÷èâ îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé ñèñòåìû, ðàñ-
ñìîòðèì ÷àñòíûé, íî î÷åíü âàæíûé ñëó÷àé ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ.

Â óðàâíåíèÿõ (8.60) è (8.66) çíàê ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îçíà-
÷àåò, ÷òî èìååòñÿ ââèäó ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåêòîðà â ôèêñèðîâàííîé òî÷-
êå ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, íåñòàöèîíàðíîñòü ýëåêòðè÷åñêîé ∂D

∂t ëèáî
ìàãíèòíîé ∂B

∂t èíäóêöèè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâå-
íèþ, ñîîòâåòñòâåííî, ìàãíèòíîãî ëèáî ýëåêòðè÷åñêîãî âèõðÿ â ýòîé òî÷êå.
Ñòàöèîíàðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íà÷èíàåò ñêðó÷èâàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå,
åñëè ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïîëÿ ìàãíèòíîãî. È íàîáîðîò, ìàã-
íèòíîå ïîëå ñêðó÷èâàåòñÿ ïîä âëèÿíèåì èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïîëÿ ýëåê-
òðè÷åñêîãî.

Åñëè æå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå è åãî ïîòåíöèàëû ñòàöèîíàðíû (íåñòà-
öèîíàðíûå ÷ëåíû ∂φ

∂t ,
∂A
∂t ,

∂D
∂t è ∂B

∂t ðàâíû íóëþ), òî ïîëó÷àåì

divA
(8.26)
= 0, (8.84)

E
(8.40)
= −gradφ, (8.85)

rotE
(8.66)
= 0, (8.86)

rotH
(8.60)
=

4π

c
j. (8.87)

Äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ âûðàæåíèé çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ

z
C

E dr
(4.59)
=

x
S

rotE dσ = 0, (8.88)

z
C

H dr
(4.59)
=

4π

c

x
S

j dσ
(8.5)
=

4π

c
J. (8.89)

Òåîðåìà (8.89) � öèðêóëÿöèÿ âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî çàìêíóòî-
ìó êîíòóðó ïðîïîðöèîíàëüíà ñèëå òîêà ÷åðåç òðóáêó, îõâàòûâàåìóþ ýòèì
êîíòóðîì � âïåðâûå ïîëó÷åíà Äæ. Ê. Ìàêñâåëëîì.

Èñõîäÿ èç (8.71), çàïèøåì óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîòåíöèàëû ñòà-
öèîíàðíûõ ïîëåé

ε∆φ = −4π ρ, (8.90)

∇ 2A = −4πµ

c
j. (8.91)

Âûðàæåíèå (8.90) äëÿ φ íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Â òåõ
ó÷àñòêàõ ïîëÿ, ãäå íåò ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, âûðàæåíèå ∆φ = 0 íîñèò
íàçâàíèå óðàâíåíèå Ëàïëàñà.

Ââåäåíèå ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ çíà÷èòåëüíî îáëåã-
÷àåò èçó÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íåïîäâèæíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, à
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ââåäåíèå âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà A çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò èçó-
÷åíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííûõ òîêîâ, èáî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ
E è H ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïîëåé èõ ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ èç êîíôèãóðàöèè ρ è j.

Íàïðèìåð, äëÿ òî÷å÷íûõ è îáú¼ìíûõ çàðÿäîâ è òîêîâ (ïîâåðõíîñòíûå
çàðÿäû è òîêè íå ó÷èòûâàþòñÿ) çàïèøåì:

E

(8.85)
(8.24)
(3.172)
=

e r

r3
, D =

y
V

ρ r

r3
dV ; (8.92)

H

(8.41)
(8.25)
(3.183)
=

e

c r3
(v × r), H =

J

c

z
C

dr× r

r3
, H =

1

c

y
V

j× r

r3
dV. (8.93)

Âîçíèêíîâåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè äâèæåíèè çàðÿäà (8.93) íàçûâàåò-
ñÿ çàêîí Áèî�Ñàâàðà�Ëàïëàñà. Çàêîí óñòàíîâëåí ýêñïåðèìåíòàëüíî Áèî è
Ñàâàðîì (1820). Ëàïëàñ ïðîàíàëèçèðîâàë äàííîå âûðàæåíèå è ïîêàçàë, ÷òî
ñ åãî ïîìîùüþ ïóò¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âû÷èñëèòü ìàã-
íèòíîå ïîëå äâèæóùåãîñÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, åñëè ñ÷èòàòü äâèæåíèå îäíîé
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû òîêîì.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Ðàçëè÷èå ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèò-
íûì ïîëåì ïîñòðîåíî íà ðàçëè÷èè òîêà è çàðÿäà. Èç óðàâíåíèé (8.43) è
(8.44) ñëåäóåò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå äåéñòâóåò íà ëþáûå çàðÿäû, à ìàã-
íèòíîå � òîëüêî íà äâèæóùèåñÿ. Èç óðàâíåíèé (8.92) è (8.93) ñëåäóåò, ÷òî
ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû è òîêè ìîãóò ñàìè ñîçäàâàòü ïîëå. Íî åñëè ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå ìîãóò ñîçäàâàòü ëþáûå çàðÿäû, òî ìàãíèòíîå � îïÿòü æå,
òîëüêî äâèæóùèåñÿ.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (8.90) è (8.91) ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíè-
ÿì (4.97) è (4.101) äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà.

Óðàâíåíèÿ (8.41) B = rotA è (8.65) divB = 0 ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíè-
ÿì (3.77, 3.78) è ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A âñåãäà

çàäà¼ò â ñèñòåìå ñîëåíîèäàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå B. Óðàâíåíèÿ (8.85, 8.86)
ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿì (3.75, 3.76) è ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî â ñëó-
÷àå ñòàöèîíàðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φ çàäà¼ò
â ñèñòåìå ïîòåíöèàëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíûå ëèíèè ïîòåíöèàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
âîçíèêàþò èç òî÷åê ðàñïîëîæåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è íå èìåþò çàâèõ-
ðåíèé, à âåêòîðíûå ëèíèè ñîëåíîèäàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé âèõðè âîêðóã ëèíèé ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è íå èìåþò èñòî÷íèêîâ. Ïðè
ýòîì ìàãíèòíûé âèõðü âîêðóã ëèíèè òîêà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ, íàïðè-
ìåð, îò âîäÿíîãî èëè âîçäóøíîãî âèõðÿ. Â âîäÿíîì èëè âîçäóøíîì âèõðå
ñîñåäíèå ñëîè äâèæóòñÿ ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ, ïîýòîìó èõ âåêòîðû ñêîðîñòè
èìåþò ðàçíóþ äëèíó, à ðîòîð ñêîðîñòè ðàâåí óäâîåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ (3.70). Â ìàãíèòíîì âèõðå ïîëå óñòðîåíî òàê, ÷òî âíå ëèíèè òîêà
ñîñåäíèå âåêòîðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ âñåãäà îäèíàêîâû (rotH = 0), è òîëü-
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êî âíóòðè ïðîâîäíèêà ñ òîêîì (rotH = 4π
c j) ðîòîð ïîëÿ îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ïîýòîìó òîëüêî ïðîñòðàíñòâî, çàíÿòîå òîêîì, âèõðåâîå, à âñ¼ îñòàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ìàãíèòíîãî ïîëÿ � ãàðìîíè÷åñêîå. Ïîäîáíî òîìó, êàê ïîòåí-
öèàëüíîå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñèëû
åãî èñòîêîâ (ò.å. çàäàíèåì åãî äèâåðãåíöèè, êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò), òàê
âèõðåâîå ìàãíèòíîå ïîëå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ìîùíîñòè åãî
òîêîâ.

Ñòàöèîíàðíîìó ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííàÿ êîí-
ôèãóðàöèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è òîêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî â ïîëå ïîñòî-
ÿííûõ (íå ìåíÿþùèõñÿ ñî âðåìåíåì) òîêîâ, ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå äîëæíî îñòàâàòüñÿ ñòàöèîíàðíûì, èáî åñëè áû èìåëî ìåñòî êà-
êîå áû òî íè áûëî ïåðåðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ, òî íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ íåèç-
áåæíî èçìåíèëàñü áû, è òîê ïåðåñòàë áû áûòü ïîñòîÿííûì. Òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îäíè ýëåìåíòû çàðÿäà ñìåíÿþòñÿ
äðóãèìè, íå èçìåíÿåò èõ ïëîòíîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, èõ ïîëÿ, êîòîðîå
òàêæå îñòà¼òñÿ ñòàöèîíàðíûì.

Èç ñòàöèîíàðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ â ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ
âûòåêàåò, ÷òî òîêè ýòè íåîáõîäèìî äîëæíû áûòü ëèáî çàìêíóòûìè, ò.å.
öèðêóëèðîâàòü ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, ëèáî óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü, èáî,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ìåñòå íà÷àëà (èñòîêîâ) è îêîí÷àíèÿ (ñòîêîâ) òîêà
ïðîèñõîäèëî áû íàêîïëåíèå èëè óáûâàíèå çàðÿäîâ.

Çàêîí Êóëîíà (çàêîí ïîñòîÿííûõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ). Åñëè ìû ðàññìîò-
ðèì â âàêóóìå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ei è ej , òî ñèëà âîç-
äåéñòâèÿ îäíîãî çàðÿäà íà äðóãîé Fij âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóë
(8.43) è (8.92):

Fij =
ei ej rij
r3ij

, |Fij | = Fij =
ei ej
r2ij

, (8.94)

ïðè÷¼ì
Fij = −Fji (8.95)

àíàëîãè÷íî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà (7.14).
Âåñüìà ñóùåñòâåííî, ÷òî çàêîí Êóëîíà ñïðàâåäëèâ òîëüêî äëÿ òî÷å÷-

íûõ çàðÿäîâ, ò.å. äîñòàòî÷íî ìàëûõ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
íèìè. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ èìååò îäíîçíà÷íûé ñìûñë,
à âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó çàðÿäàìè íå çàâèñèò îò èõ ôîðìû.

Çàêîí Îìà (çàêîí ïîñòîÿííûõ ëèíåéíûõ òîêîâ).
Çàïèøåì óðàâíåíèå (8.88) äëÿ íåçàìêíóòîãî ó÷àñòêà ïðîâîäíèêà C,

âäîëü êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå
w
C

E dr = φ1 − φ2 = V, (8.96)

ãäå φ1 è φ2 � çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà íà êîíöàõ ó÷àñòêà ïðîâîäíèêà C.

Ââèäó ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ E êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò
ïóòè è ðàâåí ðàçíèöå ïîòåíöèàëîâ íà êîíöàõ ó÷àñòêà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
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íàïðÿæåíèåì V . Ïóñòü òåïåðü ìû èìååì ïðîâîäíèê äëèíîé L è ïëîùàäüþ
S. Òîãäà

V = φ1 − φ2 = JR, (8.97)

ãäå R = λLS � ñîïðîòèâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà ïðîâîäíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñðåäíèì óðàâíåíèå (8.96) ïî ïëîùàäè è äëèíå ïðî-
âîäíèêà, äëÿ ýòîãî ïðîèíòåãðèðóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïî ïëîùàäè è
äëèíå, à çàòåì ðàçäåëèì íà ïëîùàäü ïðîâîäíèêà

V =
w
C

E dr
(8.8)
=

1

S

x
S

j dσ
w
C

λ dr
(8.5)
= Jλ

L

S
= JR.

Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé çàêîí ïîñòîÿííîãî òîêà (8.97) íîñèò íàçâàíèå çà-
êîí Îìà � íàïðÿæåíèå íà êîíöàõ ïðîâîäíèêà ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñèëû
òîêà â ïðîâîäíèêå íà ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà.

Âûðàæåíèå (8.97) åñòü èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà çàêîíà Îìà, à âûðàæåíèå
(8.8) � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà, â êîòîðîé èñ÷åçàåò çàâèñèìîñòü îò ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ïðîâîäíèêà.

Çàêîí Îìà îòêðûò Ãåîðãîì Îìîì â 1827 ãîäó.
Êàê ìû âèäèì, ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè

â îáû÷íîì, óïîòðåáëÿåìîì â ìåõàíèêå ñìûñëå ýòîãî ñëîâà. Ìåõàíè÷åñêàÿ,
èëè, êàê å¼ èíîãäà íàçûâàþò ïîíäåðîìîòîðíàÿ (îò ëàò. pondus, ðîä. ïàäåæ
ponderis � òÿæåñòü è motor � äâèæóùèé) ñèëà F èìååò äðóãóþ ðàçìåð-
íîñòü. Â îòëè÷èå îò ðàáîòû ïîíäåðîìîòîðíîé ñèëû

r
C
F dr ðàáîòà ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ
r
C
E dr íàçûâàåòñÿ ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëîé (ÝÄÑ) E èëè

íàïðÿæåíèåì V .
Ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì ïðè ïåðåíîñå ýëåêòðè÷åñêèõ

çàðÿäîâ, ðàâíà: w
C

F dr
(8.43)
= q

w
C

E dr. (8.98)

Ïðè ïðîõîæäåíèè òîêà ïî ïðîâîäíèêó, ïðîèçâåä¼ííàÿ ðàáîòà áóäåò âû-
äåëÿòüñÿ â ïðîâîäíèêå â âèäå òåïëà. Âûäåëåíèå ýíåðãèè (íàïðèìåð, òåïëà)
â åäèíèöó âðåìåíè íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ Q. Ìîùíîñòü âûäåëåíèÿ òåïëà
â åäèíèöå îáú¼ìà íàçûâàåòñÿ óäåëüíîé ìîùíîñòüþ w:

w = j ·E (8.8)
= ϕE2, (8.99)

Q =
y
V

j ·E dV, (8.100)

Q = J
w
C

E dr
(8.96)
= JV

(8.97)
= J2R. (8.101)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (8.101) íàçûâàåòñÿ çàêîí Äæîóëÿ�Ëåíöà, îò-
êðûòûé íåçàâèñèìî Äæåéìñîì Äæîóëåì è Ýìèëåì Ëåíöåì â 1840.
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8.7 Ãðàíèöà ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñðåä

Ãðàíèöà ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñðåäàìè â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáû÷íî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü. Ñ îäíîé ñòîðîíû ãðàíèöû íà-
õîäèòñÿ ñðåäà ñ îäíèìè ñâîéñòâàìè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ãðàíèöû � ñ äðó-
ãèìè, ïîýòîìó íà ãðàíèöå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñðåäàìè ìîãóò âîçíèêàòü èç-
ëîìû è ðàçðûâû ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Îòíîñèòåëüíî ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ìåæäó ðàçëè÷íûìè ýëåêòðîìàãíèò-
íûìè ñðåäàìè îíè âñåãäà îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Ýëåêòðè÷å-
ñêèå è ìàãíèòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ñðåä ìîãóò
èñïûòûâàòü ðàçðûâû. Â ýòîì ñëó÷àå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ïîòåíöèàëîâ
èìåþò èçëîì (íå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè).

Îáîçíà÷èì âåêòîðû ñ îäíîé (âíóòðåííåé) ñòîðîíû ãðàíèöû ðàçäåëà
èíäåêñîì (1), à ñ äðóãîé (âíåøíåé) � èíäåêñîì (2).

Ìû äîëæíû ó÷åñòü â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè äâå ñîñòàâëÿþùèå ëþ-
áûõ âåêòîðîâ � íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñ èíäåêñîì n, íàïðàâëåííûå ïî
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, è òàíãåíöèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñ èíäåêñîì t, íà-
ïðàâëåííûå ïî êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè.

Â îòëè÷èå îò âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èí-
äóêöèè D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ñîâåðøåííî ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí: íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ E è óìíîæåííîé íà 4π ïîëÿðèçàöèè åäèíè-
öû îáú¼ìà ñðåäû P. Òåì íå ìåíåå ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå ýòîãî âåêòîðà
÷ðåçâû÷àéíî óïðîùàåò èçó÷åíèå ïîëÿ â äèýëåêòðèêàõ.

Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ðàçðûâà ìåæäó äâóìÿ ñðåäàìè ñ ðàçëè÷íîé äè-
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε(1) è ε(2).

Âíåøíèå è âíóòðåííèå òàíãåíöèàëüíûå (êàñàòåëüíûå) ñîñòàâëÿþùèå
âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå âñåãäà áóäóò íåïðåðûâíû E

(2)
t =

E
(1)
t . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàíãåíöèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ áóäóò èñïû-

òûâàòü ñêà÷îê, òî ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó âäîëü ãðàíèöû ñ äâóõ
å¼ ñòîðîí áóäåò íàðóøàòüñÿ óñëîâèå (8.88)

u
C
E dr = 0. Íàïðîòèâ, òàíãåí-

öèàëüíûå ñëàãàþùèå ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè íà ãðàíèöå âñåãäà áóäóò

èñïûòûâàòü ñêà÷îê D
(2)
t

ε(2)
=

D
(1)
t

ε(1)
:

D
(2)
t

ε(2)
(8.17)
= E

(2)
t

(8.88)
= E

(1)
t

(8.17)
=

D
(1)
t

ε(1)
(8.102)

Äëÿ íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ çàïèøåì:

D(2)
n −D(1)

n

(8.17)
= ε(2)E(2)

n − ε(1)E(1)
n

(8.24)
(4.99)
= 4πϱ, (8.103)

P(2)
n − P(1)

n = −ϱñâÿç, (8.104)

E(2)
n −E(1)

n

(8.16)
= 4π(ϱ+ ϱñâÿç). (8.105)

Åñëè íà ãðàíèöå íåò ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ (ϱ = 0), òî D
(2)
n = D

(1)
n è

ε(2)E
(2)
n = ε(1)E

(1)
n . Ñëåäîâàòåëüíî, íà íåçàðÿæåííîé ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ
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ðàçëè÷íûõ ñðåä ε(2) ̸= ε(1) íîðìàëüíûå ñëàãàþùèå ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè
îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè, à íîðìàëüíûå æå ñëàãàþùèå íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ

èñïûòûâàþò ñêà÷îê E(2)
n

ε(2)
=

E(1)
n

ε(1)
.

Èç óðàâíåíèé (8.64) è (8.105) ñëåäóåò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðè íà-
ëè÷èè äèýëåêòðèêîâ ñîâïàäàåò ñ ïîëåì, êîòîðîå âîçáóæäàëîñü áû â îòñóò-
ñòâèè äèýëåêòðèêîâ òåìè æå ñâîáîäíûìè çàðÿäàìè ïðè äîáàâëåíèè ê íèì
çàðÿäîâ ρñâÿç è ϱñâÿç.

Óðàâíåíèå (8.24) äëÿ φ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

φ =
y
V

ρ+ ρñâÿç
r

dV +
x
S

ϱ+ ϱñâÿç
r

dσ. (8.106)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä: âàêóóìà è
ïðîâîäíèêà, òî ñèòóàöèÿ íàìíîãî ïðîùå. Òàê êàê â ñîñòîÿíèè ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäîâ íå ïðîèñõîäèò, òî âíóòðè ïðîâîäíèêà
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðàâíî íóëþ (E = 0), ïîòåíöèàë ïîëÿ èìååò ïîñòîÿííîå
çíà÷åíèå íà âñ¼ì ïðîòÿæåíèè êàæäîãî îòäåëüíîãî ïðîâîäíèêà (φ = const),
à âñå ñâîáîäíûå çàðÿäû ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà (âíóòðè
ïðîâîäíèêà çàðÿäû îòñóòñòâóþò, âåðíåå, ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå
çàðÿäû âçàèìíî êîìïåíñèðóþòñÿ).

Ñëåäîâàòåëüíî, íà ãðàíèöå ïðîâîäíèêà âîçíèêàåò ñêà÷îê ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ, ò.å. ïîâåðõíîñòü ïðîâîäíèêà îáðàçóåò ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà âåêòî-
ðà E. Çíà÷èò, ðàñïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòíûõ ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ ϱ (âåêòîð
ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ, èìåþùèé íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ïî-
âåðõíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå) ïðîâîäíèêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïîëîæå-
íèåì ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâà âåêòîðà E.

Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âñå-
ãäà íàïðàâëåí íîðìàëüíî (ïåðïåíäèêóëÿðíî) ê èõ ïîâåðõíîñòè E = En, òàê
êàê òàíãåíöèàëüíûå (êàñàòåëüíûå ê ïîâåðõíîñòè) ñëàãàþùèå ïîëÿ âíóòðè
ïðîâîäíèêà ðàâíû íóëþ ââèäó îòñóòñòâèÿ ïîëÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âíåøíèå
òàíãåíöèàëüíûå ñëàãàþùèå òàêæå âñåãäà íóëåâûå Et = 0. Äëÿ ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäíèêîâ çàïèøåì

E(2)
n −E(1)

n

(4.99)
= 4πϱ, E

(2)
t

(8.88)
= E

(1)
t = 0 (8.107)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà
äâóõ ðàçíûõ ñðåä â ïðèñóòñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ ìàãíèòíûõ òîêîâ:

4π

c

x
S

i dσ
(8.7)
=

4π

c

y
V

j dV
(8.91)
=

y
V

H dV
(4.70)
=

{
S

dσ ×H.

Ñòÿíóâ èíòåãðèðîâàíèå ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ê äâóêðàòíîìó èí-
òåãðèðîâàíèþ ïî äâóì ïîâåðõíîñòÿì âíåøíåé è âíóòðåííåé íà ãðàíèöå ðàç-
äåëà äâóõ ñðåä (ïðè÷¼ì íà âíóòðåííåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè âåëè÷èíà dσ
ìåíÿåò çíàê), çàïèøåì{

S

dσ ×H =
x
S

dσ ×
(
H(2) −H(1)

)
=

4π

c

x
S

i dσ.
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Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì

n×
(
H(2) −H(1)

)
=

4π

c
i, (8.108)

ãäå n � íîðìàëü ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä.
Ýòî óðàâíåíèå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî ïîãðàíè÷íîå óñëîâèå, êîòîðîìó

ïðè íàëè÷èè ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü êàñàòåëüíûå (òàíãåíöèàëüíûå) ñëàãàþùèå âåêòîðà H (èáî ëèøü
ýòè ñëàãàþùèå è âõîäÿò â âûðàæåíèå n×H).

Ïðè îòñóòñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ ýòî ïîãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèíè-
ìàåò âèä: n×

(
H(2) −H(1)

)
= 0 èëèH

(2)
t = H

(1)
t . Ýòî óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî

ïðè îòñóòñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ êàñàòåëüíûå ñëàãàþùèå íàïðÿæåííî-
ñòè ïîëÿ H íåïðåðûâíû ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè. Îò-
íîñèòåëüíî íîðìàëüíûõ ñëàãàþùèõ âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè B ìîæ-
íî ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî îíè íåïðåðûâíû âñåãäà B

(2)
n = B

(1)
n , ÷òî ñëåäóåò èç

óðàâíåíèÿ (8.65) divB = 0. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû âèäåëè ïðè ðàññìîòðå-
íèè ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ñêà÷îê íîðìàëüíîé ñëàãàþùåé
âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè âîçíèêàåò òîëüêî ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíûõ
ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó îòñóòñòâèÿ
â ïðèðîäå ñâîáîäíûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, ñêà÷îê íîðìàëüíîé ñëàãàþùåé
âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû íåâîçìîæåí.
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Ãëàâà 9

Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

9.1 Ïðåäñòàâëÿþùèé àíñàìáëü

Óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (5.2) ïðåäïîëàãàþòñÿ òî÷-
íûìè. Ïðè ýòîì ïîëàãàþò, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ â ïðèíöèïå ìîæíî ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü è âû÷èñëèòü èõ òî÷íûå ðåøåíèÿ.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé âû÷èñëÿ-
þòñÿ òî÷íî, íåò íè÷åãî íåîáû÷íîãî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ðàññìîòðåíèè
ðåàëüíîãî ÿâëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ýòî î÷åíü òðóäíî ñäåëàòü. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ìû íàáëþäàåì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâà
îäíîðîäíûõ ÷àñòèö, â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìå-
íè. Â êàæäûé èç ìîìåíòîâ íàáëþäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èçîáðà-
æàåòñÿ òî÷êîé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ó êîòîðîé íóæíî âû÷èñëèòü òî÷íûå
çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò. Âî-ïåðâûõ, äîñòàòî÷íî ñëîæíî îïðåäåëèòü ïîëíûé ïå-
ðå÷åíü ýòèõ êîîðäèíàò, òàê êàê ÷àñòèö â ñèñòåìå ìîæåò áûòü ñëèøêîì ìíî-
ãî. Äîïóñòèì, íàì ýòî óäàëîñü. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷åííûõ ôàçîâûõ
òî÷åê îáðàçóåò ÷ðåçâû÷àéíî çàïóòàííóþ òðàåêòîðèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Äëÿ åå íàõîæäåíèÿ íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü è ðåøèòü âñå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäíîé çàäà÷åé.
Äîïóñòèì, íàì êàêèì-òî îáðàçîì çàäàòü âñå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ è ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòè óðàâíåíèÿ â îáùåì âèäå. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åðåç
äîñòàòî÷íî êîðîòêèé ïåðèîä âðåìåíè ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áó-
äóò íàðóøàòüñÿ. Â ñëîæíîé è çàïóòàííîé ñèñòåìå ïàðàëëåëüíî âñåãäà ïðî-
èñõîäÿò ðàçíîîáðàçíûå ïðîöåññû, êðîìå òîãî, îêàçûâàþò âëèÿíèå âíåøíèå
óñëîâèÿ è ðàçëè÷íûå ¾øóìû¿.

Â ðåçóëüòàòå ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ ãàìèëüòîíî-
âûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö
â îáùåì âèäå íå ðåøàåòñÿ. Íî èìåííî íàëè÷èå áîëüøîãî ÷èñëà îäíîðîäíûõ
÷àñòèö ïîçâîëÿåò ïîäîéòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü íå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à ñîâîêóïíîñòü òî÷åê
ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Âìåñòî òîãî ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü òî÷êè, èçîáðàæàþ-
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ùèå ñîñòîÿíèå îäíîé ñèñòåìû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, ìîæíî ôîð-
ìàëüíûì îáðàçîì ââåñòè â ðàññìîòðåíèå îäíîâðåìåííî î÷åíü áîëüøîå (â
ïðåäåëå � áåñêîíå÷íîå) ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

Âìåñòî îäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî î÷åíü ñëîæ-
íîé è çàïóòàííîé òðàåêòîðèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ìû ðàññìàòðèâàåì
ìíîæåñòâî ñèñòåì â âèäå ¾îáëàêà¿ òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêóþ
âîîáðàæàåìóþ ñîâîêóïíîñòü îäèíàêîâûõ ñèñòåì Ãèááñ è Ýéíøòåéí íàçâàëè
ïðåäñòàâëÿþùèì àíñàìáëåì ñèñòåì.

Ãèááñ îïðåäåëèë ýòî ïîíÿòèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¾Ìû ìîæåì ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå îãðîìíîå ÷èñëî ñèñòåì îäèíàêîâîé ïðèðîäû, íî ðàçëè÷íûõ ïî
êîíôèãóðàöèÿì è ñêîðîñòÿì, êîòîðûìè îíè îáëàäàþò â äàííûé ìîìåíò, è
ðàçëè÷íûõ íå òîëüêî áåñêîíå÷íî ìàëî, íî òàê, ÷òî îõâàòûâàåòñÿ êàæäàÿ
ìûñëèìàÿ êîìáèíàöèÿ êîíôèãóðàöèé è ñêîðîñòåé. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì ïî-
ñòàâèòü ñåáå çàäà÷åé, íå ïðîñëåæèâàòü îïðåäåëåííóþ ñèñòåìó ÷åðåç âñþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå êîíôèãóðàöèé, à óñòàíîâèòü, êàê áóäåò ðàñïðåäåëå-
íî âñå ÷èñëî ñèñòåì ìåæäó ðàçëè÷íûìè âîçìîæíûìè êîíôèãóðàöèÿìè è
ñêîðîñòÿìè â ëþáîé òðåáóåìûé ìîìåíò, åñëè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå áûëî çà-
äàíî äëÿ êàêîãî-ëèáî ìîìåíòà âðåìåíè. Îñíîâíûì óðàâíåíèåì ïðè òàêîì
èññëåäîâàíèè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, äàþùåå ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ÷èñëà ñè-
ñòåì, çàêëþ÷åííûõ âíóòðè îïðåäåëåííûõ ìàëûõ ãðàíèö êîíôèãóðàöèè è
ñêîðîñòè¿ [12, ñ. 12].

Ìàëûå ãðàíèöû êîíôèãóðàöèè è ñêîðîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, î
êîòîðûõ ãîâîðèò Ãèááñ, íàçûâàþò áåñêîíå÷íî ìàëûì ýëåìåíòîì ôàçîâîãî
îáúåìà, è çàïèñûâàþò â âèäå (5.44):

dV = dp1 ∧ . . . ∧ dpn ∧ dq1 ∧ . . . ∧ dqn.

Ýëåìåíò ôàçîâîãî îáúåìà dV õîòü è ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì, íî
âñå-òàêè îí äîñòàòî÷íî áîëüøîé (ìàêðîñêîïè÷åñêèé) ïî îòíîøåíèþ ê ðàç-
ìåðó òî÷åê. ×èñëî æå òî÷åê ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòîëü áîëüøèì, ÷òî ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé ñðåäîé, êîòîðàÿ, â ñèëó óñëî-
âèÿ (4.67), îêàçûâàåòñÿ ïîäîáíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,
äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ:

div (q̇, ṗ)
(3.83)
=

∑(
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

)
(5.39)
=

∑(
∂ 2H

∂qi∂pi
− ∂ 2H

∂pi∂qi

)
= 0.

¾Íåñæèìàåìîñòü ôàçîâîé æèäêîñòè¿ ïðîèçâîëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ìíîæåñòâà îäíîðîäíûõ ÷àñòèö, íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì
ðåçóëüòàòîì, à ïðÿìî âûòåêàåò èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ (5.44) î ñîõðàíåíèè
îáú¼ìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Ðàññìàòðèâàåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà îäíîðîäíûõ ÷àñòèö, à ôàçîâîå ïðîñòàíñòâî ýòîé ñè-
ñòåìû ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé (ôàç), êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ çíà-
÷åíèÿìè êîíôèãóðàöèé è ñêîðîñòåé. Ýòà ñîâîêóïíîñòü ñîñòîÿíèé ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íàìè êàê íåïðåðûâíàÿ ñðåäà, ïîäîáíàÿ íåñæèìàåìîé (ôàçîâîé)
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æèäêîñòè. Òàêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ïðèíÿòî íàçûâàòü ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ñèñòåìîé.

Àíàëîãè÷íî âñÿêîé íåïðåðûâíîé ñðåäå, ôàçîâàÿ æèäêîñòü äîëæíà èìåòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ ¾ïëîòíîñòü¿ ρ, íî â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ïëîòíîñòè, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò x, y, z è, âîçìîæíî,
âðåìåíè, ïëîòíîñòü ôàçîâîé æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ôàçîâûõ êîîð-
äèíàò è, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (4.66, 4.67) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ
(ñì. ñ. 224):

ρ(t,p,q) = const. (9.1)

Òîãäà, âû÷èñëèâ ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ρ, ïîëó÷èì

0

(9.1)
(ñ. 106)
= ρ̇

(3.102)
=

n∑
i=1

(
q̇i
∂ρ

∂qi
+ ṗi

∂ρ

∂pi

)
+
∂ρ

∂t

(5.49)
= {H, ρ}+ ∂ρ

∂t
. (9.2)

Ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðè êîòîðîì ¾ïëîòíîñòü ôàçîâîé
æèäêîñòè¿ ïðè äâèæåíèè âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïðèíèìàåò ñòàöèî-
íàðíîå çíà÷åíèå ∂ρ

∂t = 0 (ôóíêöèÿ ρ íå çàâèñèò îò âðåìåíè t ÿâíî), äàåò
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

{H, ρ} = 0, (9.3)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.
×òîáû ôóíêöèÿ ρ áûëà èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, îíà äîëæíà áûòü ôóíê-

öèåé ýíåðãèè: ρ = f(E), ãäå E = H.
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ åå ÷àñòåé. Äîïóñòèì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ
íåçàâèñèìûõ ÷àñòåé A è B. Òîãäà ρ = ρA · ρB . Â òî æå âðåìÿ èíòåãðàë
äâèæåíèÿ ñèñòåìû äîëæåí ÿâëÿòüñÿ ñóììîé èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ÷àñòåé
ñèñòåìû, íàïðèìåð E = EA +EB. Êðîìå òîãî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ
îòäåëüíûõ ÷àñòåé ñèñòåìû äîëæíû îáëàäàòü îäèíàêîâîé ïðèðîäîé, ò.å. îäè-
íàêîâî âûðàæàòüñÿ ÷åðåç èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

Âñïîìèíàÿ óðàâíåíèå lnAB = lnA+ lnB çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå,
ïðåäñòàâëÿåìîå âûðàæåíèåì

ρ = e
ψ−E
θ , (9.4)

ãäå θ è ψ � ïîñòîÿííûå,
E � ýíåðãèÿ;

ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì ìûñëèìûì ñëó÷àåì, êîãäà âû-
ïîëíÿþòñÿ âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ. Äåëèòåëü θ (âåëè÷èíà, îáëà-
äàþùàÿ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòüþ ñ E) íå óñëîæíÿåò äåëà, à, íàîáîðîò,
óïðîùàåò åãî, ïîñêîëüêó íàëè÷èå åãî äåëàåò ðàñïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûì
îò óïîòðåáëÿåìûõ åäèíèö.

Åñëè òåïåðü ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ ρ ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðî-
ñòðàíñòâó (ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî òàêîé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò) è ââåñòè
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íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ρ óäîâëåòâî-
ðÿëà óñëîâèþ íîðìèðîâêè (6.49):

w
. . .

w
︸ ︷︷ ︸

2n

ρ dV = 1, (9.5)

òî ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ, èãðàþùóþ ðîëü ¾ïëîòíîñòè¿ ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêóþ ôóíêöèþ ρ íàçûâàþò ôóíêöè-
åé ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (èëè ïðîñòî ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ)
äàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû.

Îòìåòèì îäíî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Ïðè ïåðåõîäå ê
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ìû ìîæåì ëþ-
áîå èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ïðèíÿòü çà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû íå çàâèñèò îò

íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

9.2 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû

Â çàìêíóòîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ å¼
ïåðâûì èíòåãðàëîì: E(p,q) = const.

Äîïóñòèì, ÷òî ñèñòåìà áîëüøå íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé, è ïðîèçî-
øëî íåêîå áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò dq
ñèñòåìû. Ïðè ýòîì âçàèìîäåéñòâèè ñ âíåøíåé ñðåäîé èçìåíèëàñü ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ýòî îçíà÷àåò ïåðåõîä îò îäíîé ïîâåðõíîñòè ýíåðãèè (ïî-
âåðõíîñòè óðîâíÿ) ê äðóãîé. Ïðè÷åì ãðàäèåíò ýíåðãèè â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïåðâûì èç óðàâíåíèé (5.39) ðàâåí ñèëå F, ñ êîòîðîé ñèñòåìà âîçäåéñòâóåò
íà âíåøíþþ ñðåäó

ṗ
(7.2)
= −∂E

∂q
= F. (9.6)

Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë óðàâíåíèÿ (9.5) ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèÿ (9.4), ãäå
ìîäóëü ðàñïðåäåëåíèÿ θ, ÿâëÿÿñü íîðìèðóþùèì ìíîæèòåëåì äëÿ ýíåðãèè,
ïî ïðåæíåìó îñòà¼òñÿ êîíñòàíòîé, â îòëè÷èå îò âåëè÷èíû ψ, êîòîðàÿ ñòà-
íîâèòñÿ ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé:

dψ

θ

w
e
ψ−E
θ dV −

w (eψ−E
θ

θ

∂E

∂q
dq

)
dV = 0. (9.7)

èëè

dψ =
w (∂E

∂q
e
ψ−E
θ dq

)
dV

(9.6)
= −

(w
Fρ dV

)
dq

(6.50)
= −F dq. (9.8)

Îáîçíà÷èì ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â ôîðìóëå (9.4) ÷åðåç η, ò.å.

η =
ψ − E

θ
, ρ = eη èëè η = ln ρ. (9.9)
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Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë óðàâíåíèÿ (9.9):

θ dη = dψ − dE èëè dE
(9.8)
= −θ dη − F dq. (9.10)

Âîçäåéñòâèå óñðåäí¼ííîé ñèëû ñèñòåìû íà âíåøíþþ ñðåäó ïðèâîäèò ê
áåñêîíå÷íî ìàëîìó èçìåíåíèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò dq è íàçûâàåò-
ñÿ ðàáîòîé dA, êîòîðóþ ñèñòåìà ïðîèçâîäèò íàä âíåøíåé ñðåäîé. Ðàáîòà ïî
îáùåìó ïðàâèëó âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ñèëû íà âûçûâàåìîå ñèëîé
ïåðåìåùåíèå (èçìåíåíèå êîîðäèíàòû):

dA
(7.7)
= F dq. (9.11)

Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñèñòåìû ñ âíåøíåé ñðåäîé èçìåíèòñÿ òàêæå è îáú-
åì V , êîòîðûé çàíèìàåò ñèñòåìà â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà

dV =
∂V

∂q1
dq1 + . . .+

∂V

∂qn
dqn = gradV · dq. (9.12)

Â äàííîì ñëó÷àå gradV � ýòî âåêòîð íà ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé
ñèñòåìó è âíåøíþþ ñðåäó, èìåþùèé â êàæäîé òî÷êå íàïðàâëåíèå íîðìàëè
(ñì. ñòð. 109) ê ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà P , ÷èñëåííî ðàâíàÿ ñèëå, äåéñòâóþùåé íà åäè-
íèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè
íàçûâàåòñÿ äàâëåíèåì. Íàïðàâëåíèå ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû f âîçäåéñòâèÿ
ñèñòåìû íà âíåøíþþ ñðåäó â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, î÷åâèäíî, ñîâïà-
äàåò ñ íàïðàâëåíèåì ãðàäèåíòà â ýòîé òî÷êå, ïîýòîìó äàâëåíèå âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

P =
F

gradV
(9.13)

Â ðåçóëüòàòå ìû ìîæåì çàïèñàòü

dA = PdV. (9.14)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷ëåí θ dη. Âîîáùå ãîâîðÿ, âûáîð ìîäóëÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ θ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëåí. Ñàìûì èçâåñòíûì ìîäóëåì ðàñïðåäåëå-
íèÿ äëÿ ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ θ = kT , ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T �
àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà (îò ëàò. temperatura � íàäëåæàùåå ñìåøåíèå,
íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå), ò.å. âåëè÷èíà ìîäóëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèò îò ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Òîãäà âûðàæåíèå, íàéäåííîå â 1901 ãîäó àìåðèêàíñêèì
ôèçèêîì�òåîðåòèêîì Äæîçàéÿ Óèëëàðäîì Ãèááñîì (1839�1903)

ρ(E)
(9.4)
= e

ψ−E
θ

(9.5)
= Ae−

E
kT , (9.15)

ãäå A � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü,
íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà.

Îáðàòèì âíèìàíèå åùå ðàç. Ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà îïðåäåëÿåò âåðîÿò-
íîñòü ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì
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1) ðàâíîâåñèþ ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëåå âåðîÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå;
2) âåðîÿòíîñòü íåêîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî åãî ýíåðãèåé.
Âûðàæåíèå −kη íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé (îò ãðå÷. entropia � ïîâîðîò,

ïðåâðàùåíèå) ñèñòåìû è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ S = −kη.
Ïîëíóþ ýíåðãèþ çàìêíóòîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû E íàçûâàþò âíóò-

ðåííåé ýíåðãèåé è îáîçíà÷àþò U .
Òîãäà ïîëó÷àåì

dU
(9.10)
= TdS − PdV, (9.16)

ãäå

T =

(
∂U

∂S

)
V

, P = −
(
∂U

∂V

)
S

. (9.17)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èí T , V è P âïîëíå ïîíÿòåí èç ëè÷íîãî îïûòà
êàæäîãî ÷åëîâåêà. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýíòðîïèè S òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ
ïîÿñíåíèé.

Äîïóñòèì, ìû ðàññìàòðèâàåì íå àíñàìáëü ñèñòåì ñî ñðåäíåé ïëîòíî-
ñòüþ N , à îäíó ñèñòåìó, êîòîðàÿ ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç N ðàâíî-
âåðîÿòíûõ ñîñòîÿíèé. Åñëè ïðèíÿòü âåëè÷èíó ρ êàê âåðîÿòíîñòü ñèñòåìû
íàõîäèòüñÿ â êàêîì ëèáî îïðåäåëåííîì ñîñòîÿíèè, òî âåëè÷èíó N = ρ−1

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáùåå ÷èñëî ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ìîæåò íà-
õîäèòüñÿ ñèñòåìà. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû (9.9) çàïè-
øåì âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè

S = −k η = k ln ρ−1 = k lnN, (9.18)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ å¼ ñòàòèñòè÷åñêèì èñòîëêîâàíèåì.
Ñòàòèñòè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå ýíòðîïèè äàë Ëþäâèã Áîëüöìàí (1872), è

ôîðìóëà (9.18) çàïå÷àòëåíà íà åãî ìîãèëå â Âåíå. Îäíàêî íàñêîëüêî èçâåñò-
íî, ñàì Áîëüöìàí íèêîãäà ýòó ôîðìóëó â ÿâíîì âèäå íå ïèñàë. Ýòó ôîðìóëó
äàë Ïëàíê (1900) â ñâîèõ çíàìåíèòûõ ëåêöèÿõ ïî òåîðèè òåïëîâîãî èçëó÷å-
íèÿ, ïîä÷åðêíóâ òîãäà, ÷òî ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ýíòðîïèþ îäíîçíà÷íî, íå
îñòàâëÿÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè â âûáîðå ïîñòîÿííîé k. Ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà
k ïîíàäîáèëàñü äëÿ ñîáëþäåíèÿ ðàçìåðíîñòè Äæ

K , ãäå Äæ � ¾äæîóëü¿ åäè-
íèöà èçìåðåíèÿ ýíåðãèè, K � ¾êåëüâèí¿ åäèíèöà èçìåðåíèÿ àáñîëþòíîé
òåìïåðàòóðû.

Èñòîðè÷åñêè áîëåå ðàííåå ïîíÿòèå ýíòðîïèè (òî÷íåå èçìåíåíèÿ ýíòðî-
ïèè ñèñòåìû dS) áûëî ââåäåíî Ð. Êëàóçèóñîì (1865) êàê ðåçóëüòàò äåëåíèÿ
èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà òåïëîòû â ñèñòåìå dQ, íà àáñîëþòíóþ òåìïåðàòóðó
ñèñòåìû T :

dS =
dQ

T
. (9.19)

Òàêèì îáðàçîì, Ð. Êëàóçèóñ îïðåäåëèë ýíòðîïèþ ïðè ïîìîùè òåïëî-
òû. Äî êîíöà 18 â. òåïëîòó ñ÷èòàëè ìàòåðèàëüíîé ñóáñòàíöèåé, ïîëàãàÿ, ÷òî
òåìïåðàòóðà òåëà îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ñîäåðæàùåéñÿ â íåì ¾êàëîðè-
÷åñêîé æèäêîñòè¿, èëè ¾òåïëîðîäà¿. Ïîçäíåå Á. Ðóìôîðä, Äæ. Äæîóëü
è äðóãèå ôèçèêè òîãî âðåìåíè ïóòåì îñòðîóìíûõ îïûòîâ è ðàññóæäåíèé
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îïðîâåðãëè ¾êàëîðè÷åñêóþ¿ òåîðèþ, äîêàçàâ, ÷òî òåïëîòà íåâåñîìà è ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòî êèíåòè÷åñêîé ÷àñòüþ âíóòðåííåé ýíåðãèè âåùåñòâà, îïðåäåëÿ-
åìàÿ èíòåíñèâíûì õàîòè÷åñêèì äâèæåíèåì ìîëåêóë è àòîìîâ, èç êîòîðûõ
ýòî âåùåñòâî ñîñòîèò.

Ïîíÿòèå ýíòðîïèè ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíî ïîíÿòèþ èíôîðìàöèè. Â
ñëó÷àå N ðàâíîâåðîÿòíûõ âàðèàíòîâ ñîñòîÿíèÿ âåëè÷èíà ýíòðîïèè (9.18)
ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé Áîëüöìàíà ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé èíôîðìàöèè
(6.35) I = lnN . Ïðè ýòîì èíôîðìàöèþ íàçûâàþò ìåðîé óïîðÿäî÷åííîñòè
ñèñòåìû, à ýíòðîïèþ � ìåðîé åå íåóïîðÿäî÷åííîñòè.

Òàê äâà ïîíÿòèÿ, èìåþùèõ ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíûå ñìûñëû, èìåþò,
òåì íå ìåíåå, ðàâíûå çíà÷åíèÿ èõ âåëè÷èí. Õîòÿ âåëè÷èíû ýíòðîïèè è èí-
ôîðìàöèè ðàâíû, èõ èçìåíåíèÿ â ñèñòåìå ðàâíû òîëüêî ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó. Êîãäà ñèñòåìà ïîëíîñòüþ íåóïîðÿ-
äî÷åíà, åå ýíòðîïèÿ ìàêñèìàëüíà, à èíôîðìàöèÿ ðàâíà íóëþ. Êîãäà ñîñòî-
ÿíèå ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî (ñèñòåìà ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åíà) åå
ýíòðîïèÿ ðàâíà íóëþ, à èíôîðìàöèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíà. Ñëåäî-
âàòåëüíî (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ðàçìåðíîñòè)

dS = −dI. (9.20)

Ïàðû ïåðåìåííûõ T, S è P, V íàçûâàþòòåðìîäèíàìè÷åñêè âçàèìíûìè
âåëè÷èíàìè èëè, â áîëåå îáùåì ñìûñëå, � ñîïðÿæ¼ííûìè ïåðåìåííûìè.
Ïðè ýòîì âåëè÷èíû S, V íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè, âåëè÷èíû P, T � ñèëàìè.
Êîîðäèíàòû è ñèëû íàçûâàþò òàêæå òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè

èëè ïàðàìåòðàìè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.
Ñòàòèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàâèñÿùóþ îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ, íàçû-

âàþò òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé èëè òåëîì.
Òåðìîäèíàìèêà (îò ãðå÷. θέρµη � òåïëî, δύναµις � ñèëà) � íàóêà î

íàèáîëåå îáùèõ òåïëîâûõ ñâîéñòâàõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë (òåðìîäèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì), ïåðâàÿ íà÷àëà çàíèìàòüñÿ èçó÷åíèåì ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñîñòîÿíèÿ èëè óðàâ-
íåíèåì ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:

f(P, V, T ) = const, èëè f(P, V, S) = const. (9.21)

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ, òî ïðîèñõîäèò
òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ. Ïðîöåññû òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äåëÿò
íà ðàâíîâåñíûå è íåðàâíîâåñíûå. Ðàâíîâåñíûé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (9.3) ρ̇ = 0 èëè ρ = const.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ýíòðîïèè (9.18), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðàâ-
íîâåñíîì ïðîöåññå ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ dS = 0 èëè S = const.
Åñëè óñëîâèå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ íàðóøàåòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî â ñè-
ñòåìå ïðîèñõîäèò íåðàâíîâåñíûé ïðîöåññ. Êàê îêàçàëîñü äëÿ âñåõ èññëåäî-
âàííûõ ñèñòåì, íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû ìîãóò èäòè òîëüêî ñ âîçðàñòàíèåì
ýíòðîïèè, ò.å. ïðè óñëîâèè dS > 0. Ïîýòîìó â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ýíòðîïèÿ
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íèêîãäà íå óìåíüøàåòñÿ, ò.å. ÷èñëî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ìîæåò
òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ dN > 0.

Ðàâíîâåñíûå ïðîöåññû íàçûâàþò åùå îáðàòèìûìè, òàê êàê ñèñòåìà ìî-
æåò ïðîéòè îáðàòíî ÷åðåç âñå ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà. Íåðàâ-
íîâåñíûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ íåîáðàòèìûì, òàê êàê ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ýí-
òðîïèÿ ìîæåò ïðîõîäèòü òîëüêî â íàïðàâëåíèè åå âîçðàñòàíèÿ, îáðàòíûé
ïðîöåññ óáûâàíèÿ ýíòðîïèè íåâîçìîæåí.

Óñëîâèå dU = dA = dQ = 0 çàäàåò çàìêíóòóþ (èçîëèðîâàííóþ) ñèñòå-
ìó. Åñëè â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè dU ̸= 0, òî
ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé, à ïðè èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà âåùå-
ñòâà â ñèñòåìå dG ̸= 0 � îòêðûòîé. Ñ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ òåïëîòû ââîäèò-
ñÿ ïîíÿòèå òåðìè÷åñêè èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû. Íåèçîëèðîâàííàÿ ñèñòåìà,
äëÿ êîòîðîé dU ̸= 0, íàçûâàåòñÿ òåðìè÷åñêè èçîëèðîâàííîé, åñëè äëÿ íåå
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå dQ = 0 èëè Q = const, ò.å. â ñèñòåìå ñóùåñòâóþò òàê
íàçûâàåìûå àäèàáàòíûå ïîâåðõíîñòè. Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî
àäèàáàòíûå ïîâåðõíîñòè (îò ãðå÷. αδιαβατoς � íåïåðåõîäèìûé) ÿâëÿþò-
ñÿ ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ, ò.å. êàê ïîâåðõíîñòè ýíåðãèè èëè ëþáûå äðóãèå
ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

Íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ èëè, ÷òî ïî÷òè òî æå ñàìîå,
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå âîçíèêàåò â òîì ñëó÷àå, åñëè
èçìåíåíèå êîîðäèíàò ñèñòåìû ïðîèçîøëî ñêà÷êîì èëè, ïî êðàéíåé ìåðå,
áûñòðåå, ÷åì ñòàòèñòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå óñïåëî íàñòóïèòü. Åñëè ïîñëå ýòî-
ãî îñòàâèòü ñèñòåìó â ïîêîå, ò.å. ñäåëàòü åå çàìêíóòîé èëè, ïî êðàéíåé
ìåðå, èçîëèðîâàííîé (ò.å. íàõîäÿùåéñÿ â ïîñòîÿííûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ),
òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñèñòåìà îáÿçàòåëüíî ïðèäåò â ñîñòîÿíèå ðàâíî-
âåñèÿ. Ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî äîëæåí îáÿçàòåëüíî ïðî-
èçîéòè ïåðåõîä ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ, íàçûâàþò âðåìåíåì ðåëàêñà-

öèè. Òåîðèþ íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåõîäîì â ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ, íàçûâàþò êèíåòèêîé. Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîâåñíûå ïðîöåññû
â ñèñòåìå, ýòî ïðîñòî òàêèå ïðîöåññû, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî
ìåäëåííîå èçìåíåíèå êîîðäèíàò, ÷òîáû â ñèñòåìå óñïåâàëî óñòàíàâëèâàòüñÿ
ñòàòèñòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàìêíóòóþ ñèñòåìó (dU = dA = 0), êîòîðàÿ íàõî-
äèòñÿ â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñèñòåìà ïðèä¼ò
â ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå. Ïðè ýòîì, ââèäó çàìêíóòîñòè ñèñòåìû, ó íå¼ íå
èçìåíèòñÿ íè îáú¼ì, íè âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, îäíàêî óâåëè÷èòñÿ ýíòðîïèÿ.
Ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ çàâåðøèòñÿ, êîãäà ýíòðîïèÿ äîñòèãíåò
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàì íóæíî óòî÷íèòü óðàâíåíèå
(9.16), êîòîðîå ìû âû÷èñëÿëè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â
ñòàòèñòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè. Òàê êàê âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ êðîìå TdS íó-
ëåâûå, à dS > 0, òî äëÿ ðàñøèðåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íà íåðàâíîâåñíûå
ñèñòåìû íàì íóæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî

dU 6 TdS − PdV. (9.22)

Åñëè ñèñòåìà çàìêíóòà, òî îíà è òåðìè÷åñêè èçîëèðîâàíà (dQ = 0).
Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ó÷¼òà íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ íàì íåîáõîäèìî òàêæå
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óòî÷íèòü è îïðåäåëåíèå (9.19) ýíòðîïèè ïðè ïîìîùè òåïëîòû

dS > dQ

T
. (9.23)

9.3 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû

Ðàññìîòðèì òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (òåëî), ïîìåù¼ííóþ âî âíåøíþþ
ñðåäó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà óæå íå èçîëèðîâàíà
è ìîæåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ âíåøíåé ñðåäîé. Åñëè ñèñòåìà íå íàõîäèòñÿ
â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, òî â íåé ïðîèñõîäèò òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ
óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâ-
íîâåñèÿ ïðîèçâîëüíîé (íåçàìêíóòîé) ñèñòåìû çàâèñèò îò óñëîâèé âçàèìî-

äåéñòâèÿ (ñîïðÿæåíèÿ) ñèñòåìû ñ âíåøíåé ñðåäîé.
Ïðîöåññ ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå V = const, êîãäà ñèñòåìà íå ñîâåðøàåò

âíåøíåé ðàáîòû ðàñøèðåíèÿ, íàçûâàåòñÿ èçîõîðè÷åñêèì; ïðè P = const
� èçîáàðè÷åñêèì; ïðè T = const � èçîòåðìè÷åñêèì. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò
àäèàáàòè÷åñêèé èëè èçîýíòðîïèéíûé ïðîöåññ, åñëè îí îáðàòèì, è åñëè
ñèñòåìà òåðìè÷åñêè èçîëèðîâàíà, ò.å. Q = const, S = const.

Äèàãðàììàìè ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà íàçûâàþòñÿ èçîëèíèè íà êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè ïîëó÷åííûå ñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè ñîñòîÿíèÿ (9.21) ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïëîñêîñòüþ V, T, P, S = const (ñì. ðèñ. 3.3).

Íàïðèìåð, èçîõîðà � èçîëèíèÿ ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå íà ïëîñêîñòè
P, T ; èçîáàðà � ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè íà ïëîñêîñòè V, T ; èçîòåðìà �
ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå íà ïëîñêîñòè P, V , èçîýíòðîïà (àäèàáàòà) �
ïðè ïîñòîÿííîé ýíòðîïèè íà ïëîñêîñòè P, V .

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêî-
ãî ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå ìîæåò ïðîòåêàòü ðàâíîâåñíî (àäèàáàòè÷åñêè) ïðè
dS = 0 èëè íåðàâíîâåñíî ïðè dS > 0, íî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñèñòåìû ñ
âíåøíåé ñðåäîé ïðè ýòîì ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, è êðèòåðèè óñòàíîâëå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû áóäóò çàâèñåòü îò ýòèõ óñëîâèé.

Íàèáîëüøèé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ÷åòûðå òèïà óñëîâèé
âçàèìîäåéñòâèÿ (ñîïðÿæåíèÿ ñ âíåøíåé ñðåäîé):

V = const, S = const; (9.24)

V = const, T = const; (9.25)

P = const, S = const; (9.26)

P = const, T = const. (9.27)

Êàæäûé èç ýòèõ ÷åòûð¼õ ñëó÷àåâ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óäîáíî îïè-
ñûâàòü ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ôóíêöèè.

Â íåðàâíîâåñíîé ñèñòåìå ïðè óñëîâèÿõ (9.24) èç íåðàâåíñòâà (9.22) ñëå-
äóåò, ÷òî dU 6 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ ñ âíåøíåé ñðå-
äîé (9.24) âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ íåðàâíîâåñíîé ñèñòåìû áóäåò óìåíüøàòüñÿ
è äîñòèãíåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ.
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Òàêîå ïîâåäåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ñèñòåìû î÷åíü íàïîìèíàåò ïîâå-
äåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Òåðìîäèíàìè÷åñêóþ
ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåø-
íåé ñðåäîé áóäåò âåñòè ñåáÿ ïîäîáíûì îáðàçîì íàçûâàþò òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèì ïîòåíöèàëîì èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà (3.152) F = U − TS äà¼ò óðàâíåíèå

dF = dU − TdS − SdT

èëè íåðàâåíñòâî ñ ó÷¼òîì íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ

dF
(9.22)

6 −S dT − PdV, (9.28)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F � ýíåðãèÿ Ãåëüìãîëüöà, ñâîáîäíàÿ ýíåð-
ãèÿ èëè èçîõîðíî-èçîòåðìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðè óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ ñ
âíåøíåé ñðåäîé (9.25) áóäåò óìåíüøàòüñÿ (dF 6 0) è äîñòèãíåò ìèíèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà H = U + PV äà¼ò ñ ó÷¼òîì íåðàâíîâåñíîãî
ñîñòîÿíèÿ íåðàâåíñòâî

dH 6 TdS + V dP, (9.29)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ H � ýíòàëüïèÿ èëè òåïëîñîäåðæàíèå

ïðè óñëîâèÿõ (9.26) áóäåò óìåíüøàòüñÿ (dH 6 0) è äîñòèãíåò ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà Φ = U + PV − TS äà¼ò ñ ó÷¼òîì íåðàâíî-
âåñíîãî ñîñòîÿíèÿ íåðàâåíñòâî

dΦ 6 −S dT + V dP, (9.30)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Φ� ýíåðãèÿ Ãèááñà èëè èçîáàðíî-èçîòåðìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë ïðè óñëîâèÿõ (9.27) áóäåò óìåíüøàòüñÿ (dΦ 6 0) è äîñòèãíåò ìè-
íèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ.

Ïîâåäåíèå ÷åòûð¼õ ðàññìîòðåííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ
àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ ïîòåíöèàëà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � êàæäûé èç ïî-
òåíöèàëîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíåé ñðå-
äîé ñòðåìèòñÿ ê ìèíèìóìó, ïðîèçâîäÿ çà ñ÷¼ò ñîáñòâåííîé óáûëè ðàáîòó
íàä âíåøíåé ñðåäîé. Ìàêñèìàëüíàÿ ðàáîòà, âîçìîæíàÿ çà ñ÷¼ò íåðàâíîâå-

ñèÿ èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ, äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàâíîâåñíîì ïðîöåññå, åñëè ñèñòå-
ìà (òåëî) â êàæäûé ìîìåíò ïðîöåññà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè,
íî, êîíå÷íî, íå â ðàâíîâåñèè ñî ñðåäîé. Íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíàÿ ðàáîòà
ïðè óñëîâèÿõ (9.24) (çà âû÷åòîì ðàáîòû ðàñøèðåíèÿ, òàê êàê dV = 0) ðàâ-
íà óáûëè âíóòðåííåé ýíåðãèè ∆U , ïðè óñëîâèÿõ (9.25) ðàâíà óáûëè ∆F è
ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ðàáîòà çà ñ÷åò íåðàâ-
íîâåñíîñòè ñèñòåìû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñîâåðøåíà òåëîì (ñèñòåìîé) íàä
îáúåêòîì ïðè âûáðàíûõ óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ ñî ñðåäîé ðàâíà óáûëè ñîîò-
âåòñòâóþùåãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ýòîò âûâîä åñòü îñíîâíîé
ïðèçíàê ïîòåíöèàëà è îáóñëàâëèâàåò íàçâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè � ïîòåíöèàë.
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Êàæäûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë çàâèñèò îò ñâîåãî íàáîðà ïå-
ðåìåííûõ: U(S, V ), F (T, V ), H(S, P ) è Φ(T, P ). Ýòè ïåðåìåííûå íàçûâàþò-
ñÿ åñòåñòâåííûìè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Åñëè òåðìîäèíàìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë çàäàí êàê ôóíêöèÿ åñòåñòâåííûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, íà-
ïðèìåð U(S, V ), òî òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû îïðåäåëåíû ïîë-
íîñòüþ, à ãðàôèê (S, V, U) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü ñî-

ñòîÿíèÿ ñèñòåìû â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü âìåñòî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (9.21). Âìåñòî êîîðäèíàòû P â ïåðâîì
ñëó÷àå ìîã áûòü èñïîëüçîâàí ïîòåíöèàë F , à âî âòîðîì � ïîòåíöèàë U .
Åñëè æå ïîòåíöèàë çàäàí êàê ôóíêöèÿ äðóãîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ, òî äëÿ
ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Ðàâíîâåñèå òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ýíòðîïèè ïðè ëþáûõ óñëîâèÿõ
âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû ñ âíåøíåé ñðåäîé. Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ
ñîïðÿæåíèÿ ñ âíåøíåé ñðåäîé ðàâíîâåñèå ñèñòåìû òàêæå õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ ìèíèìóì ñîîòâåòñòâóþùåãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Â � 9.5 ìû
óâèäèì, êàê ñ ïîìîùüþ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà èññëåäîâàòü óñòîé-
÷èâîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âà-
ðèàöèé å¼ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (9.28, 9.29) ïðè ðàâíîâåñíîì ïðîöåññå (êîãäà
âìåñòî íåðàâåíñòâ ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ) àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì óðàâíåíèÿì (5.38, 5.39, 5.46, 5.47) èëè (7.2, 7.3) ìåõàíèêè:

dU = TdS − PdV, T =

(
∂U

∂S

)
V

, P = −
(
∂U

∂V

)
S

,

dH = q̇ dp− ṗ dq, q̇ =

(
∂H

∂p

)
q

, ṗ = −
(
∂H

∂q

)
p

,

d[−F ] = S dT + PdV, S =

(
∂[−F ]
∂T

)
V

, P =

(
∂[−F ]
∂V

)
T

,

dL = p dq̇+ ṗ dq, p =

(
∂L

∂q̇

)
q

, q̇ =

(
∂L

∂p

)
q̇

.

Àíàëîãèè çäåñü âîçìîæíû, åñëè èìåþò ìåñòî ñîîòâåòñòâèÿ, ïðåäñòàâ-
ëåííûå â òàáëèöå 9.1.

Òîò ôàêò, ÷òî âåëè÷èíû p,q, ṗ, q̇ � âåêòîðû, à âåëè÷èíû S, V, P, T �
ñêàëÿðû, â äàííîì ñëó÷àå íå èìååò çíà÷åíèÿ, òàê êàê âî âñåõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïðèñóòñòâóåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ê ñòàòèñòè÷åñêîé
ñèñòåìå ìîæíî åùå èíòåðïðåòèðîâàòü è êàê çàìåíó âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ
ñêàëÿðíûìè ïåðåìåííûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå ïîñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ
òåðìîäèíàìèêè ñïðàâåäëèâû è äëÿ íåçàìêíóòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè
îáðàòíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ.

Êîîðäèíàòû S, V è ïîòåíöèàëû U,F,H,Φ çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà âåùå-
ñòâà â ñèñòåìå è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè (ýêñòåíñèâíûìè) âåëè-
÷èíàìè. Ñèëû T, P íå çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà âåùåñòâà â ñèñòåìå, è ïîýòîìó
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Òåðìîäèíàìèêà Ìåõàíèêà

Îáú¼ì V Ðàäèóñ-âåêòîð q
Ýíòðîïèÿ S Èìïóëüñ p
Òåìïåðàòóðà T Ñêîðîñòü v = q̇
Äàâëåíèå P Ñèëà f = ṗ
Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ U(S, V ) Ãàìèëüòîíèàí H(p,q)
Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ [−F (T, V )] Ëàãðàíæèàí L(q̇,q)
Àíàëîãà íåò Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T (q̇)
Àíàëîãà íåò Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U(q)
Ýíòàëüïèÿ H(S, P ) Àíàëîãà íåò
Ýíåðãèÿ Ãèááñà Φ(T, P ) Àíàëîãà íåò

Òàáëèöà 9.1: Àíàëîãèè ìåõàíèêè è òåðìîäèíàìèêè

ÿâëÿþòñÿ èíòåíñèâíûìè âåëè÷èíàìè. Çíà÷åíèÿ ýêñòåíñèâíûõ âåëè÷èí äëÿ
âñåé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â öåëîì ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âè-
äå ïðîèçâåäåíèÿ óäåëüíîé (îòíåñåííîé ê åäèíèöå âåùåñòâà) âåëè÷èíû íà
êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â ñèñòåìå

S = sG, V = vG, U = uG, F = fG, H = hG, Φ = φG, (9.31)

ãäå G � êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â ñèñòåìå,
v � óäåëüíûé îáúåì,
s � óäåëüíàÿ ýíòðîïèÿ,
u � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ,
f � óäåëüíàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ,
h � óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿ,
φ� óäåëüíûé èçîáàðíî-èçîòåðìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èëè õèìè÷åñêèé ïî-
òåíöèàë.

Âûðàæåíèÿ äëÿ óäåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ èìåþò âèä:

f = u− Ts, h = u+ Pv, φ = u+ Pv − Ts. (9.32)

Åñëè êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â ñèñòåìå íåèçìåííî G = const, òî ïðè ðàâ-
íîâåñíîì ïðîöåññå âìåñòî íåðàâåíñòâ ìû ìîæåì çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëû
óäåëüíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ:

du = Tds− Pdv, T =

(
∂u

∂s

)
v

, P = −
(
∂u

∂v

)
s

; (9.33)

df = −s dT − Pdv, s = −
(
∂f

∂T

)
v

, P = −
(
∂f

∂v

)
T

; (9.34)

dh = Tds+ v dP, T =

(
∂h

∂s

)
P

, v =

(
∂h

∂P

)
s

; (9.35)

dφ = −s dT + v dP, s = −
(
∂φ

∂T

)
P

, v =

(
∂φ

∂P

)
T

. (9.36)
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Òî÷íî òàêîé æå âèä áóäóò èìåòü óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëíûõ çíà÷åíèé
V, S, U, F,H,Φ, îòíîñÿùèõñÿ êî âñåé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå â öåëîì.

Çàïèøåì òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ(
∂s

∂v

)
u

(3.161)
= −

(
∂u

∂v

)
s

(
∂s

∂u

)
v

(9.33)
=

P

T
, (9.37)(

∂s

∂P

)
h

(3.161)
= −

(
∂h

∂P

)
s

(
∂s

∂h

)
P

(9.35)
= − v

T
. (9.38)

Ïðèìåðîì ïðîöåññà ïðè u = const ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå ãàçà â ïóñòî-
òó. Ïðèìåðîì èçîýíòàëüïèéíîãî ïðîöåññà (ïðè h = const) ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ
Äæîóëÿ�Òîìñîíà. Ðàññìîòðèì òåïëîèçîëèðîâàííûé ñîñóä ñ ãàçîì, ðàçäå-
ëåííûé ïîðèñòîé ïåðåãîðîäêîé íà äâå ÷àñòè. Â îäíîé ÷àñòè ïîääåðæèâàåòñÿ
äàâëåíèå P1, à â äðóãîé P2. Ãàç áóäåò ïåðåòåêàòü â ÷àñòü ñîñóäà ñ ìåíüøèì
äàâëåíèåì. Åñëè îòâåðñòèÿ â ïåðåãîðîäêå äîñòàòî÷íî ìàëû, òî ñêîðîñòü
ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ãàçà ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ. Ïðîöåññ ïåðå-
òåêàíèÿ ãàçà íåîáðàòèì, ÷òî âèäíî óæå èç íàëè÷èÿ ïåðåãîðîäêè ñ ìàëåíüêè-
ìè îòâåðñòèÿìè, êîòîðàÿ ñîçäàåò áîëüøîå òðåíèå, óíè÷òîæàþùåå ñêîðîñòü
ãàçà. Ýíòàëüïèÿ èëè òåïëîñîäåðæàíèå h = u+ Pv ãàçà ïðè ïåðåòåêàíèè íå
èçìåíÿåòñÿ h1 = h2.

Âåëè÷èíà (9.37) âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, à âåëè÷èíà (9.38) âñåãäà îòðèöà-
òåëüíà, êàê ýòî è äîëæíî áûòü. Ïåðåõîä ê áîëüøåìó îáúåìó ïðè u = const
èëè ìåíüøåìó äàâëåíèþ ïðè h = const ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìûì ïðîöåññîì è
ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì ýíòðîïèè.

Ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷èì

∂

∂x

(
f

x

)
y

(3.13)
=

1

x

(
∂f

∂x

)
y

− f

x2
èëè f − x

(
∂f

∂x

)
y

= −x2
∂

(
f
x

)
∂x


y

.

Òîãäà îäèí ïîòåíöèàë ìîæíî âû÷èñëÿòü èç äðóãîãî:

u = f + Ts = f − T

(
∂f

∂T

)
v

= −T 2

∂
(
f
T

)
∂T


v

, (9.39)

f = φ− Pv = φ− P

(
∂φ

∂P

)
T

= −P 2

(
∂
(
φ
P

)
∂P

)
T

, (9.40)

h = u+ Pv = u− v

(
∂u

∂v

)
s

= −v2
(
∂
(
u
v

)
∂v

)
s

, (9.41)

φ = h− Ts = h− s

(
∂h

∂s

)
P

= −s2
(
∂
(
h
s

)
∂s

)
P

, (9.42)

è òàê äàëåå.
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Êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðè ïîëó÷åíèè êîòîðîãî òåìïåðàòóðà òåëà ïîâûøà-
åòñÿ íà åäèíèöó, íîñèò íàçâàíèå îáùåé òåïëî¼ìêîñòè òåëà CZ , à îòíåñåííîå
ê åäèíèöå êîëè÷åñòâà âåùåñòâà � òåïëî¼ìêîñòè cZ :

CZ =

(
∂Q

∂T

)
Z

= T

(
∂S

∂T

)
Z

, cZ =
1

G

(
∂Q

∂T

)
Z

= T

(
∂s

∂T

)
Z

, (9.43)

ãäå Z � óñëîâèå èçìåðåíèÿ òåïëî¼ìêîñòè,
G = const � êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â ñèñòåìå.
Â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé Z = const, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïðîöåññ

íàãðåâàíèÿ ñèñòåìû, ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû òåïëîåìêî-
ñòè. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ èçîõîðíàÿ òåïëî¼ìêîñòü cv è
èçîáàðíàÿ òåïëî¼ìêîñòü cP :

cZ = T

(
∂s

∂T

)
Z

, cv = T

(
∂s

∂T

)
v

, cP = T

(
∂s

∂T

)
P

. (9.44)

Èçîõîðíàÿ è èçîáàðíàÿ òåïëî¼ìêîñòè âû÷èñëÿþòñÿ êàê ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ:

cv =

(
∂u

∂T

)
v

, cP =

(
∂h

∂T

)
P

. (9.45)

Äîêàçàòåëüñòâî

cv
(9.44)
= T

(
∂s

∂T

)
v

(9.33)
=

(
∂u

∂s

)
v

(
∂s

∂T

)
v

(3.157)
=

(
∂u

∂T

)
v

,

cP
(9.44)
= T

(
∂s

∂T

)
P

(9.35)
=

(
∂h

∂s

)
P

(
∂s

∂T

)
P

(3.157)
=

(
∂h

∂T

)
P

.

Òàêæå, çàïèøåì âûðàæåíèÿ:

cv =

(
∂h

∂T

)
v

− v

(
∂P

∂T

)
v

, cP =

(
∂u

∂T

)
P

+ P

(
∂v

∂T

)
P

. (9.46)

Äîêàçàòåëüñòâî(
∂u

∂T

)
P

(3.159)
=

(
∂u

∂s

)
v

(
∂s

∂T

)
P

+

(
∂u

∂v

)
s

(
∂v

∂T

)
P

(9.33)
(9.44)
= cP − P

(
∂v

∂T

)
P

,

(
∂h

∂T

)
v

(3.159)
=

(
∂h

∂s

)
P

(
∂s

∂T

)
v

+

(
∂h

∂P

)
s

(
∂P

∂T

)
v

(9.35)
(9.44)
= cv + v

(
∂P

∂T

)
v

.

9.4 Çàêîíû òåðìîäèíàìèêè

Íóëåâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè èëè çàêîí òðàíçèòèâíîñòè òåïëîâîãî ðàâ-
íîâåñèÿ � ïðè íåèçìåííûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ òåìïåðàòóðà âñåõ òåë ñèñòå-
ìû âûðàâíèâàåòñÿ è íàñòóïàåò òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå. Åñëè êàêîå
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ëèáî òåëî A íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè ñ òåëîì C, à òåëî B òàêæå
íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè ñ òåëîì C, òî òåëà A è B òàêæå íàõîäÿòñÿ
â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Èìåííî ïîýòîìó ìû ìîæåì ñðàâíèâàòü ñîñòîÿíèÿ
òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ òåë, íå ïðèâîäÿ èõ â íåïîñðåäñòâåííûé êîíòàêò, à
èçìåðÿÿ èõ òåìïåðàòóðó.

Óðàâíåíèå
dU = dQ− dA (9.47)

íàçûâàåòñÿ ïåðâûì çàêîíîì òåðìîäèíàìèêè, êîòîðûé ñ ó÷åòîì (9.19) çà-
ïèñûâàåòñÿ â óæå èçâåñòíîì íàì âèäå (9.33).

Ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè è îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â êàæäûé ìî-

ìåíò äâèæåíèÿ ñèñòåìû äîëæíà âîçðàñòàòü íà êîëè÷åñòâî ïîäâîäèìîãî
ê ñèñòåìå òåïëà dQ è óìåíüøàòüñÿ íà êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèìîé ñèñòåìîé
ðàáîòû dA. Òîãäà èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ∆U îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíî-
ñòüþ ∆Q − ∆A ïðè ëþáîì ïðîöåññå, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç
èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë

r
dU

íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, à äèôôåðåíöèàë dU ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ìàøèíó, êîòîðàÿ ìîãëà áû ñî-
çäàâàòü ýíåðãèþ, íî âîçìîæíî ïðåâðàòèòü ýíåðãèþ èç îäíîãî âèäà â äðóãîé,
â ÷àñòíîñòè âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìîæåò ïåðåõîäèòü â òåïëîòó èëè
â ìåõàíè÷åñêóþ ðàáîòó.

Óñëîâèÿ äëÿ ðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ dS = 0 è äëÿ íåðàâíîâåñíûõ ïðî-
öåññîâ dS > 0 âìåñòå ñ îïðåäåëåíèåì ýíòðîïèè ÷åðåç òåïëîòó (9.19) äàþò
óæå ïîëó÷åííûé ðàíåå (9.23) âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè

TdS > dQ. (9.48)

Âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå ýíòðîïèè ëèáî
ïðîïîðöèîíàëüíî ïîäâîäèìîìó ê ñèñòåìå òåïëó ëèáî áîëüøå ýòîé âåëè÷èíû
è íè â êîåì ñëó÷àå íå ìåíüøå íóëÿ, äàæå åñëè òåïëî îòâîäèòñÿ îò ñèñòå-
ìû. Èñòîðè÷åñêè âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè ñóùåñòâóåò â íåñêîëüêèõ
ôîðìóëèðîâêàõ. Ïîñòóëàò Êåëüâèíà: íåâîçìîæåí ïðîöåññ, åäèíñòâåííûì
êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî áóäåò ïðåâðàùåíèå â ðàáîòó òåïëîòû, èç-
âëå÷åííîé èç èñòî÷íèêà, èìåþùåãî âñþäó îäèíàêîâóþ òåìïåðàòóðó. Ïîñòó-
ëàò Êëàóçèóñà: íåâîçìîæåí ïðîöåññ, åäèíñòâåííûì êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì
êîòîðîãî áûë áû ïåðåõîä òåïëîòû îò áîëåå õîëîäíîãî òåëà ê áîëåå ãîðÿ÷åìó
òåëó. Ïîñòóëàò Ê. Êàðàòåîäîðè (1909) èëè ïðèíöèï àäèàáàòíîé íåäîñòèæè-
ìîñòè: àäèàáàòíûå ïîâåðõíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé, ñëåäîâàòåëü-
íî, â ëþáîé áëèçîñòè îò âñÿêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñóùåñòâóþò ñìåæíûå
ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû àäèàáàòíûì ïóòåì. Ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ, ÷òî Êàðàòåîäîðè ñôîðìóëèðîâàë âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìè-
êè ÷èñòî òåîðåòè÷åñêè, áåç ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî îïûòíûõ ôàêòîâ (ò.å.
íå ïîñòóëèðîâàë, à ¾äîêàçàë¿ ýòîò çàêîí). Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íå òàê.
Ïðèíöèï àäèàáàòíîé íåäîñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîñòóëàòîì (ò.å. ïðåäëîæå-
íèåì, ïðèíèìàåìûì áåç äîêàçàòåëüñòâà) â òàêîé æå ìåðå, â êàêîé ÿâëÿþòñÿ
ïîñòóëàòàìè ïðèíöèïû Êëàóçèóñà, Êåëüâèíà è íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè.
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Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå âñå ôîðìóëèðîâêè âòîðîãî çàêîíà òåðìîäè-
íàìèêè îçíà÷àþò, ÷òî äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè òåïëîòû

dQ = dU + dA = dU + PdV, (9.49)

êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
u
dQ ̸= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (3.87) äëÿ ïôàôôîâîé ôîðìû (9.49) äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

(
∂1
∂V

)
U
=
(
∂P
∂U

)
V
.

Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ(
∂1

∂V

)
U

= 0 ̸=
(
∂P

∂U

)
V

(3.157)
=

(
∂P

∂T

)
V

(
∂T

∂U

)
V

(9.45)
=

1

Cv

(
∂P

∂T

)
V

.

Òàê êàê
u
dU = 0, òî òîãäà

u
dA ̸= 0. Òàêèì îáðàçîì òåïëîòà Q è ðà-

áîòà A ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïðîöåññà â îòëè÷èå îò ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ U .
Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î âíóòðåííåé ýíåðãèè ñèñòåìû â äàííîì ñîñòîÿ-
íèè, íî íåëüçÿ ãîâîðèòü, íàïðèìåð, î êîëè÷åñòâå òåïëà, êîòîðûì îáëàäàåò â
äàííîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìà. Äðóãèìè ñëîâàìè, âíóòðåííþþ ýíåðãèþ íåëüçÿ
äåëèòü íà òåïëîâóþ è ìåõàíè÷åñêóþ.

Ðàññìîòðèì òåïëîèçîëèðîâàííóþ ñèñòåìó dQ = 0, ñîñòîÿùóþ èç
íåñêîëüêèõ òåë, íå íàõîäÿùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè. Â
òå÷åíèå ïðîöåññà óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìà ìîæåò ñîâåðøàòü ðàáî-
òó íàä êàêèìè-ëèáî âíåøíèìè îáúåêòàìè. Ïðè ýòîì ïåðåõîä â ðàâíîâåñèå
ìîæåò ñîâåðøàòüñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Â çàâèñèìîñòè îò ïóòè ñèñòåìîé
áóäåò ñîâåðøåíà ðàçëè÷íàÿ ðàáîòà, è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íàÿ ýíåðãèÿ è
ýíòðîïèÿ ñèñòåìû áóäóò ðàçëè÷íûìè.

Âû÷èñëèì, êàêèì îáðàçîì äîëæåí ïðîèçîéòè ïåðåõîä â ðàâíîâåñíîå ñî-
ñòîÿíèå, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ïðîèçâåëà íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ðàáî-

òó. Ïðè ýòîì ìû èíòåðåñóåìñÿ èìåííî òîé ðàáîòîé R, êîòîðàÿ ïðîèçâîäèò-
ñÿ çà ñ÷åò íåðàâíîâåñíîñòè ñèñòåìû; ýòî çíà÷èò, ÷òî íàäî èñêëþ÷èòü ðàáîòó
A, êîòîðàÿ ìîãëà áû áûòü ïðîèçâåäåíà ñèñòåìîé, íàõîäÿùåéñÿ â ðàâíîâå-
ñèè, íàïðèìåð, çà ñ÷åò îáùåãî ðàñøèðåíèÿ ñèñòåìû, ò.å. ìû ðàññìàòðèâàåì
ïðîöåññ ïðè dV = 0, à òàêæå ïðè TdS > dQ = 0 äëÿ òåïëîèçîëèðîâàííîé
ñèñòåìû. Ïîëó÷àåì

dU
(9.47)
= −dR (9.16)

= TdS èëè
(
∂R

∂S

)
V

= −
(
∂U

∂S

)
V

= −T.

Ìû âèäèì, ÷òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà, ò.å. R óìåíüøàåòñÿ ñ
óâåëè÷åíèåì S. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå R ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî,
åñëè S îñòàíåòñÿ â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà íåèçìåííîé, ò.å. ïåðåõîä òåë â
ñîñòîÿíèå òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ ñîâåðøàåòñÿ îáðàòèìûì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì äâà òåëà íå íàõîäÿùèõñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè è èìåþ-
ùèõ, ïîýòîìó, ðàçëè÷íûå òåìïåðàòóðû T1 è T2, ïóñòü T2 > T1. Åñëè ïåðåäà-
÷à ýíåðãèè áóäåò ïðîèñõîäèòü íåïîñðåäñòâåííî ïðè ñîïðèêîñíîâåíèè òåë, òî
íèêàêîé ðàáîòû âîîáùå íå áóäåò ïðîèçâåäåíî. Ïðîöåññ áóäåò íåîáðàòèìûì,

è ýíòðîïèÿ îáîèõ òåë óâåëè÷èòñÿ íà ∆S = ∆U
(

1
T1

− 1
T2

)
.
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Äëÿ îáðàòèìîé ïåðåäà÷è ýíåðãèè è ñîâåðøåíèè ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîé
ðàáîòû íåîáõîäèìî äîáàâèòü â ñèñòåìó åù¼ îäíî âñïîìîãàòåëüíîå èëè ðàáî-
÷åå òåëî, ñîâåðøàþùåå îáðàòèìûé êðóãîâîé ïðîöåññ. Ïðîöåññ ýòîò äîëæåí
ïðîèñõîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ðàáî÷åå òåëî ïðè òåìïåðàòóðå T2 èçîòåðìè÷åñêè ïîëó÷àåò îò âòîðîãî
òåëà îïðåäåëåííóþ ýíåðãèþ,

• ðàáî÷åå òåëî àäèàáàòè÷åñêè îõëàæäàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû T1,

• ðàáî÷åå òåëî ïðè òåìïåðàòóðå T1 èçîòåðìè÷åñêè îòäàåò îïðåäåëåííóþ
ýíåðãèþ ïåðâîìó òåëó,

• ðàáî÷åå òåëî àäèàáàòè÷åñêè íàãðåâàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû T2.

Îïèñàííûé êðóãîâîé ïðîöåññ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
âíóòðåííåé ýíåðãèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàáîòû íàçûâàþò öèêë Êàðíî.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàêñèìàëüíîé ðàáîòû ðàáî÷åå òåëî ìîæíî íå ó÷è-
òûâàòü, ïîñêîëüêó îíî âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Áîëåå íàãðåòîå
òåëî òåðÿåò ýíåðãèþ ∆U2 = T2∆S2. Áîëåå õîëîäíîå òåëî ïîëó÷àåò ýíåð-
ãèþ ∆U1 = −T1∆S1. Ââèäó îáðàòèìîñòè ïðîöåññà ñóììà ýíòðîïèé îáîèõ
òåë îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, ò.å. ∆S2 = −∆S1. Ïðîèçâåäåííàÿ ðàáîòà ðàâíà
óìåíüøåíèþ ýíåðãèè îáîèõ òåë

∆R = ∆U2 −∆U1 = T2∆S2 + T1∆S1 = T2∆S2 − T1∆S2 =

=
T2 − T1
T2

∆U2 = η∆U2

ãäå η = T2−T1

T2
� êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ ïðè ïåðåõîäå ýíåðãèè îò

áîëåå íàãðåòîãî òåëà ê ìåíåå íàãðåòîìó.
Êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ η ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-

íûì. Âñå îñòàëüíûå âîçìîæíûå ïðîöåññû ïðåîáðàçîâàíèÿ âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè ñèñòåìû â ðàáîòó áóäóò èìåòü ìåíüøèé ê.ï.ä.

Äèôôåðåíöèàë dQ ìîæíî ïðåâðàòèòü â ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïðè ïî-
ìîùè èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, êîòîðûé â ñëó÷àå ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ âñåãäà ìîæíî íàéòè. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü 1

T (9.19) ïðåâðà-
ùàåò dQ (9.49) â ïîëíûé äèôôåðåíöèàë dS:

dS =
1

T
dU +

P

T
dV,

1

T
=

(
∂S

∂U

)
V

,
P

T
=

(
∂S

∂V

)
U

. (9.50)

Âûðàæåíèå (9.50) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì, òàê êàê(
∂
(
1
T

)
∂V

)
U

=

(
∂
(
P
T

)
∂U

)
V

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ýíòðîïèÿ S � ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, è èçìåíå-
íèå ýíòðîïèè íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèì ïóòåì ïðîèçîøëî ýòî èçìåíåíèå,
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à çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Âåëè÷èíû
T , P è V òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñîñòîÿíèÿ. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îáðàçî-
âàííàÿ ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàöèåé ôóíêöèé ñîñòîÿíèÿ, ñàìà ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, åå äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì. Òàê êàê U � ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî
è âñå îñòàëüíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû: ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòå-
ìû F , ýíòàëüïèÿ ñèñòåìû H è èçîáàðíî-èçîòåðìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Φ �
òàêæå ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ.

Èç âûâîäà î òîì, ÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû åñòü ôóíêöèè
ñîñòîÿíèÿ âûòåêàþò óðàâíåíèÿ, âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàííûå Äæ .Ìàêñâåë-
ëîì, êîòîðûå ñëóæàò ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì èíñòðóìåíòîì òåðìîäèíàìèêè.
Ýòè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé (9.33�9.36) è óñëîâèé
íà ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû (3.87) (êîãäà ïåðåêðåñòíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå
ðàâíû ìåæäó ñîáîé). Óðàâíåíèÿ òàêæå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ¾ïåðåâ¼ðíó-
òîì¿ âèäå (ñì. 3.157):(

∂T

∂v

)
s

= −
(
∂P

∂s

)
v

,

(
∂v

∂T

)
s

= −
(
∂s

∂P

)
v

, (9.51)(
∂s

∂v

)
T

=

(
∂P

∂T

)
v

,

(
∂v

∂s

)
T

=

(
∂T

∂P

)
v

, (9.52)(
∂T

∂P

)
s

=

(
∂v

∂s

)
P

,

(
∂P

∂T

)
s

=

(
∂s

∂v

)
P

, (9.53)(
∂v

∂T

)
P

= −
(
∂s

∂P

)
T

,

(
∂T

∂v

)
P

= −
(
∂P

∂s

)
T

. (9.54)

Òî÷íî òàêîé æå âèä áóäóò èìåòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ çíà÷åíèé V
è S, îòíîñÿùèõñÿ ê òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå â öåëîì.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.
Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü T = T (τ)

ìåæäó àáñîëþòíîé øêàëîé òåìïåðàòóðû è íåêîòîðîé ÷èñòî óñëîâíîé øêà-
ëîé τ , îïðåäåëÿåìîé ïðîèçâîëüíî ãðàäóèðîâàííûì òåðìîìåòðîì. Â ýòîì
ñëó÷àå, ïî êðàéíåé ìåðå, â ïðèíöèïå, ìû ïîñòðîèì òåðìîäèíàìè÷åñêóþ
øêàëó òåìïåðàòóðû, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ïðîèçâîëüíîå òåëî, óðàâíåíèå ñî-
ñòîÿíèÿ êîòîðîãî çàðàíåå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì.(

∂Q

∂P

)
T

(9.19)
= T

(
∂S

∂P

)
T

(9.51)
= −T

(
∂V

∂T

)
P

(3.157)
= −T

(
∂V

∂τ

)
P

(
∂τ

∂T

)
P

.

Ïîñêîëüêó τ è T ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì âçàèìíî îäíîçíà÷íî, òî(
∂Q

∂P

)
T

= −T
(
∂V

∂τ

)
P

dτ

dT
=

(
∂Q

∂P

)
τ

èëè
d lnT

dτ
= −T

(
∂V

∂τ

)
P

(
∂P

∂Q

)
τ

,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîÿò âåëè÷èíû, êîòîðûå ìîãóò áûòü íåïî-
ñðåäñòâåííî èçìåðåíû êàê ôóíêöèè óñëîâíîé òåìïåðàòóðû τ .
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Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå òåïëî¼ìêîñòè cv ñîïðÿæåíî ñî çíà÷è-
òåëüíûìè òðóäíîñòÿìè, ïîýòîìó äëÿ å¼ âû÷èñëåíèÿ ïî èçâåñòíûì çíà÷åíè-
ÿì cP èñïîëüçóþò óðàâíåíèå

cP − cv = T

(
∂P

∂T

)
v

(
∂v

∂T

)
P

. (9.55)

Äîêàçàòåëüñòâî

cP
T

(9.44)
=

(
∂s

∂T

)
P

(3.160)
=

(
∂s

∂T

)
v

+

(
∂s

∂v

)
T

(
∂v

∂T

)
P

=

(9.44)
=

cv
T

+

(
∂s

∂v

)
T

(
∂v

∂T

)
P

(9.52)
=

cv
T

+

(
∂P

∂T

)
v

(
∂v

∂T

)
P

.

Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî, îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Êëàïåéðîíà PV = RT , íàõîäèì óðàâíåíèå Ìàéåðà

cP − cV = R. (9.56)

Äîêàçàòåëüñòâî

cP − cV
(9.55)
= T

(
∂P

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
P

= T

(
∂RTV
∂T

)
V

(
∂RTP
∂T

)
P

= T
R

V

R

P
= R.

Äëÿ u çàïèøåì(
∂u

∂v

)
T

(3.160)
=

(
∂u

∂s

)
v

(
∂s

∂v

)
T

+

(
∂u

∂v

)
s

=

(9.33)
= T

(
∂s

∂v

)
T

− P
(9.52)
= T

(
∂P

∂T

)
v

− P.

(9.57)

Òîãäà ïîëó÷àåì

u(v, T )
(4.7)
= u(v0, T ) +

vw
v0

[
T

(
∂P

∂T

)
v

− P

]
dv. (9.58)

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ h çàïèøåì(
∂h

∂P

)
T

(3.160)
=

(
∂h

∂P

)
s

+

(
∂h

∂s

)
P

(
∂s

∂P

)
T

=

(9.35)
= v + T

(
∂s

∂P

)
T

(9.54)
= v − T

(
∂v

∂T

)
P

.

(9.59)

Òîãäà ïîëó÷àåì

h(P, T )
(4.7)
= h(P0, T ) +

Pw
P0

[
v − T

(
∂v

∂T

)
P

]
dP. (9.60)
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Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ (9.58) è (9.60) èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ
âäîëü èçîòåðìû.

Ðàñïîëàãàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè î òåðìè÷åñêèõ (P, v, T ) ñâîé-
ñòâàõ âåùåñòâà ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
óðàâíåíèé (9.58) è (9.60), è òåïëî¼ìêîñòü cv â óðàâíåíèè (9.55). Ïðè ýòîì
íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå

(
∂P
∂T

)
v
è
(
∂v
∂T

)
P
.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ(
∂cP
∂P

)
T

= −T
(
∂ 2v

∂T 2

)
P

,

(
∂cv
∂v

)
T

= T

(
∂ 2P

∂T 2

)
v

. (9.61)

Äîêàçàòåëüñòâî(
∂cP
∂P

)
T

(9.45)
=

∂ 2h

∂T∂P

(9.59)
=

∂

∂T

[
v − T

(
∂v

∂T

)
P

]
(3.6)
= −T

(
∂ 2v

∂T 2

)
P

.(
∂cv
∂v

)
T

(9.45)
=

∂ 2u

∂T∂v

(9.57)
=

∂

∂T

[
T

(
∂P

∂T

)
v

− P

]
(3.6)
= T

(
∂ 2P

∂T 2

)
v

.

Óðàâíåíèÿ (9.61) îïðåäåëÿþò çàâèñèìîñòè íà èçîòåðìå � òåïëî¼ìêîñòè
cP îò äàâëåíèÿ, à òåïëî¼ìêîñòè cv îò îáú¼ìà.

Òîãäà, ïðè èíòåãðèðîâàíèè âäîëü èçîòåðìû, ïîëó÷àåì

cP (P, T )
(4.7)
= cP (P0, T )− T

Pw
P0

(
∂ 2v

∂T 2

)
P

dP. (9.62)

cv(v, T )
(4.7)
= cv(v0, T ) + T

vw
v0

(
∂ 2P

∂T 2

)
v

dv. (9.63)

Òàê êàê âåëè÷èíà ýíòðîïèè îïðåäåëÿåòñÿ âî âòîðîì çàêîíå òîëüêî ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, òî ïîëåçíî ñôîðìóëèðîâàòüòðå-
òèé çàêîí òåðìîäèíàìèêè (òåîðåìó Íåðíñòà�Ïëàíêà): ýíòðîïèÿ õèìè÷å-
ñêè îäíîðîäíîãî òåëà êîíå÷íîé ïëîòíîñòè ïðè ñòðåìëåíèè òåìïåðàòóðû ê
àáñîëþòíîìó íóëþ ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ, íå çàâèñÿùåìó îò
äàâëåíèÿ, ïëîòíîñòè èëè ôàçû. Óäîáíî ïîýòîìó ïðèíèìàòü ñîñòîÿíèå ïðè
0◦K çà íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è ñ÷èòàòü

lim
T→0

S = S0 ≡ 0. (9.64)

Òîãäà ýíòðîïèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì
îáðàçîì. Íàéäåííóþ òàêèì îáðàçîì ýíòðîïèþ íàçûâàþò èíîãäà àáñîëþò-
íîé ýíòðîïèåé.

Èç òåîðåìû Íåðíñòà�Ïëàíêà ìîæíî âûâåñòè íåñêîëüêî âàæíûõ ñëåä-
ñòâèé. Âî-ïåðâûõ, íèêàêèìè ñïîñîáàìè íåëüçÿ äîñòè÷ü àáñîëþòíîãî íóëÿ
òåìïåðàòóðû (íåäîñòèæèìîñòü àáñîëþòíîãî íóëÿ) è, âî-âòîðûõ, òåïëî¼ì-
êîñòü CZ è íåêîòîðûå äðóãèå àíàëîãè÷íûå âåëè÷èíû äîëæíû ñòðåìèòüñÿ
ê íóëþ, ïðè òåìïåðàòóðå, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ.
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îáðàòèìûé ïðîöåññ Z, ñâÿçûâàþùèé ñîñòî-
ÿíèå ñèñòåìû ïðè àáñîëþòíîì íóëå ñ ñîñòîÿíèåì A, ýíòðîïèþ êîòîðîãî ìû
âû÷èñëÿåì. Òîãäà

S(A)
(9.43)
=

TAw
0

CZ
dT

T
, òîãäà lim

TA→0
CZ

(9.64)
= 0,

÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðäèëîñü äëÿ âñåõ èññëåäîâàííûõ ñèñòåì.
Òåîðåìà Íåðíñòà�Ïëàíêà èìååò òàêæå áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ èçó÷åíèÿ

õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ àòî-

ìèñòè÷åñêèé ïîäõîä, òðåòèé çàêîí ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êâàíòîâîìåõàíè-
÷åñêîé ïðèðîäû ìèêðîñêîïè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèè. Åñëè ãîâîðèòü îá
èñòîðèè âîïðîñà, òî ýòà òåîðåìà áûëà âûâåäåíà èç öåëîãî ðÿäà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ ôàêòîâ è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, êàê è äðóãèå çàêîíû
òåðìîäèíàìèêè, ýìïèðè÷åñêè óñòàíîâëåííûé ïðèíöèï.

Íóëåâîé, ïåðâûé, âòîðîé è òðåòèé çàêîíû îáðàçóþò ñèñòåìó îñíîâíûõ
àêñèîì, íà êîòîðûõ ïîêîèòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà òåðìîäèíàìèêè.

9.5 Ïðèíöèï Ëå-Øàòåëüå�Áðàóíà

Ïðè ðàññìîòðåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ â � 9.3 ìû ñ÷èòàëè,
÷òî ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ íà÷èíàåòñÿ, åñëè
òåìïåðàòóðà è (èëè) äàâëåíèå âíåøíåé ñðåäû è ïîãðóæ¼ííîãî â íå¼ òåëà
ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Íóëåâîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè ãîâîðèò î òîì,
÷òî â ñèñòåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå (òåïëîâîå) ðâíîâåñèå,
åñëè âî âñåõ å¼ ÷àñòÿõ òåìïåðàòóðà îäèíàêîâà.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ïîïûòàåìñÿ áîëåå ñòðîãî (ôîðìàëüíî)
ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòàíîâëåíèÿ òåðìî-
äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ñðåäû è ïîãðóæåííîãî â íåå òåëà.
Ðîëü ¾òåëà¿ ìîæåò èãðàòü ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ ïîäñèñòåìà çàìêíóòîé
ñèñòåìû. Ïóñòü x è y íåêèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû, à z(x, y) åñòü
íåêàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ (îáû÷íî ýòî ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåìåííûì x, y
òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë). Òîãäà

dz = X dx+ Y dy, X =

(
∂z

∂x

)
y

, Y =

(
∂z

∂y

)
x

. (9.65)

Äëÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ îáÿçàòåëüíî ðàâåí-
ñòâî âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ñì. 3.87)

∂ 2z

∂x∂y
=

(
∂X

∂y

)
x

=

(
∂Y

∂x

)
y

. (9.66)

Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû å¼ ïîòåíöèàë äî-
ñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ ñî-
ïðÿæåíèÿ ñèñòåìû ñ âíåøíåé ñðåäîé.
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Ïóñòü ôóíêöèè A = const è B = const ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãåîìåòðè-
÷åñêèå ñâÿçè (óñëîâèÿ), äëÿ îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà (ñì. ñ. 152) �
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íà ïîâåðõíîñòè z(x, y). Ïðè÷¼ì âåêòîðû gradA è gradB
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íàïðèìåð:(

∂A

∂x

)
y

= X0,

(
∂A

∂y

)
x

= 0,

(
∂B

∂x

)
y

= 0,

(
∂B

∂y

)
x

= Y0.

Ïóñòü B = const îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ñàìà ïî ñåáå íàõîäèòñÿ â ðàâíî-
âåñèè, íå íàõîäÿñü ïðè ýòîì îáÿçàòåëüíî â ðàâíîâåñèè ñî ñðåäîé, à A = const
è B = const îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ íå òîëüêî â ñâîåì âíóòðåííåì
ðàâíîâåñèè, íî òàêæå è â ðàâíîâåñèè ñî ñðåäîé.

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L = z + λA+ µB, (9.67)

ãäå λ è µ � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:(

∂L

∂x

)
y

=

(
∂z

∂x

)
y

+ λ

(
∂A

∂x

)
y

+ µ

(
∂B

∂x

)
y

= X + λX0 = 0,(
∂L

∂y

)
x

=

(
∂z

∂y

)
x

+ λ

(
∂A

∂y

)
x

+ µ

(
∂B

∂y

)
x

= Y + µY0 = 0,

èëè
X = X0, Y = Y0, µ = −1, λ = −1. (9.68)

Åñëè òåëî íàõîäèòñÿ â ñâîåì âíóòðåííåì ðàâíîâåñèè, òî äëÿ íåãî íåîá-
õîäèìî óñëîâèå Y = Y0. Åñëè æå òåëî íàõîäèòñÿ íå òîëüêî â ñâîåì âíóòðåí-
íåì ðàâíîâåñèè, íî òàêæå è â ðàâíîâåñèè ñî ñðåäîé, òî äëÿ íåãî íåîáõîäèìû
óñëîâèÿ X = X0 è Y = Y0. Çàìåòèì, ÷òî íà òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû
x è y ôóíêöèåé Ëàãðàíæà íèêàêèõ óñëîâèé íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü èçîëèðîâàííóþ òåðìî-
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, íàïðèìåð, ãàç è æèäêîñòü, çàêëþ÷¼ííûå â òåðìî-
ñòàòå (ñîñóäå ñ íåòåïëîïðîâîäÿùèìè ñòåíêàìè).

Íåçàâèñèìî îò ñâîåãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ òåðìè÷åñêè èçîëèðîâàí-
íàÿ (dQ = 0) ñèñòåìà â êîíå÷íîì èòîãå ïðèõîäèò â ñîñòîÿíèå, êîòîðîå â
äàëüíåéøåì íå ìåíÿåòñÿ (dS = 0). Ýòî âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â
äàííîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, îçíà÷àåò, ÷òî òåìïåðàòóðà âî âñåõ ÷àñòÿõ ñîñóäà
ñòàëà îäèíàêîâîé T = const.

Åñëè æå òåïåðü íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñèñòåìà íàõîäèëàñü åùå è â ðàâ-
íîâåñèè ñ âíåøíåé ñðåäîé, òî, âî-ïåðâûõ, íàø ñîñóä òîãäà íå áóäåò òåï-
ëîèçîëèðîâàí, è òåìïåðàòóðà ñèñòåìû äîëæíà ñðàâíÿòüñÿ ñ òåìïåðàòóðîé
âíåøíåé ñðåäû T = T0, âî-âòîðûõ, íå òîëüêî òåìïåðàòóðà, íî è äàâëåíèå
ñèñòåìû äîëæíî óðàâíÿòüñÿ ñ äàâëåíèåì âíåøíåé ñðåäû P = P0, è òîãäà
ñèñòåìà ïåðåñòàíåò ñîâåðøàòü ðàáîòó íàä ñðåäîé dA = 0. Ïðè ýòîì ôóíê-
öèè Q = const è A = const ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ðàâíîâåñèÿ
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ñèñòåìû ñî ñðåäîé, èõ ãðàäèåíòû ∂Q
∂S = T0 è ∂A

∂V = P0 � ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà óäåëüíûõ ýíòðîïèé s è îáú¼ìîâ v òåëà è âíåø-
íåé ñðåäû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå òðåáóåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ðàâíîâåñèÿ òðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, íî íå òðåáóåò-

ñÿ ðàâåíñòâà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ýòîò ôàêò èñïîëüçóåòñÿ ïðè
èçó÷åíèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ïðè
óñòàíîâëåíèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ñî ñðåäîé.

Ïóñòü Y = const îçíà÷àåò, ÷òî òåëî ñàìî ïî ñåáå íàõîäèòñÿ â ðàâ-
íîâåñèè, íå íàõîäÿñü ïðè ýòîì îáÿçàòåëüíî â ðàâíîâåñèè ñî ñðåäîé, à
X = X0 = const è Y = Y0 = const îçíà÷àåò, ÷òî òåëî íàõîäèòñÿ íå òîëüêî â
ñâîåì âíóòðåííåì ðàâíîâåñèè, íî òàêæå è â ðàâíîâåñèè ñî ñðåäîé.

Âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (3.132) ôóíêöèè z(x, y) (9.65) èìååò âèä

d2z =

(
∂Y

∂y

)
x

dy2 + 2

(
∂X

∂y

)
x

dx dy +

(
∂X

∂x

)
y

dx2. (9.69)

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ïðåäïîëàãà-
åò, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ýëëèïòè÷åñêîé òî÷êå íà ïîâåðõíîñòè ñîñòîÿíèÿ,
ãäå äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (9.69) áîëüøå íóëÿ (ñì. 3.135):(

∂X

∂x

)
y

(
∂Y

∂y

)
x

−
(
∂X

∂y

)2

x

> 0. (9.70)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïóòåì êàêîãî-ëèáî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà-
ðóøàåòñÿ ðàâíîâåñèå òåëà (ïîäñèñòåìû) ñî ñðåäîé, ïðè÷åì âåëè÷èíà x èç-
ìåíÿåòñÿ íà ∆x è íàðóøàåòñÿ óñëîâèå X = const. Î âåëè÷èíå æå y ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî îíà äàííûì âîçäåéñòâèåì íåïîñðåäñòâåííî íå çàòðàãèâàåòñÿ.
Òîãäà èçìåíåíèå âåëè÷èíû X â ìîìåíò âîçäåéñòâèÿ áóäåò

(∆X)y =

(
∂X

∂x

)
y

∆x. (9.71)

Èçìåíåíèå x ïðè ïîñòîÿííîì y ïðèâîäèò, êîíå÷íî, ê íàðóøåíèþ òàêæå
è óñëîâèÿ Y = const, ò.å. âíóòðåííåãî ðàâíîâåñèÿ òåëà. Ïîñëå òîãî, êàê
ýòî âíóòðåííåå ðàâíîâåñèå ñíîâà âîññòàíîâèòñÿ, âåëè÷èíà ∆X áóäåò èìåòü
çíà÷åíèå

(∆X)Y =

(
∂X

∂x

)
Y

∆x. (9.72)

Ñðàâíèì îáà çíà÷åíèÿ ∆X ïðè ïîìîùè ñâîéñòâ ÿêîáèàíîâ:

(
∂X

∂x

)
Y

(3.164)
=

∂(X,Y )

∂(x, Y )

(3.165)
=

∂(X,Y )
∂(x,y)

∂(x,Y )
∂(x,y)

(3.162)
=

(
∂Y
∂y

)
x

(
∂X
∂x

)
y
−
(
∂X
∂y

)2
x(

∂Y
∂y

)
x

.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:(
∂X

∂x

)
Y

(
∂Y

∂y

)
x

=

(
∂X

∂x

)
y

(
∂Y

∂y

)
x

−
(
∂X

∂y

)2

x

(9.70)
> 0

Ïðè óñëîâèè
(
∂Y
∂y

)
x
> 0 ýòî äà¼ò(

∂X

∂x

)
y

>

(
∂X

∂x

)
Y

> 0 èëè |(∆X)y| > |(∆X)Y |, (9.73)

ãäå ïàðû âåëè÷èí X,x è Y, y òåðìîäèíàìè÷åñêè âçàèìíû.
Íåðàâåíñòâî (9.73) ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òàê íàçûâàåìîãî ïðèíöèïà

Ëå-Øàòåëüå�Áðàóíà: âíåøíåå âîçäåéñòâèå, âûâîäÿùåå ñèñòåìó èç ðàâíîâå-
ñèÿ, ñòèìóëèðóåò â íåé ïðîöåññû, ñòðåìÿùèåñÿ îñëàáèòü ðåçóëüòàòû ýòîãî
âîçäåéñòâèÿ.

Ïóñòü, íàïðèìåð, z(x, y) = u(v, s), x = v, y = s, X = −P è Y = T .

Ïðè î÷åâèäíîì óñëîâèè
(
∂T
∂s

)
v

(9.44)
= T

Cv
> 0 ïîëó÷àåì èçâåñòíûé â òåð-

ìîäèíàìèêå ðåçóëüòàò
(
∂(−P )
∂v

)
s
>
(
∂(−P )
∂v

)
T
> 0 èëè(

∂P

∂v

)
T

<

(
∂P

∂v

)
s

< 0 èëè |(∆P )s| < |(∆P )T |. (9.74)

Ñìûñë ýòèõ íåðàâåíñòâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè òåëî âûâîäèò-
ñÿ èç ðàâíîâåñèÿ ïóòåì èçìåíåíèÿ åãî îáúåìà (ïðè íåèçìåííîé òåìïåðàòó-
ðå), òî ìåíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, åãî äàâëåíèå. Âîññòàíîâëåíèå ðàâíîâåñèÿ â
òåëå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ.
Èìåÿ â âèäó, ÷òî óìåíüøåíèÿ îáúåìà òåëà óâåëè÷èâàåò åãî äàâëåíèå, ìîæ-
íî ñêàçàòü, ÷òî óìåíüøåíèå îáúåìà òåëà ñòèìóëèðóåò â íåì ïðîöåññû, ñòðå-
ìÿùèåñÿ óìåíüøèòü åãî äàâëåíèå è íàîáîðîò. Ïðîèçâîäíàÿ

(
∂P
∂v

)
T
âñåãäà

îòðèöàòåëüíà � ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ðàñøèðåíèè òåëà åãî äàâëåíèå âñåãäà
ïàäàåò.

Åñëè òåïåðü ïðèíÿòü z(x, y) = u(s, v), x = s, y = v, X = T è Y = −P ,
òî ïðè

(
∂P
∂v

)
s
< 0 ïîëó÷àåì(
∂T

∂s

)
v

>

(
∂T

∂s

)
P

> 0 èëè |(∆T )v| > |(∆T )P |. (9.75)

Â äàííîì ñëó÷àå èçìåíåíèå óäåëüíîé ýíòðîïèè òåëà îçíà÷àåò, ÷òî òå-
ëó ñîîáùàåòñÿ èëè îò òåëà îòíèìàåòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òåïëà (ïðè
íåèçìåííîì îáúåìå). Â ðåçóëüòàòå íàðóøàåòñÿ ðàâíîâåñèå ñàìîãî òåëà è, â
÷àñòíîñòè, èçìåíÿåòñÿ åãî òåìïåðàòóðà. Âîññòàíîâëåíèå ðàâíîâåñèÿ â òåëå
ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî èçìåíåíèå åãî òåìïåðàòóðû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
óìåíüøèòñÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàãðåâàíèå òåëà ñòèìóëèðóåò â íåì ïðî-
öåññû, ñòðåìÿùèåñÿ ïîíèçèòü åãî òåìïåðàòóðó è íàîáîðîò.

Ñ ó÷åòîì (9.44) ïîëó÷èì èç (9.75) î÷åíü èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî:

cP > cv > 0. (9.76)
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Ïðèíöèï ñìåùåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû óñòàíîâèë
ß. Âàíò-Ãîôô (J. van't Ho�) â 1884 ãîäó. Îáùèé ïðèíöèï, îòðàæàþùèé âëè-
ÿíèå ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà ïîëîæåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ,
ñôîðìóëèðîâàëè Àíðè Ëå Øàòåëüå (1884) è Êàðë Ôåðäèíàíä Áðàóí (1887).
Îíè ïðèìåíÿëè ãëàâíûì îáðàçîì èíäóêòèâíûé ìåòîä, ðàññìîòðåâ áîëüøîå
÷èñëî ïðèìåðîâ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ðàâíîâåñèé, êîòîðûå, ïî èõ ìíåíèþ,
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñôîðìóëèðîâàííîãî èìè îáùåãî ïðàâèëà, è
ïûòàëèñü ïðåäñòàâèòü ýòè ïðèìåðû â ôîðìå, ïîõîæåé íà ïðàâèëî Ëåíöà â
ýëåêòðîäèíàìèêå. Äàííàÿ èìè ôîðìóëèðîâêà áûëà, îäíàêî, ñòîëü òóìàí-
íîé, ÷òî íå äîïóñêàëà â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå îäíîçíà÷íîãî ïðèìåíå-
íèÿ ïðàâèëà.

9.6 Ñëîæíàÿ è îòêðûòàÿ ñèñòåìû

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà âîçäåéñòâóåò íà îêðóæàþùóþ ñðåäó òàêèì
îáðàçîì, ÷òî èçìåíÿþòñÿ íå òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû ñàìîé
ñèñòåìû, íî è äîïîëíèòåëüíûå âåëè÷èíû (êîîðäèíàòû)W1,W2, . . . âíåøíåé
ñðåäû. Òîãäà â äîïîëíåíèå ê óðàâíåíèÿì (9.6) âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå
êîìïîíåíòû ñèëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîîðäèíàòàì

ξ1 = − ∂U

∂W1
, ξ2 = − ∂U

∂W2
, . . . . (9.77)

Ïàðû âåëè÷èí ξi,Wi ïî àíàëîãèè ñ T, S è P, V , òàêæå íàçûâàþò òåðìî-
äèíàìè÷åñêè âçàèìíûìè âåëè÷èíàìè.

Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, åäèíñòâåííûì âèäîì ðàáîòû êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàáîòà ðàñøèðåíèÿ PdV , íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ñèñòåìîé. Òåðìîäèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîâåðøàþùàÿ ïîìèìî ðàáîòû ðàñøèðåíèÿ äðóãèå âèäû
ðàáîòû ξi dWi, íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé ñèñòåìîé.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëîæíîé ñèñòåìû â óðàâíåíèè (9.8) âîçíèêàþò äî-
ïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíèòåëüíûì êîîðäèíàòàì:

dψ
(9.77)
= −

∑
i

(w
ξiρ dV

)
dWi −

(w
fρ dV

)
dq = −

∑
i

ξi dWi − F dq.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (9.16) áóäåò èìåòü âèä

dU = Td− PdV − ξ1 dW1 − ξ2 dW2 − . . . . (9.78)

Îáû÷íî áåç ïîòåðè îáùíîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåíèÿ îäíîé âíåøíåé
êîîðäèíàòû, ÷åì ìû è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ

dU = TdS − PdV − ξ dW = TdS − dA, dA = PdV + dA∗, (9.79)

ãäå dA∗ = ξ dW � ëþáîé âèä ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé ñèñòåìîé, çà èñêëþ÷å-
íèåì ðàáîòû ðàñøèðåíèÿ.
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Äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ââîäÿò äîïîëíèòåëüíûå ïîòåíöèàëû:

H∗ = H + ξW, Φ∗ = Φ+ ξW, (9.80)

à òàêæå óäåëüíûå äîïîëíèòåëüíûå êîîðäèíàòû è ïîòåíöèàëû:

W = wG, H∗ = h∗G, Φ∗ = φ∗G. (9.81)

Ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äëÿ òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèõ ïîòåíöèàëîâ ñëîæíûõ ñèñòåì äëÿ ðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ ïðè G =
const ëåãêî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà (3.152) èç
óðàâíåíèé (9.33�9.36):

du = Tds− Pdv − ξ dw, (9.82)

T =

(
∂u

∂s

)
v,w

, P = −
(
∂u

∂v

)
s,w

, ξ = −
(
∂u

∂w

)
s,v

; (9.83)

df = −s dT − Pdv − ξ dw, (9.84)

s = −
(
∂f

∂T

)
v,w

, P = −
(
∂f

∂v

)
T,w

, ξ = −
(
∂f

∂w

)
T,v

; (9.85)

dh∗ = Tds+ v dP + w dξ, (9.86)

T =

(
∂h∗

∂s

)
P,ξ

, v =

(
∂h∗

∂P

)
s,ξ

, w =

(
∂h∗

∂ξ

)
s,P

; (9.87)

dφ∗ = −s dT + v dP + w dξ, (9.88)

s = −
(
∂φ∗

∂T

)
P,ξ

, v =

(
∂φ∗

∂P

)
T,ξ

, w =

(
∂φ∗

∂ξ

)
T,P

. (9.89)

Èç óðàâíåíèé (9.82�9.88) è óñëîâèé íà ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû (3.87)
(êîãäà ïåðåêðåñòíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû ìåæäó ñîáîé) âûâîäÿòñÿ
óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì:(

∂T

∂v

)
s,w

= −
(
∂P

∂s

)
v,w

,

(
∂T

∂w

)
s,v

= −
(
∂ξ

∂s

)
v,w

, (9.90)(
∂P

∂w

)
s,v

=

(
∂ξ

∂v

)
s,w

,

(
∂s

∂w

)
T,v

=

(
∂ξ

∂T

)
v,w

, (9.91)(
∂s

∂v

)
T,w

=

(
∂P

∂T

)
v,w

,

(
∂P

∂w

)
T,v

=

(
∂ξ

∂v

)
T,w

, (9.92)(
∂T

∂P

)
s,ξ

=

(
∂v

∂s

)
P,ξ

,

(
∂T

∂ξ

)
s,P

=

(
∂w

∂s

)
P,ξ

, (9.93)(
∂v

∂ξ

)
s,P

=

(
∂w

∂P

)
s,ξ

,

(
∂v

∂ξ

)
T,P

=

(
∂w

∂P

)
T,ξ

, (9.94)(
∂s

∂P

)
T,ξ

= −
(
∂v

∂T

)
P,ξ

,

(
∂s

∂ξ

)
T,P

= −
(
∂w

∂T

)
P,ξ

. (9.95)
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Óðàâíåíèÿ òàêæå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ¾ïåðåâ¼ðíóòîì¿ âèäå
(ñì. 3.157). Òàêîé æå âèä áóäóò èìåòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ çíà÷åíèé
V, S è W , îòíîñÿùèõñÿ ê òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå â öåëîì.

Åñëè ñëîæíàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, òîãäà óðàâ-
íåíèÿ äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ íóæíî ïåðåïèñàòü â âèäå íåðà-
âåíñòâ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê óðàâíåíèå (9.16) äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ
ïðîñòîé ñèñòåìû íóæíî çàïèñûâàòü â âèäå íåðàâåíñòâà (9.22) äëÿ íåðàâíî-
âåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ýòîé ñèñòåìû:

dU 6 TdS − PdV − ξ dW, (9.96)

dF 6 −S dT − PdV − ξ dW, (9.97)

dH∗ 6 TdS + V dP −W dξ, (9.98)

dΦ 6 −S dT + V dP −W dξ. (9.99)

Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèà-
ëû ñëîæíîé ñèñòåìû ïðè óñòàíîâëåíèè ðàâíîâåñèÿ (dS = 0) ñìîãóò äîñòèã-
íóòü ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ ñèñòå-
ìû ñ âíåøíåé ñðåäîé:

V = const, S = const, W = const äëÿ U ; (9.100)

V = const, T = const, W = const äëÿ F ; (9.101)

P = const, S = const, ξ = const äëÿ H∗; (9.102)

P = const, T = const, ξ = const äëÿ Φ∗. (9.103)

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñëîæíûõ ñèñòåì:

• Äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ¾ìàãíåòèê â ìàãíèòíîì ïîëå¿ îáîá-
ùåííîé ñèëîé ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ íàïðÿæåííîñòü −H ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ, à îáîáùåííîé êîîðäèíàòîé � íàìàãíè÷åííîñòüM ìàãíåòèêà.
Òîãäà

du = Tds− Pdv +H dM. (9.104)

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñèñòåìû â ìàãíèòíîì ïîëå èìåþò âèä(
∂M
∂T

)
s,v

=

(
∂s

∂H

)
M,v

,

(
∂M
∂s

)
H,p

= −
(
∂T

∂H

)
s,P

, (9.105)(
∂M
∂s

)
T,v

= −
(
∂T

∂H

)
M,v

,

(
∂M
∂T

)
H,P

=

(
∂s

∂H

)
T,P

, (9.106)

è ò.ä.

Èçîáàðíàÿ òåïëî¼ìêîñòü ìàãíåòèêà ïðè ïîñòîÿííûõ H è j îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê

cH,P = T

(
∂s

∂T

)
H,P

, cM,P = T

(
∂s

∂T

)
M,P

. (9.107)
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Ìàãíèòîêàëîðè÷åñêèé ýôôåêò � èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ìàãíåòèêà
ïðè èçìåíåíèè íàïðÿæ¼ííîñòè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ∂T

∂H âû÷èñ-
ëÿåòñÿ êàê (

∂T

∂H

)
s,P

= − TH

cH,P

(
∂χ

∂T

)
H,P

. (9.108)

Òàê êàê òåïëî¼ìêîñòü cH,P âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, òî çíàê àäèàáàòíîãî

ìàãíèòîêàëîðè÷åñêîãî ýôôåêòà îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì
(
∂χ
∂T

)
H,P

.

Äîêàçàòåëüñòâî(
∂T

∂H

)
s,P

(3.161)
= −

(
∂T

∂s

)
H,P

(
∂s

∂H

)
T,P

=

(9.107)
(9.106)
= − T

cH,P

(
∂M
∂T

)
H,P

(8.22)
= − TH

cH,P

(
∂χ

∂T

)
H,P

.

• Äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ¾äèýëåêòðèê â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå¿
îáîáùåííîé ñèëîé ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ íàïðÿæåííîñòü −E ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ, à îáîáùåííîé êîîðäèíàòîé � ïîëÿðèçàöèÿ P äèýëåê-

òðèêà. Òîãäà

du = Tds− Pdv + E dP.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñèñòåìû â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå èìåþò âèä(
∂P
∂T

)
s,v

=

(
∂s

∂E

)
P,v

,

(
∂P
∂s

)
E,p

= −
(
∂T

∂E

)
s,P

, (9.109)(
∂P
∂s

)
T,v

= −
(
∂T

∂E

)
P,v

,

(
∂P
∂T

)
E,P

=

(
∂s

∂E

)
T,P

, (9.110)(
∂v

∂E

)
s,P

= −
(
∂P
∂P

)
s,E

,

(
∂v

∂E

)
T,P

= −
(
∂P
∂P

)
T,E

, (9.111)

è ò.ä.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äèýëåêòðèêîâ â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå õàðàêòåðíû
ñëåäóþùèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ýôôåêòû:

Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ýôôåêò � èçìåíåíèå ïîëÿðèçàöèè äèýëåêòðèêà
ïðè èçìåíåíèè âíåøíåãî äàâëåíèÿ ∂P

∂P .

Ýëåêòðîñòðèêöèîííûé ýôôåêò � èçìåíåíèå îáú¼ìà äèýëåêòðèêà ïðè
èçìåíåíèè âíåøíåãî äàâëåíèÿ ∂v

∂E .

Ïèðîýëåêòðè÷åñêèé ýôôåêò � èçìåíåíèå ïîëÿðèçàöèè äèýëåêòðèêà
ïðè èçìåíåíèè åãî òåìïåðàòóðû ∂P

∂T .

Ýëåêòðîêàëîðè÷åñêèé ýôôåêò� èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû äèýëåêòðèêà
ïðè èçìåíåíèè íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ∂T

∂E .
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Óðàâíåíèÿ (9.111) óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì è
ýëåêòðîñòðèêöèîííûì ýôôåêòàìè ïðè àäèàáàòíûõ è èçîòåðìè÷åñêèõ
óñëîâèÿõ.

Èçîáàðíàÿ òåïëî¼ìêîñòü äèýëåêòðèêà ïðè ïîñòîÿííûõ E è P îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê

cE,P = T

(
∂s

∂T

)
E,P

, cP,P = T

(
∂s

∂T

)
P,P

. (9.112)

Ñâÿçü ìåæäó ýëåêòðîêàëîðè÷åñêèì ýôôåêòîì è ïèðîýëåêòðè÷åñêèì
ýôôåêòîì âû÷èñëÿåòñÿ êàê(

∂T

∂E

)
s,P

= − T

cE,P

(
∂P
∂T

)
E,P

. (9.113)

Äîêàçàòåëüñòâî(
∂T

∂E

)
s,P

(3.161)
= −

(
∂T

∂s

)
E,P

(
∂s

∂E

)
T,P

(9.112)
(9.106)
= − T

cE,P

(
∂P
∂T

)
E,P

.

• Äëÿ òâåðäîãî òåëà (ñòåðæíÿ) íàõîäÿùåãîñÿ â óñëîâèÿõ óïðóãîé äåôîð-
ìàöèè ïîä äåéñòâèåì ðàñòÿãèâàþùåé (ñæèìàþùåé) ñèëû Ψ, îáîáùåí-
íîé ñèëîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà Ψ, à îáîáùåííîé êîîðäèíàòîé � äëèíà
ñòåðæíÿ l.

• Äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ïîëå òÿãîòåíèÿ îáîáùåííîé ñèëîé
ÿâëÿåòñÿ ìàññà G, à îáîáùåííîé êîîðäèíàòîé � âûñîòà z öåíòðà òÿ-
æåñòè ñèñòåìû.

• Äëÿ îáðàòèìîãî ãàëüâàíè÷åñêîãî ýëåìåíòà îáîáùåííîé ñèëîé ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà E , à îáîáùåííîé êîîðäèíàòîé � çàðÿä
ýëåìåíòà Z.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòêðûòóþ ñèñòåìó èëè ñèñòåìó ñ ïåðåìåííûì êî-
ëè÷åñòâîì âåùåñòâà G ̸= const, ò.å. òàêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ìîæåò îáìåíè-
âàòüñÿ ñ âíåøíåé ñðåäîé íå òîëüêî ýíåðãèåé, íî è âåùåñòâîì.

×àñòî ìîæíî âñòðåòèòüñÿ ñ çàáëóæäåíèåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ óäåëü-
íûõ âåëè÷èí (9.31) è (9.81), êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, äîëæåí ñëåäîâàòü òðè-
âèàëüíûé âûâîä î òîì, ÷òî

(
∂U
∂G

)
V,S

= u,
(
∂F
∂G

)
V,T

= u,
(
∂H
∂G

)
P,S

= u è ò.ä.
Îäíàêî ýòîò, íà ïåðâûé âçãëÿä, òðèâèàëüíûé âûâîä îøèáî÷åí. Åñëè áû
ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿëèñü ïðè íåèçìåííûõ óäåëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñèñòåìû
(v = const, s = const, w = const), òî óäåëüíûå ïîòåíöèàëû ïðè ýòîì òàêæå
îñòàâàëèñü áû íåèçìåííûìè, íàïðèìåð,

(
∂U
∂G

)
v,s

= u.
Äåëî, îäíàêî, â òîì. ÷òî èíòåðåñóþùèå íàñ ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ

ïðè íåèçìåííîñòè êîîðäèíàò ñèñòåìû â öåëîì (V = const, S = const,W =
const). Ìåæäó òåì, åñëè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ G ̸= const, òî ìåíÿþòñÿ óäåëü-
íûå âåëè÷èíû êîîðäèíàò, à ñëåäîâàòåëüíî, ìåíÿþòñÿ è óäåëüíûå çíà÷åíèÿ
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ïîòåíöèàëîâ. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî, íàïðèìåð
(
∂U
∂G

)
V,S

̸=
(
∂U
∂G

)
v,s
. Íåîáõîäè-

ìî îò÷¼òëèâî ïðåäñòàâèòü ñåáå ãëóáîêóþ, ïðèíöèïèàëüíóþ ðàçíèöó ìåæäó
ýòèìè ïðîèçâîäíûìè

u =

(
∂U

∂G

)
v,s

̸=
(
∂U

∂G

)
V,S

=

(
∂(uG)

∂G

)
V,S

= u+G

(
∂u

∂G

)
V,S

. (9.114)

Çàïèøåì(
∂u

∂G

)
V,S

(3.160)
=

(
∂u

∂G

)
V,s

+

(
∂u

∂s

)
V,G

(
∂s

∂G

)
V,S

=

(3.160)
=

(
∂u

∂G

)
v,s

+

(
∂u

∂v

)
G,s

(
∂v

∂G

)
V,s

+

(
∂u

∂s

)
V,G

(
∂s

∂G

)
V,S

.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:(
∂u

∂G

)
v,s

(9.33)
= 0, òàê êàê u = const ïðè v, s = const.(

∂u

∂v

)
G,s

=

(
∂u

∂v

)
s

(9.33)
= −P.

(
∂v

∂G

)
V,s

(9.31)
=

(
∂
(
V
G

)
∂G

)
V,s

(3.9)
= − V

G2

(9.31)
= − v

G
, ïðè V = const.

(
∂v

∂s

)
V,G

=

(
∂v

∂s

)
v

(9.33)
= T, òàê êàê v = const ïðè V,G = const.

(
∂s

∂G

)
V,S

(9.31)
=

(
∂
(
S
G

)
∂G

)
V,S

(3.9)
= − S

G2

(9.31)
= − s

G
, ïðè S = const.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì(
∂U

∂G

)
V,S

(9.114)
= u+G

Pv − Ts

G
= u+ Pv − Ts = φ.

Òåïåðü çàïèøåì äëÿ ïîòåíöèàëà F(
∂F

∂G

)
V,T

=

(
∂(fG)

∂G

)
V,T

= f +G

(
∂f

∂G

)
V,T

, (9.115)

ãäå (
∂f

∂G

)
V,T

(3.160)
=

(
∂f

∂G

)
v,T

+

(
∂f

∂v

)
G,T

(
∂v

∂G

)
V,T

.
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Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:(
∂f

∂G

)
v,T

(9.34)
= 0, òàê êàê f = const ïðè v, T = const.(

∂f

∂v

)
G,T

=

(
∂f

∂v

)
T

(9.34)
= −P.

(
∂v

∂G

)
V,T

(9.31)
=

(
∂
(
V
G

)
∂G

)
V,T

(3.9)
= − V

G2

(9.31)
= − v

G
, ïðè V = const.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì(
∂F

∂G

)
V,T

(9.115)
= f +G

Pv

G
= f + Pv = φ.

Òåïåðü çàïèøåì äëÿ ïîòåíöèàëà H(
∂H

∂G

)
P,S

=

(
∂(hG)

∂G

)
P,S

= h+G

(
∂h

∂G

)
P,S

, (9.116)

ãäå (
∂h

∂G

)
P,S

(3.160)
=

(
∂h

∂G

)
P,s

+

(
∂h

∂s

)
P,G

(
∂s

∂G

)
P,S

.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:(
∂h

∂G

)
P,s

(9.35)
= 0, òàê êàê h = const ïðè P, s = const.(

∂h

∂s

)
P,G

=

(
∂h

∂s

)
P

(9.35)
= T.

(
∂s

∂G

)
P,S

(9.31)
=

(
∂
(
S
G

)
∂G

)
P,S

(3.9)
= − S

G2

(9.31)
= − s

G
, ïðè V = const.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì(
∂H

∂G

)
P,S

(9.116)
= h−G

Ts

G
= h− Ts = φ.

È íàêîíåö(
∂Φ

∂G

)
P,T

=

(
∂(φG)

∂G

)
P,T

= φ+G

(
∂φ

∂G

)
P,T

= φ,

ïîòîìó ÷òî(
∂φ

∂G

)
P,T

(9.36)
= 0, òàê êàê φ = const ïðè P, T = const.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê íåñêîëüêî íåîæèäàííîìó âûâîäó î òîì,
÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà ïî êîëè÷åñòâó âåùåñòâà
â ñèñòåìå ðàâíà φ:(

∂U

∂G

)
V,S

=

(
∂F

∂G

)
V,T

=

(
∂H

∂G

)
P,S

=

(
∂Φ

∂G

)
P,T

= φ. (9.117)

Âåëè÷èíà φ (èëè φ∗ â ñëó÷àå ñëîæíûõ ñèñòåì) îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì
ñâîéñòâîì: îíà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè ëþáîé ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà âåùåñòâà â ñèñòåìå; èìåííî
ïîýòîìó ýòà âåëè÷èíà è ïîëó÷èëà íàçâàíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Ïîëåçíî òàêæå âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ýíòðîïèè ïî êîëè÷åñòâó âåùå-
ñòâà â ñèñòåìå (

∂S

∂G

)
U,V

=

(
∂(sG)

∂G

)
U,V

= s+G

(
∂s

∂G

)
U,V

, (9.118)

ãäå(
∂s

∂G

)
U,V

(3.160)
=

(
∂s

∂G

)
u,V

+

(
∂s

∂u

)
G,V

(
∂u

∂G

)
U,V

=

(3.160)
=

(
∂s

∂G

)
u,v

+

(
∂s

∂v

)
u,G

(
∂v

∂G

)
u,V

+

(
∂s

∂u

)
G,V

(
∂u

∂G

)
U,V

.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:(
∂s

∂G

)
u,v

(9.33)
= 0, òàê êàê s = const ïðè u, v = const.(

∂s

∂v

)
u,G

(9.31)
=

(
∂S

∂V

)
U

(9.50)
=

P

T
.(

∂s

∂u

)
G,V

(9.31)
=

(
∂S

∂U

)
V

(9.50)
=

1

T
.

(
∂u

∂G

)
U,V

(9.31)
=

(
∂
(
U
G

)
∂G

)
U,V

(3.9)
= − U

G2

(9.31)
= − u

G
, ïðè U = const.

(
∂v

∂G

)
u,V

(9.31)
=

(
∂
(
V
G

)
∂G

)
u,V

(3.9)
= − V

G2

(9.31)
= − v

G
, ïðè V = const.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì(
∂S

∂G

)
U,V

(9.118)
= s+G

−u− Pv

TG
=
sT − u− Pv

T
= −φ

T
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå îòíîñèòñÿ ê ïðîñòîé ñèñòåìå ïðè U, V = const, G ̸=
const. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è äëÿ ñëîæíîé ñè-
ñòåìû ïðè óñëîâèÿõ U, V,W = const, G ̸= const.
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Â ðåçóëüòàòå ìû ìîæåì çàïèñàòü(
∂S

∂G

)
U,V

= −φ
T
,

(
∂S

∂G

)
U,V,W

= −φ
∗

T
. (9.119)

Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë äëÿ ýíòðîïèè ñëîæíîé îòêðûòîé ñèñòåìû â
ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè èìååò âèä

dS =
1

T
dU +

P

T
dV +

ξ

T
dW − φ∗

T
dG;

1

T
=

(
∂S

∂U

)
V,W,G

,
P

T
=

(
∂S

∂V

)
U,W,G

,
ξ

T
=

(
∂S

∂W

)
U,V,G

,
φ∗

T
=

(
∂S

∂G

)
U,V,W

.

Ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîé è
ñëîæíîé îòêðûòîé ñèñòåìû â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè èìåþò âèä:

dU = TdS − PdV + φdG, (9.120)

dU = TdS − PdV − ξ dW + φ∗dG, (9.121)

dF = −S dT − PdV + φdG, (9.122)

dF = −S dT − PdV − ξ dW + φ∗dG. (9.123)

dH = −S dT + V dP + φdG, (9.124)

dH∗ = TdS + V dP +W dξ + φ∗dG. (9.125)

dΦ = −S dT + V dP + φdG, (9.126)

dΦ∗ = −S dT + V dP +W dξ + φ∗dG. (9.127)

Äèôôåðåíöèàë dU (9.120) è (9.121) íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíûì óðàâ-

íåíèåì Ãèááñà. Åñëè îòêðûòàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿ-
íèè, òî âìåñòî óðàâíåíèé íàäî çàïèñûâàòü íåðàâåíñòâà.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ îòêðûòîé ñèñòåìû èìåþò âèä(
∂T

∂G

)
S,V

=

(
∂φ

∂S

)
G,V

,

(
∂P

∂G

)
V,S

= −
(
∂φ

∂V

)
G,S

, (9.128)

−
(
∂S

∂G

)
T,V

=

(
∂φ

∂T

)
G,V

, −
(
∂P

∂G

)
V,T

=

(
∂φ

∂V

)
G,T

, (9.129)(
∂T

∂G

)
S,P

=

(
∂φ

∂S

)
G,P

,

(
∂V

∂G

)
P,S

=

(
∂φ

∂P

)
G,S

, (9.130)

è ò.ä.
Çàïèøåì âûðàæåíèÿ:

S dT − V dP +Gdφ = 0, S dT − V dP −W dξ +Gdφ = 0. (9.131)

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

0 = dΦ− d(U + PV − TS)
(9.31)
= d(φG)− d(U + PV − TS) =

(3.151)
= Gdφ+ φdG− dU − PdV − V dP + TdS + S dT =

(9.120)
= Gdφ− V dV − P dP + S dT.
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Âàæíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (9.131) íàçûâàþòñÿ óðàâíå-

íèåì Ãèááñà�Äþãåìà. Óðàâíåíèå ïîëó÷åíî Äæ. Ó. Ãèááñîì â 1875 è øèðîêî
ïðèìåíÿëîñü Ï. Äþãåìîì.

9.7 Ôàçîâûå ïåðåõîäû

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àè, êîãäà òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â
ðàâíîâåñèè, à å¼ ïîâåðõíîñòü ñîñòîÿíèÿ, òåì íå ìåíåå, íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé,
ò.å. èñïûòûâàåò èçëîìû è ðàçðûâû.

Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ âåùåñòâî ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ � òâ¼ðäîå, æèäêîå, ãàçîîá-
ðàçíîå, ðàçëè÷íûå àëëîòðîïè÷åñêèå ìîäèôèêàöèè âåùåñòâà â òâåðäîì ñî-
ñòîÿíèè (íàïðèìåð, àëìàç, ãðàôèò è àìîðôíûé óãîëü), â ñâåðõïðîâîäíèêå
(íîðìàëüíîå è ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå), â ôåððîìàãíåòèêå (ôåððîìàã-
íèòíîå è ïàðàìàãíèòíîå ñîñòîÿíèÿ), â ñåãíåòîýëåêòðèêå (ñåãíåòîýëåêòðè÷å-
ñêîå è îáû÷íîå äèýëåêòðè÷åñêîå ñîñòîÿíèÿ) è ò.ä.

Ðàçëè÷íûå ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ îäíîãî è òîãî æå âåùåñòâà, ðàçëè-
÷àþùèåñÿ ïî ôèçè÷åñêèì ñâîéñòâàì îò äðóãèõ âîçìîæíûõ ðàâíîâåñíûõ ñî-
ñòîÿíèé íàçûâàþòñÿ ôàçàìè. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ïðîñòðàíñòâåííî îä-
íîðîäíûå ôàçû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðåäåëàõ ôàçû âåùåñòâî íàõîäèòñÿ
â îäíîì ôèçè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, è òåðìèí ôàçà â òåðìîäèíàìèêå îçíà÷àåò
ïî ñóòè êàêîå-ëèáî ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå âåùåñòâà. Ïîâåðõíîñòü ñîñòîÿíèÿ
(9.21) (íàïðèìåð, f(P, v, T ) = const èëè f(u, v, s) = const) âíóòðè êàæäîé
ôàçû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü, íàçûâàåìóþ îäíîôàçíîé îá-

ëàñòüþ.
Ïåðåõîä âåùåñòâà èç îäíîé ôàçû â äðóãóþ íàçûâàåòñÿ ôàçîâûé ïåðå-

õîä. Ôàçîâûé ïåðåõîä ñâÿçàí ñ êà÷åñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè ñâîéñòâ âåùå-
ñòâà. Îáû÷íî âåùåñòâî ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ãàçîâîé, æèäêîé èëè òâ¼ðäîé
ôàçå; ïðè ýòîì íåêîòîðûå âåùåñòâà â òâ¼ðäîì ñîñòîÿíèè èìåþò íåñêîëü-
êî ôàç. Ôàçîâûé ïåðåõîä æèäêîñòü→ãàç íàçûâàåòñÿ èñïàðåíèåì, òâ¼ðäàÿ
ôàçà→ãàç � ñóáëèìàöèåé (îò ëàò. sublimo � âûñîêî ïîäíèìàþ, âîçíîøó),
òâ¼ðäàÿ ôàçà→æèäêîñòü � ïëàâëåíèåì.

Ãðàíèöà îäíîôàçíîé îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè ñîñòîÿíèÿ íàçûâàåòñÿ ïî-
ãðàíè÷íîé êðèâîé, ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé (ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå) òåðìî-
äèíàìè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò òåðÿòü ãëàäêîñòü � èñïûòûâàòü èçëîìû è
ðàçðûâû. Êàæäàÿ ïîãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ íà òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
äàííîãî âåùåñòâà (ôàçû) îäíîçíà÷íî ôèêñèðîâàíà è ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì
ïðîñòðàíñòâîì, ïîýòîìó ëþáàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ âåëè÷èíà â êàæäîé

òî÷êå ïîãðàíè÷íîé ëèíèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

âñåãäà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, ò.å. ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ðàâíîâåñíûå
ôàçîâûå ïåðåõîäû.

Îáëàñòü ìåæäó ïîãðàíè÷íûìè êðèâûìè îäíîôàçíûõ îáëàñòåé íà ïî-
âåðõíîñòè ñîñòîÿíèÿ íàçûâàåòñÿ äâóõôàçíîé îáëàñòüþ. Â äâóõôàçíîé îá-
ëàñòè ÷àñòü âåùåñòâà ïåðåøëà èç îäíîé ôàçû â äðóãóþ, íàïðèìåð, ÷àñòü
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æèäêîñòè èñïàðèëàñü èëè çàìåðçëà. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïåðåõîäà â ñèñòåìå
ñòàëî îäíîâðåìåííî ñóùåñòâîâàòü äâå ôàçû, êîòîðûå òåì íå ìåíåå íàõîäÿò-
ñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè. Ãðàíèöåé äâóõôàçíîé îáëàñòè ñëóæàò
ïîãðàíè÷íûå ëèíèè îäíîôàçíûõ îáëàñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâûé ïåðåõîä îò îäíîé ôàçû ê äðóãîé âêëþ÷àåò â
ñåáÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïåðåñå÷åíèå ïåðâîé ïîãðàíè÷íîé ëèíèè, äâóõôàçíîé
îáëàñòè è âòîðîé ïîãðàíè÷íîé ëèíèè.

Ó ñîñóùåñòâóþùèõ ôàç âñåãäà ðàâíû òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå, ÷òî ñëå-
äóåò èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíî-
âåñèÿ (ñì. ñ. 347), à òàêæå äðóãèå îáîáù¼ííûå ñèëû. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè
ôàçîâîì ïåðåõîäå òåìïåðàòóðà T è äàâëåíèå P è îáîáù¼ííàÿ ñèëà ξ íå
èñïûòûâàþò èçìåíåíèé

T (1) = T (2), P (1) = P (2), ξ(1) = ξ(2). (9.132)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôàçîâûé ïåðåõîä â ïðîñòîé ñèñòåìå ïðîèñõîäèò
ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, òî è òåìïåðàòóðà â ýòîì ïðîöåññå ñîõðàíÿåòñÿ
ïîñòîÿííîé. Òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà íàçûâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
òåìïåðàòóðîé ïëàâëåíèÿ èëè òåìïåðàòóðîé êèïåíèÿ.

P

T

Æèäêîñòü

Ãàç

Òâåðäàÿ
ôàçà 1

Òâåðäàÿ ôàçà 2

1

2

êò

-

6

s
s

s

Ðèñ. 9.1: P, T -äèàãðàììà

Êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü P, T ÿâëÿ-
åòñÿ äèàãðàììîé ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû ïðè ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ.
Äâóõôàçíûå îáëàñòè âìåñòå ñ èõ ïîãðà-
íè÷íûìè êðèâûìè ïðîåöèðóþòñÿ íà P, T -
äèàãðàììó â âèäå êðèâûõ ôàçîâûõ ïåðåõî-
äîâ. Îáëàñòü ïðîåöèðóåòñÿ â êðèâóþ, òàê
êàê ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè òåìïåðàòóðà
íå ìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå âñåãî ôàçîâîãî ïå-
ðåõîäà. Êðèâûå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 9.1.

Âàæíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé âåëè÷è-
íîé ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ dP

dT , õà-
ðàêòåðèçóþùàÿ íàêëîí êðèâîé ôàçîâîãî
ïåðåõîäà íà P, T -äèàãðàììå. Ïðè èñïàðå-
íèè è ñóáëèìàöèè âåëè÷èíà dP

dT âñåãäà ïî-
ëîæèòåëüíà, à ïðè ïëàâëåíèÿ ýòà âåëè÷èíà ó îäíèõ âåùåñòâ ïîëîæèòåëüíà,
ó äðóãèõ � îòðèöàòåëüíà.

Êðèâàÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïðè èñïàðåíèè íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ íàñûùå-
íèÿ (êðèâàÿ ìåæäó òî÷êàìè 1 è êò íà ðèñ. 9.1).

Òðîéíàÿ òî÷êà � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ íà
P, T -äèàãðàììå ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà (òî÷êè 1 è 2 íà ðèñ. 9.1), ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ òð¼õ ôàç.

Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà � òî÷êà íà ëèíèè íàñûùåíèÿ, â êîòîðîé èñ÷åçàåò
ðàçëè÷èå ìåæäó æèäêîé è ãàçîâîé ôàçàìè (òî÷êà êò íà ðèñ. 9.1). Êðèòè-
÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé òî÷êîé ëèíèè íàñûùåíèÿ, íà÷èíàþùåéñÿ
â òðîéíîé òî÷êå.
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Ïîãðàíè÷íóþ êðèâóþ ñî ñòîðîíû æèäêîñòè ïðèíÿòî íàçûâàòü ëåâîé,
à îòíîñÿùèåñÿ ê íåé âåëè÷èíû ñíàáæàòü èíäåêñîì ′ èëè (1). Ïîãðàíè÷íóþ
êðèâóþ ñî ñòîðîíû ãàçà ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðàâîé, à îòíîñÿùèåñÿ ê íåé
âåëè÷èíû ñíàáæàòü èíäåêñîì ′′ èëè (2). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íå óêàçûâàåòñÿ,
ê êàêîé êîíêðåòíî ïîãðàíè÷íîé êðèâîé îòíîñèòñÿ òà èëè èíàÿ âåëè÷èíà íà
êðèâîé íàñûùåíèÿ, å¼ çàïèñûâàþò ñ èíäåêñîì σ. Âåëè÷èíû îäíîôàçíîé
îáëàñòè ïðèíÿòî ñíàáæàòü èíäåêñîì îô, âåëè÷èíû äâóõôàçíîé îáëàñòè �
èíäåêñîì äô, âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîé òî÷êè � èíäåêñîì êð.

h

PÈçîòåðìû

êò

h(1)

h(2)

-

6

6�
���

�
�

�
�
�
�3

s

Ðèñ. 9.2: h, P -äèàãðàììà

Äâóõôàçíóþ îáëàñòü ¾íå âèäíî¿ íà
P, T -äèàãðàììå, íî ìîæíî ¾óâèäåòü¿ íà
äðóãèõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ. Íà ðèñ. 9.2
ïðåäñòàâëåíî òèïè÷íîå ñå÷åíèå s = const
ïîâåðõíîñòè h(s, P ) ñ ïðîåêöèÿìè ëèíèé
èçîòåðì (T = const), ïðîõîäÿùèìè ïî ýòîé
ïîâåðõíîñòè. Êðàéíÿÿ ïðàâàÿ òî÷êà ñå÷å-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé. Íèæ-
íÿÿ ÷àñòü ñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîãðàíè÷íîé
êðèâîé h(1) ñî ñòîðîíû ãàçà, âåðõíÿÿ ÷àñòü
ñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîãðàíè÷íîé êðèâîé h(2)

ñî ñòîðîíû æèäêîñòè. Ìåæäó íèìè ðàñïî-
ëîæåíà äâóõôàçíàÿ îáëàñòü.

Ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå òåðìîäèíàìè-
÷åñêèå ôóíêöèè ÷àñòî ïðåòåðïåâàþò èç-

ëîì, ñêà÷îê èëè ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.
Íàïðèìåð, óäåëüíûå ýíòðîïèÿ s è îáú¼ì v ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå èñ-

ïûòûâàþò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà èëè ñêà÷îê. Ñêà÷îê ýíòðîïèè è óäåëüíîãî
îáú¼ìà ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èçìåíèëîñü ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå âåùåñòâà, íà-
ïðèìåð, æèäêîñòü èñïàðèëàñü, à ãàç ïðè îäíîì è òîì æå äàâëåíèè è òåì-
ïåðàòóðå çàíèìàåò ãîðàçäî áîëüøèé îáú¼ì, ÷åì æèäêîñòü.

Ó ñîñóùåñòâóþùèõ ôàç, ïîìèìî ðàâåíñòâà òåìïåðàòóð è äàâëåíèé, âñå-
ãäà îäèíàêîâû çíà÷åíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ýòî îáóñëîâëåíî âîçìîæ-
íîñòüþ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö, ïðèâîäÿùåãî ê âûðàâíèâàíèþ õèìè÷å-
ñêîãî ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó, õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë φ ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå
òàêæå íå ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâà

φ(1) = φ(2). (9.133)

Îäíàêî ïðè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ôàçîâîãî ïåðåõîäà õèìè÷åñêèé ïîòåí-
öèàë φ áóäåò èìåòü èçëîì. Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ íåñëîæíûõ ðàññóæ-
äåíèé: s è v ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè îò õèìè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà, ðàç îíè èñïûòûâàþò ñêà÷îê, çíà÷èò φ èìååò èçëîì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîàíàëèçèðóåì èçìåíåíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
âäîëü ëèíèè φ = const ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòîé ëèíèè ñ êðèâîé ôàçîâîãî ïåðå-
õîäà (íàïðèìåð, â òî÷êå τ íà ðèñ. 3.7). Èíûìè ñëîâàìè, ñëåäóåò âû÷èñëèòü
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

(
∂P
∂T

)
φ
ñ äâóõ ñòîðîí îò êðèâîé ôàçîâîãî ïåðåõîäà.
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Çàïèøåì (
∂P

∂T

)
φ

(3.161)
= −

(
∂P

∂φ

)
T

(
∂φ

∂T

)
P

(9.36)
=

s

v
.

Â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè φ = const ñ êðèâîé ôàçîâîãî ïåðåõîäà â
P, T -äèàãðàììå ñ îäíîé ñòîðîíû îò êðèâîé ïåðåõîäà (â îáëàñòè ôàçû 1)(
∂P
∂T

)
φ
= s(1)

v(1)
, à ñ äðóãîé ñòîðîíû îò êðèâîé (â îáëàñòè ôàçû 2)

(
∂P
∂T

)
φ
= s(2)

v(2)
.

Â îáùåì ñëó÷àå s(1)

v(1)
̸= s(2)

v(2)
, ïîýòîìó èçëîì ëèíèè φ = const î÷åâèäåí.

Âåëè÷èíà ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé
(
∂f
∂x

)
y
íà ïîãðàíè÷íîé êðèâîé îïèñûâà-

åòñÿ óðàâíåíèåì (3.139):

∆

(
∂f

∂x

)
y

= −∆

(
∂f

∂y

)
x

dy

dx
, (9.134)

ãäå ∆
(
∂f
∂x

)
y
=
(
∂f
∂x

)(1)
y

−
(
∂f
∂x

)(2)
y
.

Ïîäñòàâèì f(x, y) = φ(T, P ) â óðàâíåíèå (9.134)

∆

(
∂φ

∂T

)
P

(9.36)
= −s(1) − s(2) = −

(
v(1) − v(2)

) dP
dT

èëè
dP

dT
=
s(2) − s(1)

v(2) − v(1)
. (9.135)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå Êëàïåéðîíà�Êëàóçèóñà (9.135) ñâÿçûâàåò âåëè-
÷èíû ñêà÷êîâ ýíòðîïèè è óäåëüíîãî îáú¼ìà â òî÷êå ïåðåõîäà ñ âåëè÷èíîé
íàêëîíà dP

dT êðèâîé ôàçîâîãî ïåðåõîäà íà P, T -äèàãðàììå.
Âåëè÷èíà èçìåíåíèÿ (ñêà÷êà) ýíòàëüïèè ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå íàçû-

âàåòñÿ òåïëîòîé ïàðîîáðàçîâàíèÿ è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ

r = h(2) − h(1). (9.136)

Òàê êàê ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå T = const è P = const, òî èç (9.35)
Tds = dh− v dP ñëåäóåò, ÷òî

T (s(2) − s(1)) = h(2) − h(1) = r. (9.137)

Òîãäà óðàâíåíèå Êëàïåéðîíà�Êëàóçèóñà äëÿ h èìååò âèä

dP

dT
=

r

T (v(2) − v(1))
èëè v(2) − v(1) =

r

T

dT

dP
. (9.138)
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Ïîëó÷èì òàêæå óðàâíåíèÿ äëÿ u è f :

u(2) − u(1)
(9.32)
= h(2) − h(1) − P (v(2) − v(1)) =

(9.136)
= r − P (v(2) − v(1))

(9.138)
= r

(
1− P

T

dT

dP

)
,

f (2) − f (1)
(9.32)
= u(2) − u(1) − T (s(2) − s(1)) =

(9.137)
= r

(
1− P

T

dT

dP

)
− r

(9.138)
= −rP

T

dT

dP
.

Êàê âèäíî èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé, çíà÷åíèÿ ïðè ñêà÷êå
v, s, u è h (2) >(1) � áîëüøå, à çíà÷åíèå f (2) < f (1) � ìåíüøå.

Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ôàçîâûé ïåðåõîä ñâÿ-
çàí ñ çàòðàòîé ðàáîòû, à ðàáîòà ñèñòåìû â èçîòåðìè÷åñêîì ïðîöåññå ðàâíà
óáûëè å¼ ñâîáîäíîé ýíåðãèè.

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ôàçîâûé ïåðåõîä â òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå,
ñîâåðøàþùåé íå ðàáîòó ðàñøèðåíèÿ, à ðàáîòó êàêîãî-ëèáî äðóãîãî âèäà, òî
îáîáù¼ííîé ñèëîé áóäåò íå äàâëåíèå P , à ñèëà ξ. Ñîîòâåòñòâåííî, îáîáù¼í-
íîé êîîðäèíàòîé áóäåò íå óäåëüíûé îáú¼ì v, à êîîðäèíàòà w. Òîãäà ìîæíî
ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå ïî ñìûñëó óðàâíåíèþ Êëàïåéðîíà�
Êëàóçèóñà:

dξ

dT
=

s(2) − s(1)

w(2) − w(1)
,

dξ

dT
=

r

T (w(2) − w(1))
, (9.139)

ãäå r � òåïëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôàçîâûé ïåðåõîä ñâåðõïðîâîäíèêà èç ñâåðõïðî-

âîäÿùåãî â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå â ìàãíèòíîì ïîëå (9.104). Òîãäà óðàâíå-
íèå (9.139) áóäåò èìåòü âèä

dHêð

dT
=

q

T (Mí −Mñ)
. (9.140)

ãäå dHêð

dT � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, âçÿòàÿ âäîëü êðèâîé ôàçîâîãî ïåðåõîäà íà
H,T -äèàãðàììå (Hêð � íàïðÿæ¼ííîñòü êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
äàííîãî ñâåðõïðîâîäíèêà);
q � òåïëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà ñâåðõïðîâîäíèêà èç ñâåðõïðîâîäÿùåãî
â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå;
Mí è Mñ � óäåëüíûå íàìàãíè÷åííîñòè ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëüíîé è
ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàç.
Óäåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ âîñïðèèèì÷èâîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà â íîðìàëüíîì

ñîñòîÿíèè ïðåíåáðåæèìî ìàëà, à â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

χñ = − vñ
4π
, χí = 0,

ãäå vñ � óäåëüíûé îáú¼ì ñâåðõïðîâîäíèêà â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè.
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Òîãäà, ñ ó÷¼òîì (8.22) è q > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî íàïðÿæ¼ííîñòü êðèòè÷å-
ñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì òåìïå-
ðàòóðû

dHêð

dT
= − 4πq

TvñHêð
< 0. (9.141)

Ýòî óðàâíåíèå, âïåðâûå ïîëó÷åííîå Â. Êååçîìîì (1924) äëÿ ôàçîâîãî
ïåðåõîäà â ñâåðõïðîâîäíèêå, àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ Êëàïåéðîíà�Êëàóçèóñà
äëÿ îáû÷íûõ ñèñòåì.

9.8 Êðèâàÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà

Âåëè÷èíû s, v, u, f è h àääèòèâíûå, è â äâóõôàçíîé îáëàñòè ðàâíû ñóïåðïî-
çèöèè âåëè÷èí îäíîôàçíûõ îáëàñòåé. Èõ çíà÷åíèÿ çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ
ôàç èëè ñòåïåíè ñóõîñòè x äâóõôàçíîé ñìåñè

säô = (1− x)s(1) + xs(2),

väô = (1− x)v(1) + xv(2),

uäô = (1− x)u(1) + xu(2),

fäô = (1− x)f (1) + xf (2),

häô = (1− x)h(1) + xh(2).

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû s, v, u, f è h èñïûòûâàþò èçëîì ïðè ïåðåñå-
÷åíèè ëåâîé è ïðàâîé ïîãðàíè÷íûõ êðèâûõ è ñêà÷îê â öåëîì ïðè ôàçîâîì
ïåðåõîäå ìåæäó îäíîôàçíûìè îáëàñòÿìè.

Òåìïåðàòóðà T äô è äàâëåíèå P äô îäèíàêîâû âî âðåìÿ âñåãî ôàçîâîãî
ïåðåõîäà (9.132), â òî âðåìÿ âåëè÷èíû säô, väô, uäô, fäô è häô ìåíÿþòñÿ
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç äâóõôàçíóþ îáëàñòü. Òîãäà(

∂P

∂y

)äô
T

= 0, ãäå y = s, v, u, f, h. (9.142)(
∂T

∂y

)äô
P

= 0, ãäå y = s, v, u, f, h. (9.143)

Óðàâíåíèÿ (9.142, 9.143) îçíà÷àþò, ÷òî â äâóõôàçíîé îáëàñòè èçîòåðìà
(T äô = const) è èçîáàðà (P äô = const) èìåþò ãîðèçîíòàëüíûå êàñàòåëü-

íûå êàê íà ïîâåðõíîñòè ñîñòîÿíèÿ, òàê è â ïðîåêöèÿõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå
P, y- è T, y-äèàãðàììû.

Ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ðàññìàòðèâàòü òåðìîäèíà-
ìè÷åñêóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
îäíîé èç ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, ïðè y = const). Ïîýòîìó ÷àñòíûì, íî âàæ-
íûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê èäóò âíóòðè äâóõôàçíîé îáëàñòè èçîëèíèè,
òàêèå êàê s, v, u, f, h = const. Èíûìè ñëîâàìè, ñëåäóåò âû÷èñëèòü ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå

(
∂P
∂T

)äô
y

(y = s, v, u, f, h) ñ äâóõôàçíîé ñòîðîíû ïîãðàíè÷íûõ
êðèâûõ.
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Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò äàâ-
ëåíèÿ ïî òåìïåðàòóðå âäîëü ëèíèè íàñûùåíèÿ èìååò âèä

dP

dT

(3.105)
=

(
∂P

∂T

)äô
y

+

(
∂P

∂y

)äô
T

dyσ

dT
. (9.144)

Çäåñü
(
∂P
∂T

)äô
y

� ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè y =

const ñ ïîãðàíè÷íîé êðèâîé, âçÿòàÿ ñ äâóõôàçíîé ñòîðîíû ýòîé êðèâîé;(
∂P
∂y

)äô
T

� ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ èçîòåðìû ñ ïîãðàíè÷-

íîé êðèâîé, âçÿòàÿ ñ äâóõôàçíîé ñòîðîíû êðèâîé; dy
σ

dT � ïîëíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ âäîëü êðèâîé íàñûùåíèÿ; y = s, v, u, f, h.

Òàê êàê dyσ

dT íà îáåèõ ïîãðàíè÷íûõ êðèâûõ íèãäå, êðîìå êðèòè÷åñêîé
òî÷êè, íå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, òî

dP

dT
=

(
∂P

∂T

)äô
y

+

(
∂P

∂y

)äô
T

dyσ

dT

(9.142)
=

(
∂P

∂T

)äô
y

.

Â ðåçóëüòàòå çàïèøåì(
∂P

∂T

)äô
y

=
dP

dT
, (y = s, v, u, f, h). (9.145)

Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âíóòðè äâóõôàçíîé îáëàñòè èçîëè-

íèè s, v, u, f, h = const ñëèâàþòñÿ ñ êðèâîé ôàçîâîãî ïåðåõîäà.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå âûçûâàåò óäèâëåíèÿ, èáî äâóõôàçíàÿ îáëàñòü

ïðîåöèðóåòñÿ íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü P, T â âèäå êðèâîé ôàçîâîãî ïå-
ðåõîäà � êðèâîé íàñûùåíèÿ ïðè èñïàðåíèè. Ñ ýòîé êðèâîé ñëèâàþòñÿ ëþ-
áûå ëèíèè, ïðîõîäÿùèå âíóòðè äâóõôàçíîé îáëàñòè â äðóãèõ êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòÿõ.

Ðàññìîòðèì, êàê ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå ìåíÿåòñÿ èçîõîðíàÿ òåïëî¼ì-
êîñòü cv. Çàïèøåì âûðàæåíèå

∆cv = −T∆
(
∂P

∂T

)
v

dv

dT
. (9.146)

Äîêàçàòåëüñòâî

∆cv
T

(9.44)
= ∆

(
∂s

∂T

)
v

(9.134)
= −∆

(
∂s

∂v

)
T

dv

dT

(9.52)
= −∆

(
∂P

∂T

)
v

dv

dT
.

Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïîãðàíè÷íûõ êðèâûõ cv èñïûòûâàåò ñêà÷îê

cσäôv − cσîôv

(9.145)
(9.146)
= T

[(
∂P

∂T

)îô
v

− dP

dT

]
dvσ

dT
. (9.147)
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Â ýòîì íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, åñëè ôóíêöèÿ s èñïûòûâàåò èçëîì
ïðè ïåðåñå÷åíèè ïîãðàíè÷íîé êðèâîé ìåæäó îäíîôàçíîé è äâóõôàçíîé îá-
ëàñòÿìè, òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ

(
∂s
∂T

)
v
èñïûòûâàåò ñêà÷îê.

Ñ ó÷¼òîì dP
dT =

(
∂P
∂T

)îô
y

+
(
∂P
∂y

)îô
T

dyσ

dT çàïèøåì óðàâíåíèå (9.147) äëÿ

ëåâîé è ïðàâîé ïîãðàíè÷íûõ êðèâûõ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïðè èñïàðåíèè

c(1)äôv − c(1)îôv = −T
(
∂P

∂v

)îô
T

(
dv(1)

dT

)2
(9.74)
> 0, (9.148)

c(2)äôv − c(2)îôv = −T
(
∂P

∂v

)îô
T

(
dv(2)

dT

)2
(9.74)
> 0. (9.149)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå èç îäíîôàçíîé â äâóõôàçíóþ îáëàñòü
èçîõîðíàÿ òåïëî¼ìêîñòü ñêà÷êîîáðàçíî âîçðàñòàåò.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåäóò ñåáÿ ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå íåêîòîðûå òåð-
ìè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû.

Äëÿ êîýôôèöèåíòà àäèàáàòíîé ñæèìàåìîñòè βs = − 1
v

(
∂v
∂P

)
s
ñïðàâåä-

ëèâî âûðàæåíèå

v∆βs = ∆

(
∂T

∂P

)
s

ds

dP
. (9.150)

Äîêàçàòåëüñòâî

v∆βs = −∆

(
∂v

∂P

)
s

(9.134)
= −∆

(
∂v

∂s

)
P

ds

dP

(9.53)
= ∆

(
∂T

∂P

)
s

ds

dP
.

Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïîãðàíè÷íûõ êðèâûõ βs èñïûòûâàåò ñêà÷îê

βσäôs − βσîôs

(9.145)
(9.150)
=

1

vσ

[
dT

dP
−
(
∂T

∂P

)îô
s

]
dsσ

dP
. (9.151)

Ñ ó÷¼òîì dT
dP =

(
∂T
∂P

)îô
y

+
(
∂T
∂y

)îô
P

dyσ

dP çàïèøåì óðàâíåíèå (9.151) äëÿ

ëåâîé è ïðàâîé ïîãðàíè÷íûõ êðèâûõ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïðè èñïàðåíèè

β(1)äô
s − β(1)îô

s =
1

v(1)

(
∂T

∂s

)îô
P

(
ds(1)

dP

)2
(9.75)
> 0, (9.152)

β(2)äô
s − β(2)îô

s =
1

v(2)

(
∂T

∂s

)îô
P

(
ds(2)

dT

)2
(9.75)
> 0. (9.153)

Äëÿ êîýôôèöèåíòà Äæîóëÿ�Òîìñîíà µ =
(
∂T
∂P

)
h
, íàçûâàåìîãî òàêæå

êîýôôèöèåíòîì àäèàáàòíîãî äðîññåëèðîâàíèÿ, ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

∆µ = ∆

(
∂T

∂P

)
h

(9.134)
= −∆

(
∂T

∂h

)
P

dh

dP
. (9.154)
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Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà Äæîóëÿ�Òîìñîíà

µäô =

(
∂T

∂P

)äô
h

(9.145)
=

dT

dP
. (9.155)

Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ µ è íà ëåâîé, è íà ïðàâîé ïîãðàíè÷íûõ êðè-
âûõ ñ èõ äâóõôàçíîé ñòîðîíû îäèíàêîâû:

µ(1)äô = µ(2)äô = µäô. (9.156)

Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ëåâîé è ïðàâîé
ïîãðàíè÷íûõ êðèâûõ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïðè èñïàðåíèè

µäô − µ(1)îô =
1

cîôP

dh(1)

dP
, (9.157)

µäô − µ(2)îô =
1

cîôP

dh(2)

dP
. (9.158)

Äîêàçàòåëüñòâî

µσäô − µσîô
(9.154)
= −

[(
∂T

∂h

)äô
P

−
(
∂T

∂h

)îô
P

]
dhσ

dP

(9.143)
(9.45)
=

1

cσîôP

dhσ

dP
.

Ðàññìîòðåíèå h, P -äèàãðàììû (ðèñ. 9.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà dh(1)

dP
âñåãäà ïîëîæèòåëüíà; ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà

µäô > µ(1)îô. (9.159)

Âåëè÷èíà dh(2)

dP , êàê âèäíî èç h, P -äèàãðàììû, â îáëàñòè äàâëåíèé, äà-
ë¼êèõ îò êðèòè÷åñêîãî, ïîëîæèòåëüíà, à ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ ìåíÿåò çíàê.
Ñëåäîâàòåëüíî. ïðè íåâûñîêèõ äàâëåíèÿõ

µäô > µ(2)îô, (9.160)

à ïðè ïîâûøåííûõ äàâëåíèÿõ

µäô < µ(2)îô. (9.161)

Ýòî íåðàâåíñòâî ìåíÿåò çíàê â òîé òî÷êå êðèâîé íàñûùåíèÿ, ãäå ýí-
òàëüïèÿ ñóõîãî íàñûùåííîãî ïàðà h(2) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå ìåíÿåòñÿ èçîáàðíàÿ òåï-
ëî¼ìêîñòü cP . Çàïèøåì âûðàæåíèå

∆cP = T∆

(
∂v

∂T

)
P

dP

dT
. (9.162)

Äîêàçàòåëüñòâî

∆cP
T

(9.44)
= ∆

(
∂s

∂T

)
P

(9.134)
= −∆

(
∂s

∂P

)
T

dP

dT

(9.54)
= ∆

(
∂v

∂T

)
P

dP

dT
.
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Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (9.162) èçîáàðíàÿ òåïëî¼ìêîñòü ïðè ïîäõîäå ê ïî-
ãðàíè÷íîé êðèâîé ñî ñòîðîíû îäíîôàçíîé îáëàñòè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì
êðèòè÷åñêîé òî÷êè èìååò ïðåäåë. Ñîãëàñíî (9.143) ïðè ïåðåñå÷åíèè ïîãðà-
íè÷íûõ êðèâûõ èçîáàðíàÿ òåïëî¼ìêîñòü â äâóõôàçíîé îáëàñòè îáðàùàåòñÿ
â áåñêîíå÷íîñòü, òàê êàê

(
∂v
∂T

)äô
P

= ∞. Çíà÷èò íà ïîãðàíè÷íûõ êðèâûõ ïðî-
èñõîäèò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåäóò ñåáÿ ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå òåìïåðàòóð-
íûé êîýôôèöèåíò îáú¼ìíîãî ðàñøèðåíèÿ α = 1

v

(
∂v
∂T

)
P

∆α = −v−1∆

(
∂v

∂T

)
P

(9.162)
= −(vT )−1∆cP

dT

dP
(9.163)

è êîýôôèöèåíò èçîòåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòè βT = − 1
v

(
∂v
∂P

)
T

∆βT = −v−1∆

(
∂v

∂P

)
T

(9.134)
= v−1∆

(
∂v

∂T

)
P

dT

dP
. (9.164)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü

cäôP =

(
∂h

∂T

)äô
P

= ∞, (9.165)

αäô =
1

v

(
∂v

∂T

)äô
P

= ∞, (9.166)

βäôT = −1

v

(
∂v

∂P

)äô
T

= ∞. (9.167)

Ñïåöèôè÷åñêîé âåëè÷èíîé, îòíîñÿùåéñÿ òîëüêî ê ëèíèè ôàçîâîãî ïå-
ðåõîäà, ÿâëÿåòñÿ òåïëî¼ìêîñòü âäîëü ïîãðàíè÷íîé êðèâîé, îïðåäåëÿåìàÿ
ñîîòíîøåíèåì

cσ = T
dsσ

dT
, (9.168)

ãäå dsσ

dT � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ýíòðîïèè ïî òåìïåðàòóðå âäîëü ïîãðà-
íè÷íîé êðèâîé (îäíîìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó). Òîãäà ñ ó÷¼òîì (9.35) TdS =
dh− v dP íàõîäèì

cσ =
dhσ

dT
− vσ

dP

dT
. (9.169)

Â 1933 ã. Ï. Ýðåíôåñòîì áûëî ââåäåíî ïðåäñòàâëåíèå î ôàçîâûõ ïåðå-
õîäàõ âòîðîãî ðîäà.

Îáû÷íûé ôàçîâûé ïåðåõîä (ïî êëàññèôèêàöèè Ýðåíôåñòà, ôàçîâûé ïå-
ðåõîä ïåðâîãî ðîäà), õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî â òî÷êå ïåðåõîäà ïåðâûå
ïðîèçâîäíûå îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (9.36):

v =

(
∂φ

∂P

)
T

, s = −
(
∂φ

∂T

)
P

.
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ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâ è èçìåíÿþòñÿ ñêà÷êîì îò çíà÷åíèÿ â îäíîé èç ñîñó-
ùåñòâóþùèõ ôàç v(1) è s(1) äî çíà÷åíèÿ â äðóãîé ôàçå v(2) è v(2).

Ôàçîâûì ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà Ýðåíôåñò íàçâàë òàêîé ïåðåõîä, ïðè
êîòîðîì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â òî÷êå ïåðåõîäà
íåïðåðûâíû v(1) = v(2) è s(1) = s(2), à ñêà÷êîì èçìåíÿþòñÿ ëèøü âòîðûå

ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëà:
(
∂ 2φ
∂P 2

)
T
,
(
∂ 2φ
∂T 2

)
P
è äðóãèå.

Ñ ôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ôàçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî
ðîäà ýêâèâàëåíòåí ïåðåõîäó èç îäíîôàçíîé îáëàñòè â äâóõôàçíóþ ÷åðåç
ïîãðàíè÷íóþ êðèâóþ (ëåâóþ èëè ïðàâóþ) ïðè îáû÷íîì ôàçîâîì ïåðåõîäå.

Íà P, T -äèàãðàììå â ñëó÷àå ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà, êàê è â
ñëó÷àå îáû÷íîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà, îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ôàç áóäóò
ðàçäåëÿòüñÿ êðèâîé ôàçîâîãî ïåðåõîäà. ×òî æå êàñàåòñÿ P, v-, v, T -, P, s- è
s, T -äèàãðàìì, òî â ñëó÷àå ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà îáëàñòè ñóùå-
ñòâîâàíèÿ äâóõ ôàç áóäóò ðàçäåëÿòüñÿ íå äâóõôàçíîé îáëàñòüþ, êàê ïðè
îáû÷íîì ôàçîâîì ïåðåõîäå, à êðèâîé ôàçîâîãî ïåðåõîäà.

Ðàññìîòðåíèå ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà
âûõîäèò çà ïðåäåëû êíèãè. Íàñ èíòåðåñóåò ëèøü âåëè÷èíà ñêà÷êà òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå âòîðîãî ðîäà(

∂ 2φ

∂T 2

)
P

= −
(
∂s

∂T

)
P

= −cP
T
,

[
∂

∂T

(
∂φ

∂T

)
P

]
v

= −
(
∂s

∂T

)
v

= −cv
T
,(

∂ 2φ

∂P 2

)
T

=

(
∂v

∂P

)
T

,

[
∂

∂P

(
∂φ

∂P

)
T

]
s

=

(
∂v

∂P

)
s

;

à òàêæå [
∂

∂T

(
∂φ

∂P

)
T

]
P

=

(
∂v

∂T

)
P

= −
(
∂s

∂P

)
T

,[
∂

∂T

(
∂φ

∂P

)
T

]
s

=

(
∂v

∂T

)
s

= −
(
∂s

∂P

)
v

,

è òàê äàëåå.
Óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå âåëè÷èíó ñêà÷êîâ âñåõ ýòèõ âåëè÷èí ëåãêî

ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (9.134), íàïðèìåð

∆

(
∂v

∂T

)
P

= −∆

(
∂v

∂P

)
T

dP

dT
. (9.170)

Ìû óæå ïîëó÷àëè òàêèå âåëè÷èíû (ñì. 9.146, 9.150, 9.162).
Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé (9.162, 9.170) ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîã óðàâíå-

íèÿ Êëàïåéðîíà�Êëàóçèóñà äëÿ îáû÷íûõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ � óðàâíåíèå

Ýðåíôåñòà, âû÷èñëÿþùåå íàêëîí dP
dT ôàçîâîé êðèâîé âòîðîãî ðîäà íà P, T -

äèàãðàììå
dP

dT
=

∆cP

T∆
(
∂v
∂T

)
P

= −
∆
(
∂v
∂T

)
P

T∆
(
∂v
∂P

)
T

. (9.171)

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû â êðèòè÷åñêîé òî÷-
êå, ãäå èñ÷åçàåò ðàçíèöà ìåæäó æèäêîé è ãàçîâîé ôàçîé.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì êðèòè÷åñêîé òî÷êè

vêð = v(1) = v(2), sêð = s(1) = s(2). (9.172)

Â ñìûñëå íåïðåðûâíîñòè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèà-
ëà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà íàïîìèíàåò ôàçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà, õîòÿ è
îòëè÷àåòñÿ îò íåãî ïî ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòè.

Òàê êàê êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé òî÷êîé êðèâîé ôàçîâîãî
ïåðåõîäà, äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ äâóõôàçíîé
îáëàñòè, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Âî-ïåðâûõ, â êðèòè÷åñêîé òî÷êå èçîëèíèè ãëàäêî, áåç èçëîìà ñëèâà-

þòñÿ ñ ëèíèåé íàñûùåíèÿ, àíàëîãè÷íî (9.145)(
dP

dT

)êð
=

(
∂P

∂T

)êð
y

(9.173)

Äëÿ êðèòè÷åñêîé èçîõîðû (vêð = const) ýòîò ðåçóëüòàò íîñèò íàçâàíèå
óðàâíåíèå (èëè ïðàâèëî) Ïëàíêà�Ãèááñà.

Âî-âòîðûõ, êðèòè÷åñêàÿ èçîòåðìà (T êð = const) è êðèòè÷åñêàÿ èçîáàðà
(P êð = const) èìåþò â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ãîðèçîíòàëüíûå êàñàòåëüíûå,
êàê íà ïîâåðõíîñòè ñîñòîÿíèÿ, òàê è â ïðîåêöèÿõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå P, y-
è T, y-äèàãðàììû, àíàëîãè÷íî (9.142, 9.143):(

∂P

∂y

)êð
T

= 0, ãäå y = s, v, u, f, h. (9.174)(
∂T

∂y

)êð
P

= 0, ãäå y = s, v, u, f, h. (9.175)

Ïðè çàïèñè ýòèõ âûðàæåíèé â ¾ïåðåâ¼ðíóòîì¿ âèäå ìû ïîëó÷èì âåð-

òèêàëüíûå êàñàòåëüíûå èçîòåðì è èçîáàð.
Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî, â-òðåòüèõ, â êðèòè÷åñêîé òî÷êå èçîáàðíàÿ

òåïëî¼ìêîñòü è íåêîòîðûå òåðìè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ñòàíîâÿòñÿ áåñêî-
íå÷íî áîëüøèìè, àíàëîãè÷íî (9.165�9.167)

cêðP =

(
∂h

∂T

)êð
P

= ∞, (9.176)

αêð =
1

v

(
∂v

∂T

)êð
P

= ∞, (9.177)

βêðT = −1

v

(
∂v

∂P

)êð
T

= ∞. (9.178)

Çàïèøåì

r
(9.138)
= T (v(2) − v(1))

dP

dT
. (9.179)

Âåëè÷èíà dP
dT íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé, ïîýòîìó â êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êå v(1) = v(2), è òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü

rêð = 0. (9.180)
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Òàê êàê íåïðåðûâíîñòüþ âåëè÷èí s, v, u, f, h, è f êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà
íàïîìèíàåò ôàçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà, à ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè ýòèõ
âåëè÷èí ïî P è T � äâóõôàçíóþ îáëàñòü, òî èìååò ñìûñë èññëåäîâàòü
âòîðûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Ïðèíöèïèàëüíîå ôîðìàëüíîå îòëè÷èå êðèòè÷åñêîé òî÷êè îò âñåõ äðó-
ãèõ òî÷åê ôàçîâîé äèàãðàììû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êðèòè÷åñêèå èçîòåð-
ìà è èçîáàðà èìåþò êàñàòåëüíóþ âòîðîãî ïîðÿäêà, ò.å. íå òîëüêî ãîðèçîí-
òàëüíóþ (âåðòèêàëüíóþ) êàñàòåëüíóþ, íî è ïåðåãèá â êðèòè÷åñêîé òî÷êå,
÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî (ñì. ðèñ. 9.2)(

∂ 2P

∂y2

)êð
T

= 0, ãäå y = s, v, u, f, h. (9.181)(
∂ 2T

∂y2

)êð
P

= 0, ãäå y = s, v, u, f, h. (9.182)

Âòîðîå ïðèíöèïèàëüíîå ôîðìàëüíîå îòëè÷èå êðèòè÷åñêîé òî÷êè îò
äâóõôàçíîé îáëàñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëíûå ïðîèçâîäíûå âäîëü
êðèâîé íàñûùåíèÿ dyσ

dT (ãäå y = s, v, u, f, h) â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ñòàíîâÿòñÿ
áåñêîíå÷íî áîëüøèìè. Ïðè ýòîì

lim
Tσ→Têð

dy(1)

dT
= ∞, lim

Tσ→Têð

dy(2)

dT
= −∞, ãäå y = s, v, u, f, h. (9.183)

Ñ ôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
óãîë íàêëîíà êðèâîé íàñûùåíèÿ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå òåðÿåò ñìûñë, òàê êàê
êðèâàÿ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó. Óäèâèòåëüíî òî, ÷òî ýòè ôîðìàëüíûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå âûâîäû, êîòîðûå î÷åâèäíî ñëåäóþò èç îáû÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé, èìåþò ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êðèòè-
÷åñêàÿ òî÷êà � ýòî òî÷êà ïåðåãèáà èçîëèíèé, ãäå êðèâàÿ íàñûùåíèÿ âû-
ðîæäàåòñÿ â òî÷êó. Äðóãèõ ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåííûõ îñîáåííîñòåé
ïîâåäåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â êðèòè÷åñêîé òî÷êå, êðîìå òåõ, ÷òî
ñëåäóþò èç ôîðìàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
íåèçâåñòíî.
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Ãëàâà 10

Ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

10.1 Ýêîíîìè÷åñêèå òåðìèíû

Ýêîíîìèêà (îò ãðå÷. oίκoςνoµoς � áóêâ. èñêóññòâî âåäåíèÿ äîìàøíåãî î÷à-
ãà) � íàóêà, èçó÷àþùàÿ çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ öåííûõ îáúåêòîâ (îáúåê-
òîâ, èìåþùèõ öåíó) â ïîëå ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé.

Äåíüãè � îáùåïðèçíàííûé óíèâåðñàëüíûé ýêâèâàëåíò ïðè îáìåíå îáú-
åêòàìè â ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèÿõ.

Öåíà (àíãë. price) � êîýôôèöèåíò îáìåíà îáúåêòà íà äåíüãè.
Òåðìèí ¾îáúåêò¿ â ýêîíîìèêå íå ïðèíÿò, âìåñòî íåãî ïðèìåíÿåòñÿ ìíî-

æåñòâî äðóãèõ òåðìèíîâ, íàïðèìåð, òîâàð è áëàãî. Ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè
òåðìèíàìè çàêëþ÷àåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, â ïðåäñòàâëåíèÿõ î òîì, êàê îáðà-
çóåòñÿ öåíà îáúåêòà.

Òðóä (àíãë. labor) � öåëåñîîáðàçíàÿ äåÿòåëüíîñòü ÷åëîâåêà. Äðóãèìè
ñëîâàìè, äåÿòåëüíîñòü ÷åëîâåêà, ïðåñëåäóþùåãî ñâîè öåëè.

Òîâàð � â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðîäóêò òðóäà. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáúåêò, â
êîòîðîì îâåùåñòâë¼í àáñòðàêòíûé òðóä, íàçûâàåìûé òàêæå ñòîèìîñòüþ
òîâàðà, áëàãîäàðÿ êîòîðîé òîâàð è èìååò ñâîþ öåíó.

Ïîëåçíîñòü (utility) îáúåêòà � ñïîñîáíîñòü îáúåêòà óäîâëåòâîðÿòü
êàêîé-íèáóäü ÷åëîâå÷åñêîé ïîòðåáíîñòè (ïðèíîñÿùèé îïðåäåëåííîå óäîâëå-
òâîðåíèå ïîòðåáèòåëþ).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëåçíûé îáúåêò, ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü îáúåêò ïîòðåá-
ëåíèÿ. Áëàãà èìåþò öåíó áëàãîäàðÿ ñâîåé ïîëåçíîñòè. Ïîòðåáèòåëè ñðàâ-
íèâàþò ïîëåçíîñòü îáúåêòîâ ïðè èõ îáìåíå.

Áëàãî � ïîëåçíûé (èìåþùèé ïîëåçíîñòü) îáúåêò.
Ïîíÿòèÿ áëàãî è òîâàð ÷àñòî ñìåøèâàþò è çàáûâàþò îò ðàçíèöå ìåæäó

íèìè. Àíàëîãè÷íî, ñìåøèâàþò ïîíÿòèÿ ïîëåçíîñòü è ñòîèìîñòü.
Òàê íàçûâàåìàÿ êëàññè÷åñêàÿ øêîëà ñôîðìèðîâàëàñü â êîíöå 18-ãî âå-

êà. Äîñòèæåíèåì ýòîé øêîëû áûëà òðóäîâàÿ òåîðèÿ ñòîèìîñòè, çàëîæåí-
íàÿ Àäàìîì Ñìèòîì è Äàâèäîì Ðèêàðäî, è ðàçâèòàÿ â äàëüíåéøåì Êàðëîì
Ìàðêñîì â íàïðàâëåíèè, íàçûâàåìîì îáû÷íî ìàðêñèçìîì.
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Â êà÷åñòâå ïðîòèâîâåñà òåîðèè òðóäîâîé ñòîèìîñòè Ìàðêñà â ïîñëåäíåé
òðåòè 19-ãî âåêà âîçíèêëà òåîðèÿ ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè èëè ïðåäåëüíûõ
èçäåðæåê, íàçûâàåìàÿ òàêæå ìàðæèíàëèçìîì (îò àíãë. marginal � ïðå-
äåëüíûé).

Ñîãëàñíî òðóäîâîé òåîðèè ñòîèìîñòè ðàáî÷àÿ ñèëà ÿâëÿåòñÿ òîâàðîì è,
êàê âñÿêèé òîâàð, èìååò ñâîþ ñòîèìîñòü, ðàâíóþ ñòîèìîñòè ñðåäñòâ, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ ïîääåðæàíèÿ æèçíè ðàáî÷åãî è ÷ëåíîâ åãî ñåìüè (òðóäó, çà-
êëþ÷¼ííîìó â ýòèõ ñðåäñòâàõ).

Ðàáî÷àÿ ñèëà � ñïîñîáíîñòü ê òðóäó èëè ñîâîêóïíîñòü ôèçè÷åñêèõ è
äóõîâíûõ ñïîñîáíîñòåé, êîòîðûìè îáëàäàåò ÷åëîâåê.

Ïðèáàâî÷íàÿ ñòîèìîñòü � ïî ìàðêñèçìó ðàçíèöà ìåæäó ñòîèìîñòüþ,
çàêëþ÷¼ííîé â òðóäå ðàáî÷åãî, è ñòîèìîñòüþ åãî ðàáî÷åé ñèëû.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Â îòëè÷èå îò ðàáî÷åé ñèëû òðóä ðàáî÷åãî
íå ÿâëÿåòñÿ òîâàðîì è íå èìååò ñòîèìîñòè, òàê êàê îí ñàì è åñòü ìåðà ñòîè-
ìîñòè. Òðóä íå ìîæåò èìåòü ñâîåé îñîáîé ñòîèìîñòè, êàê òÿæåñòü íå ìîæåò
èìåòü îñîáîãî âåñà, òåïëîòà � îñîáîé òåìïåðàòóðû, ýëåêòðè÷åñòâî � îñî-
áîé ñèëû òîêà. Îäíàêî ýòîò òåçèñ ýêîíîìèñòû ÷àñòî îòâåðãàþò è íàçûâàþò
òðóäîì òî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðàáî÷åé ñèëîé.

Ñîãëàñíî òåîðèè ïîëåçíîñòè öåíà áëàãà îïðåäåëÿåòñÿ íå âëîæåííûì â
íåãî òðóäîì, à åãî ñïîñîáíîñòüþ óäîâëåòâîðÿòü ïîòðåáíîñòè.

Ïðåäåëüíûé àíàëèç (àíãë. marginal analysis) � ïðèìåíåíèå äèôôåðåí-
öèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ â ýêîíîìè÷åñêîé íàóêå.

Ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü (íåì. Grenznutzen, àíãë. marginal utility, MU)
� äîïîëíèòåëüíàÿ ïîëåçíîñòü, ïîëó÷àåìàÿ îò ïîòðåáëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé
åäèíèöû áëàãà (ïðè íåèçìåííîñòè ïîòðåáëåíèÿ äðóãèõ áëàã).

Îáùàÿ ïîëåçíîñòü � ñîâîêóïíîñòü ïðåäåëüíûõ ïîëåçíîñòåé áëàã.
Íå âñå áëàãà ñîçäàâàëèñü òðóäîì. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê

ðàçëè÷íûì ïðèðîäíûì ðåñóðñàì. Ïîýòîìó êàæäûé òîâàð ÿâëÿåòñÿ áëàãîì,
íî íå êàæäîå áëàãî ÿâëÿåòñÿ òîâàðîì. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò áëàãà,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðîäóêòàìè òðóäà è ïîýòîìó íå ÿâëÿþòñÿ òîâàðàìè,
íî îíè èìåþò öåíó, è èõ ìîæíî ïðîäàòü èëè êóïèòü.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî áëàãî èëè òîâàð � ýòî íå îáÿçàòåëüíî ìàòåðè-
àëüíûé îáúåêò (âåùü).

Óñëóãà � íåìàòåðèàëüíûé ïîëåçíûé îáúåêò èëè öåëåñîîáðàçíàÿ äåÿ-
òåëüíîñòü ÷åëîâåêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ êàêóþ-íèáóäü ÷åëîâå÷åñêóþ ïîòðåá-
íîñòü (ïîëåçíûé òðóä).

Ýêîíîìè÷åñêèå ïåðåìåííûå � ñîâîêóïíîñòü êîëè÷åñòâ q1, . . . , qn è öåí
p1, . . . , pn áëàã, êîòîðûå ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå êîîðäèíàò ýêî-
íîìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùèõ å¼ ñîñòîÿíèå.

Ýêîíîìè÷åñêèé ïðîöåññ � ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ áëàã.
Ýêîíîìè÷åñêèå çàêîíû � çàêîíû ïîëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé è çà-

êîíû âçàèìîäåéñòâèÿ áëàã.
Ýêîíîìè÷åñêèå îòíîøåíèÿ � îáúåêòèâíî ñêëàäûâàþùèåñÿ îòíîøåíèÿ

ìåæäó ëþäüìè ïî ïîâîäó âçàèìîäåéñòâèÿ áëàã.
Ýêîíîìè÷åñêèå ñóáúåêòû � ëþäè, âñòóïàþùèå â ýêîíîìè÷åñêèå îòíî-

øåíèÿ, à òàêæå óñòîé÷èâûå ãðóïïû ëþäåé, îáúåäèí¼ííûå ýêîíîìè÷åñêèìè
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îòíîøåíèÿìè. Ñàìî ñîáîé ðàçóìååòñÿ, ÷òî óñòîé÷èâûå ãðóïïû ìîãóò âñòó-
ïàòü â ýêîíîìè÷åñêèå îòíîøåíèÿ ñ äðóãèìè ýêîíîìè÷åñêèìè ñóáúåêòàìè
(ãðóïïàìè èëè îòäåëüíûìè ëþäüìè).

Áëàãà íå ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü äðóã ñ äðóãîì ñàìîñòîÿòåëüíî èëè,
äðóãèìè ñëîâàìè, íå ìîãóò ñàìîñòîÿòåëüíî âñòóïàòü â ýêîíîìè÷åñêèå îò-
íîøåíèÿ. Ïîýòîìó êàæäûé ýêîíîìè÷åñêèé ñóáúåêò îáëàäàåò îïðåäåë¼ííûì
íàáîðîì áëàã è âñòóïàåò â ýêîíîìè÷åñêèå îòíîøåíèÿ ïî ïîâîäó èõ âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå áëàãà ïðèíàäëåæàò ýêîíîìè÷åñêèì ñóáúåê-
òàì è âñòóïàþò âî âçàèìîäåéñòâèå ïîñðåäñòâîì ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé
ñóáúåêòîâ.

Ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (àíãë. economic system) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ è ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé.

Åñëè òåïåðü ïîñìîòðåòü øèðå, òî îòíîøåíèÿ ìåæäó ëþäüìè ïî ëþáîìó
ïîâîäó íàçûâàþòñÿ ñîöèàëüíûìè (îáùåñòâåííûìè) îòíîøåíèÿìè; ñîâî-
êóïíîñòü âñåõ îáùåñòâåííûõ îòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ îáùåñòâåííîé ôîðìîé
èëè ôîðìîé îáùåíèÿ; âñòóïàþùèå â îáùåñòâåííûå îòíîøåíèÿ ëþäè è óñòîé-
÷èâûå ãðóïïû ëþäåé, îáúåäèíåííûå ñîöèàëüíûìè îòíîøåíèÿìè, íàçûâàþò-
ñÿ ñîöèàëüíûìè ñóáúåêòàìè; à ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîöèàëüíûõ ñóáúåêòîâ è
ñîöèàëüíûõ îòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ ñîöèàëüíîé ñèñòåìîé èëè îáùåñòâîì.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê î÷åâèäíîìó âûâîäó: ýêîíîìèêà � ýòî ÷àñòü
îáùåñòâà, à ýêîíîìè÷åñêèå îòíîøåíèÿ � ÷àñòü îáùåñòâåííûõ îòíîøåíèé.

Ýêîíîìè÷åñêèå ñóáúåêòû äåëÿò íà ïîêóïàòåëåé� îáìåíèâàþùèõ äåíü-
ãè íà áëàãî, è ïðîäàâöîâ � îáìåíèâàþùèõ áëàãî íà äåíüãè.

Ðûíîê � ñîâîêóïíîñòü ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâ, âçàèìîäåéñòâèå êîòî-
ðûõ ïðèâîäèò â èòîãå ê âîçìîæíîñòè îáìåíà.

Ïðîèçâîäñòâî � ýêîíîìè÷åñêèé ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíèõ áëàã â
äðóãèå. Ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîäñòâó áëàãà äåëÿò íà äâå ãðóïïû:

1. Ñðåäñòâà èëè ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà (îò ëàò. factor � äåëàþùèé, ïðî-
èçâîäÿùèé) � ó÷àñòâóþùèå â ïðîèçâîäñòâå áëàãà.

2. Ïîòðåáèòåëüñêèå áëàãà � íå ó÷àñòâóþùèå â äàëüíåéøåì ïðîèçâîä-
ñòâå áëàãà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïîòðåáíîñòè ëþäåé íåïîñðåäñòâåí-
íî.

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ (àíãë. production function) â ìèêðîýêîíî-
ìèêå � óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ ôàêòîðîâ ïðîèç-
âîäñòâà ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ïðè ýòîì âûïóñêîì ïðîäóêöèè (îáú¼ìîì
ïðîèçâåä¼ííûõ òîâàðîâ). Ïðè ýòîì èìåþò ââèäó ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ
âûïóñêà òîâàðà q̇i è ñêîðîñòüþ ïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ ôàêòîðîâ
ïðîèçâîäñòâà q̇1, . . . , q̇k:

q̇i = fi(q̇1, . . . , q̇k). (10.1)

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Êîëè÷åñòâî ïðîèçâåä¼ííîãî òîâàðà, ýòî êî-
ëè÷åñòâî, ïðîèçâåä¼ííîå çà îïðåäåëåííîå âðåìÿ. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî â ýêî-
íîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ïóòàíèöà â ýòîì âîïðîñå.
Äåëî â òîì, ÷òî î÷åíü ÷àñòî ãîâîðÿò î âûïóñêå êàê î êîëè÷åñòâå òîâàðà
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è îáîçíà÷àþò ýòî êîëè÷åñòâî êàê qi, çàáûâàÿ óïîìÿíóòü, ÷òî ïîäðàçóìå-
âàþò êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïðîèçâåäåííîå â åäèíèöó âðåìåíè, ò.å. ñêîðîñòü
ïðîèçâîäñòâà òîâàðà q̇i.

Ïîòðåáëåíèå � èñïîëüçîâàíèå áëàã â ïðîöåññå óäîâëåòâîðåíèÿ ýêîíî-
ìè÷åñêèõ ïîòðåáíîñòåé îáùåñòâà.

Ðàñïðåäåëåíèå è îáìåí � ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû, ñâÿçûâàþùèå ïðî-
èçâîäñòâî è ïîòðåáëåíèå, à òàêæå ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ áëàã
âûäåëÿþò: ïðîèçâîäñòâî, ïîòðåáëåíèå, ðàñïðåäåëåíèå (ïðèñâîåíèå) è îáìåí
(òîðãîâëÿ) áëàã.

Ïîòðåáëåíèå áûâàåò ïðîèçâîäèòåëüíûì (ïðîèçâîäñòâåííûì) è íåïðî-
èçâîäñòâåííûì. Â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ ïîòðåáëÿþòñÿ
ôàêòîðû (ñðåäñòâà) ïðîèçâîäñòâà, íàçûâàåìûå òàêæå ïðîèçâîäñòâåííûìè
ðåñóðñàìè. Íåïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ïðåäåëàìè
ïðîöåññà ïðîèçâîäñòâà, ïîñêîëüêó ïîòðåáëÿþòñÿ êîíå÷íûå ïðåäìåòû ïî-
òðåáëåíèÿ èëè ïîòðåáèòåëüñêèå áëàãà.

Óêàçàííîå ìíîãîîáðàçèå òåðìèíîâ, êîãäà ïðîèçâîäñòâåííûå áëàãà íà-
çûâàþò òàêæå ðåñóðñàìè, ñðåäñòâàìè èëè ôàêòîðàìè ïðîèçâîäñòâà, ÿâëÿ-
åòñÿ îáû÷íûì äåëîì äëÿ ýêîíîìèêè.

Ïî îòíîøåíèþ ê ïðîöåññàì ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ ýêîíîìè÷åñêèå
ñóáúåêòû ðàçäåëÿþò ïîòðåáèòåëåé è ïðîèçâîäèòåëåé (ôóíêöèîíàëüíîå äå-
ëåíèå).

Îòðàñëü � ñîâîêóïíîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ, ïðîèçâîäÿùèõ è
òîðãóþùèõ îäíèì è òåì æå èëè ðîäñòâåííûìè âèäàìè áëàã.

Íåîêëàññè÷åñêàÿ øêîëà (îñíîâîïîëîæíèê � Àëüôðåä Ìàðøàëë), ðàç-
âèâàÿ ìàðæèíàëèçì, ïîñòàðàëàñü óâÿçàòü åãî èäåè ñ êëàññè÷åñêîé øêîëîé,
çà ÷òî è ïîëó÷èëà ñâî¼ íàçâàíèå. Ìàðøàëë ïðåäïîëîæèë, ÷òî ïîëåçíîñòü
áëàã îòâå÷àåò íà ðûíêå çà ñïðîñ íà ýòè áëàãà, à ñòîèìîñòü òîâàðîâ îòâå÷àåò
íà ðûíêå çà èõ ïðåäëîæåíèå.

Ñïðîñ D (àíãë. demand) � ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðûíêå ïîòðåáíîñòü â áëà-
ãå, îãðàíè÷åííàÿ äåéñòâóþùèìè öåíàìè è ïëàòåæåñïîñîáíîñòüþ ïîòðåáè-
òåëåé.

Ïðåäëîæåíèå S (àíãë. supply) � ïðåäñòàâëåííîå ê ïðîäàæå íà ðûíêå
êîëè÷åñòâî òîâàðà, îãðàíè÷åííîå äåéñòâóþùèìè öåíàìè è âîçìîæíîñòÿìè
ïðîèçâîäñòâà.

Öåíà ñïðîñà � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ öåíà, ïî êîòîðîé ïîêóïàòåëè íàìåðå-
íû è â ñîñòîÿíèè ïðèîáðåñòè îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî áëàãà çà îïðåäåëåí-
íûé ïåðèîä (åäèíèöó) âðåìåíè.

Öåíà ïðåäëîæåíèÿ � ýòî ìèíèìàëüíàÿ öåíà, ïî êîòîðîé ïðîäàâöû ñî-
ãëàñíû ïðîäàòü îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïðîèçâåä¼ííîå çà îïðåäå-
ëåííûé ïåðèîä (åäèíèöó) âðåìåíè.

Ðàâíîâåñíàÿ öåíà � öåíà íà êîíêóðåíòíîì ðûíêå, ïðè êîòîðîé âåëè-
÷èíà ñïðîñà è âåëè÷èíà ïðåäëîæåíèÿ ðàâíû.

Ñîâîêóïíûé ñïðîñ AD � ýòî îáùèé îáúåì áëàã, íà êîòîðûé ìîæåò áûòü
ïðåäúÿâëåí ñïðîñ (èëè êîòîðûé ìîæåò áûòü êóïëåí çà åäèíèöó âðåìåíè)
ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ öåí.
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Ñîâîêóïíîå ïðåäëîæåíèå AS (àíãë. aggregate supply) � ýòî îáùåå êîëè-
÷åñòâî òîâàðîâ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíî (ïðîèçâåäåíî çà åäèíèöó
âðåìåíè) ïðè ðàçíûõ óðîâíÿõ öåí.

ÁîãàòñòâîW (àíãë. wealth) � íàêîïëåííûå ýêîíîìè÷åñêèìè ñóáúåêòà-
ìè áëàãà. Èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ áîãàòñòâà ÿñíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò
îò êîëè÷åñòâà áëàã q1, . . . , qn â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå, íå çàâèñèò îò ñêî-
ðîñòåé èõ èçìåíåíèÿ q̇1, . . . , q̇n.

Äîõîäû (àíãë. income) ýêîíîìè÷åñêîãî ñóáúåêòà � òåêóùåå (èçìåðåí-
íîå çà åäèíèöó âðåìåíè) êîëè÷åñòâî äåíåã è áëàã, ïîëó÷åííîå ñóáúåêòîì â
ðåçóëüòàòå åãî ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé ñ äðóãèìè ñóáúåêòàìè.

Â îòíîøåíèè îòäåëüíîãî ïðîèçâîäèòåëÿ, îòðàñëè èëè ñîâîêóïíîãî ïðî-
èçâîäñòâà ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ýòó âåëè÷èíó âû÷èñëÿþò êàê îáùóþ âû-

ðó÷êó TR (àíãë. total revenue) èëè ïðîèçâåäåíèå îáú¼ìà ïðîèçâåä¼ííîé ïðî-
äóêöèè íà å¼ öåíó

TR =

n∑
i=1

piq̇i = pq̇. (10.2)

Èçäåðæêè (àíãë. cost) ýêîíîìè÷åñêîãî ñóáúåêòà � òåêóùåå (èçìåðåí-
íîå çà åäèíèöó âðåìåíè) êîëè÷åñòâî äåíåã è áëàã, çàòðà÷åííîå ñóáúåêòîì â
ðåçóëüòàòå åãî ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé ñ äðóãèìè ñóáúåêòàìè.

Â îòíîøåíèè îòäåëüíîãî ïðîèçâîäèòåëÿ, îòðàñëè èëè ñîâîêóïíîãî ïðî-
èçâîäñòâà ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ýòó âåëè÷èíó âû÷èñëÿþò êàê îáùèå èç-
äåðæêè TC (àíãë. total cost) çàâèñèìîñòü ìåæäó îáúåìîì ïðîèçâåäåííîé
ïðîäóêöèè è ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûìè çàòðàòàìè (ôàêòîðîâ ïðîèçâîä-
ñòâà) íà å¼ ïðîèçâîäñòâî è ðåàëèçàöèþ

TC =
k∑
j=1

pj q̇j = pq̇. (10.3)

Ïðèáûëü (àíãë. pro�t) π ýêîíîìè÷åñêîãî ñóáúåêòà � òåêóùàÿ (èçìåðåí-
íàÿ çà åäèíèöó âðåìåíè) ðàçíèöà ìåæäó åãî äîõîäàìè è èçäåðæêàìè.

Â îòíîøåíèè îòäåëüíîãî ïðîèçâîäèòåëÿ, îòðàñëè èëè ñîâîêóïíîãî ïðî-
èçâîäñòâà ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ýòó âåëè÷èíó âû÷èñëÿþò êàê

π = TR− TC. (10.4)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàðêñèçìà ñîâîêóïíàÿ ïðèáûëü ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ðàâíà ïðèáàâî÷íîé ñòîèìîñòè, êîòîðàÿ ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó âëàäåëü-
öàìè ôàêòîðîâ. Îäíàêî ýêîíîìèñòû îòâåðãàþò ýòó ïðîñòóþ è ïîíÿòíóþ
òðàêòîâêó ïóò¼ì ìàíèïóëèðîâàíèÿ ñ âåëè÷èíîé èçäåðæåê.

Ðàçëè÷àþò ïðîèçâîäñòâåííûå (áóõãàëòåðñêèå) èçäåðæêè, êîòîðûå âû-
÷èñëÿþòñÿ ñëîæåíèåì ðûíî÷íîé öåííîñòè âñåõ èçðàñõîäîâàííûõ â ïðîöåññå
èçãîòîâëåíèÿ òîâàðà ôàêòîðîâ, è ýêîíîìè÷åñêèå èçäåðæêè, êîòîðûå âû÷èñ-
ëÿþò, ïðèáàâëÿÿ ê ïðîèçâîäñòâåííûì èçäåðæêàì îæèäàåìûé äîõîä îò èí-
âåñòèöèé (îò íåì. Investition èëè îò ëàò. investio � îäåâàþ) � äîëãîñðî÷íûõ
âëîæåíèé â ïðîèçâîäñòâî. Ïðè ýòîì îæèäàåìûé äîõîä íå äîëæåí îïóñêàòü-
ñÿ íèæå óðîâíÿ, óñòàíîâëåííîãî òåêóùåé íîðìîé ïðîöåíòà îò âëîæåíèé.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ýêîíîìè÷åñêèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ èçäåðæåê îñíîâàí
íà âûÿâëåíèè òîãî, êàêîé ìàêñèìàëüíûé äîõîä ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü
ïðè àëüòåðíàòèâíîì ïðèìåíåíèè èñïîëüçîâàííûõ äëÿ èçãîòîâëåíèÿ òîâàðà
ôàêòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëåé ïðè ðàâíîâåñíûõ öåíàõ
îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, à òî, ÷òî ðàñïðåäåëåíî ìåæäó âëàäåëüöàìè ôàê-
òîðîâ, íàçûâàåòñÿ îæèäàåìûì äîõîäîì îò èíâåñòèöèé, êîòîðûé âêëþ÷¼í â
ýêîíîìè÷åñêèå èçäåðæêè êàê äîïîëíåíèå ê ïðîèçâîäñòâåííûì èçäåðæêàì.

Â ýêîíîìèêå âûäåëÿþò äâå îáøèðíûå îáëàñòè:
Ìèêðîýêîíîìèêà � èçó÷àåò ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà óðîâíå äåÿòåëü-

íîñòè îòäåëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ.
Ìàêðîýêîíîìèêà � èçó÷àåò ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó â öåëîì.
Åñëè ðàññìîòðåòü ñîâîêóïíîå ïðîèçâîäñòâî ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû íà

ìàêðîýêîíîìè÷åñêîì óðîâíå, òî âñ¼ ðàçíîîáðàçèå ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà
ìîæíî ñâåñòè â ÷åòûðå àãðåãèðîâàííûõ ãðóïïû ðåñóðñîâ, íàçûâàåìûå ïåð-
âè÷íûìè ôàêòîðàìè ïðîèçâîäñòâà:

1. Çåìëÿ èëè ïðèðîäíûå (ñîçäàííûå ïðèðîäîé) ðåñóðñû.

2. Êàïèòàë èëè ïðîèçâîäñòâåííûå (ñîçäàííûå òðóäîì) ðåñóðñû.

3. Òðóä (òî÷íåå, ðàáî÷àÿ ñèëà) èëè ÷åëîâå÷åñêèå ðåñóðñû.

4. Ïðåäïðèíèìàòåëüñêàÿ ñïîñîáíîñòü (ðàçíîâèäíîñòü ÷åëîâå÷åñêèõ ðå-
ñóðñîâ) � ñîçíàòåëüíàÿ ÷åëîâå÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü ïî ïðèîáðåòåíèþ
(ïðîèçâîäñòâåííîìó ïîòðåáëåíèþ), à â äàëüíåéøåì ïî êîîðäèíàöèè è
êîìáèíèðîâàíèþ îñòàëüíûõ òð¼õ ôàêòîðîâ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà.

Ïåðâè÷íûå ôàêòîðû ìîæíî íàçâàòü ìàêðîýêîíîìè÷åñêèìè ïåðåìåííû-
ìè èëè ïàðàìåòðàìè ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïåðâè÷íûå ôàêòîðû òàêæå ÿâëÿþòñÿ áëàãàìè, êàê è ôàêòîðû â ìèê-
ðîýêîíîìèêå. Íî ó íèõ åñòü î÷åíü ñóùåñòâåííûå îñîáûå ñâîéñòâà.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ýòîì î÷åâèäíîì ñ ïåðâîãî âçãëÿäà äåëåíèè ñî-
äåðæèòñÿ îïðåäåë¼ííîå ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê êàïèòàë åñòü ¾íàêîïëåííûé
òðóä¿, è îíè â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå òîæäåñòâåííû.

Ïðåäïðèíèìàòåëüñêàÿ ñïîñîáíîñòü òàêæå åñòü âèä òðóäà. Îñîáûå ôóíê-
öèè, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ èñïîëíÿòü ïðåäïðèíèìàòåëþ êàê òàêîâîìó è êîòî-
ðûå âûïàäàþò íà åãî äîëþ êàê ðàç â îòëè÷èå îò ðàáî÷èõ è â ïðîòèâîïîëîæ-
íîñòü ðàáî÷èì, ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ÷èñòî òðóäîâûå ôóíêöèè. Îí ñîçäàåò
ïðèáàâî÷íóþ ñòîèìîñòü íå ïîòîìó, ÷òî ðàáîòàåò êàê ïðåäïðèíèìàòåëü, à
ïîòîìó, ÷òî íåñìîòðÿ íà ñâîå êà÷åñòâî ïðåäïðèíèìàòåëÿ, îí òåì íå ìåíåå
òîæå ðàáîòàåò.

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ¾ó íàñ îñòàþòñÿ òîëüêî äâå ñòîðîíû: ïðèðîäíàÿ,
îáúåêòèâíàÿ � çåìëÿ, è ÷åëîâå÷åñêàÿ, ñóáúåêòèâíàÿ � òðóä, âêëþ÷àþùèé
â ñåáÿ êàïèòàë¿ [36, ñ. 559].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîäñòâåííûå è ïðèðîäíûå ðåñóðñû â ïðîöåññå
ïðîèçâîäñòâà íå èçìåíÿþò ñâîåé ñòîèìîñòè, â îòëè÷èå îò ÷åëîâå÷åñêèõ ðå-
ñóðñîâ, êîòîðûå â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà èçìåíÿþò ñâîþ ñòîèìîñòü è ïðîèç-
âîäÿò åù¼ è íåêîòîðûé èçáûòîê � ïðèáûëü (ïðèáàâî÷íóþ ñòîèìîñòü). Ïî-
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ýòîìó çåìëþ è êàïèòàë ìîæíî íàçâàòü ïîñòîÿííûì êàïèòàëîì èëè êàïè-
òàëîìK, à ðàáî÷óþ ñèëó è ïðåäïðèíèìàòåëüñêóþ ñïîñîáíîñòü ïåðåìåííûì
êàïèòàëîì èëèòðóäîì L. ¾Ïåðåìåííûé êàïèòàë ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïîêàçà-
òåëåì ðàáî÷åé ñèëû, à ïîñòîÿííûé êàïèòàë � ïðîñòûì ïîêàçàòåëåì ìàññû
ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà, ïðèâîäèìûõ â äâèæåíèå ýòîé ðàáî÷åé ñèëîé¿ [24,
ñ. 151].

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â ìàêðîýêîíîìèêå � åñòü óðàâíåíèå ñîñòî-
ÿíèÿ èëè ïîâåðõíîñòü ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ:

Y = Y (K,L) èëè f(Y,K,L) = const, (10.5)

êîòîðîå âûðàæàåò òåõíîëîãè÷åñêóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó óðîâíåì ïðîèçâîä-

ñòâà (ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ñîâîêóïíûì âûïóñêîì â åäèíèöó âðåìåíè)
Y , òðóäîì L è êàïèòàëîì K, èç êîòîðûõ ïðè æåëàíèè ìîæíî âûäåëèòü
çåìëþ Z è ïðåäïðèíèìàòåëüñêóþ ñïîñîáíîñòü G, ÷òî óâåëè÷èò êîëè÷åñòâî
ïàðàìåòðîâ â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ.

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò ñïîñîá ïðîèç-
âîäñòâà � ñïîñîá ïðèñâîåíèÿ îáùåñòâîì ïðèðîäû.

Ýòî îïðåäåëåíèå åñòü åù¼ ó Ìàðêñà, íî åãî ÷àñòî çàáûâàþò: ¾Âñÿêîå
ïðîèçâîäñòâî åñòü ïðèñâîåíèå èíäèâèäóóìîì ïðåäìåòîâ ïðèðîäû â ïðåäå-
ëàõ îïðåäåëåííîé îáùåñòâåííîé ôîðìû è ïîñðåäñòâîì íåå¿ [25, ñ. 713]. Áî-
ëåå òîãî, Ìàðêñ ñ÷èòàë ÷òî ñïîñîá ïðîèçâîäñòâà (ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâîä-
ñòâà è ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé) îïðåäåëÿåò âñå îñòàëüíûå îáùåñòâåííûå
îòíîøåíèÿ (ôîðìó îáùåíèÿ): ¾Ñàìè îíè (ëþäè) íà÷èíàþò îòëè÷àòü ñåáÿ
îò æèâîòíûõ, êàê òîëüêî íà÷èíàþò ïðîèçâîäèòü íåîáõîäèìûå èì ñðåäñòâà
ê æèçíè . . . Ñïîñîá, êàêèì ëþäè ïðîèçâîäÿò íåîáõîäèìûå èì ñðåäñòâà ê
æèçíè ýòî . . . èõ îïðåäåëåííûé îáðàç æèçíè. Êàêîâà æèçíåäåÿòåëüíîñòü
èíäèâèäîâ, òàêîâû è îíè ñàìè. Òî, ÷òî îíè ñîáîé ïðåäñòàâëÿþò, ñîâïàäàåò,
ñëåäîâàòåëüíî, ñ èõ ïðîèçâîäñòâîì. . . . Ñàìî îíî (ïðîèçâîäñòâî) îïÿòü-òàêè
ïðåäïîëàãàåò îáùåíèå èíäèâèäîâ ìåæäó ñîáîé. Ôîðìà ýòîãî îáùåíèÿ, â
ñâîþ î÷åðåäü, îáóñëîâëèâàåòñÿ ïðîèçâîäñòâîì¿ [26, ñ. 19].

Ïåðåõîä îò ìèêðîýêîíîìè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ê
ìàêðîýêîíîìè÷åñêîìó àíàëîãè÷åí ïåðåõîäó îò ìèêðîñêîïè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ ÿâëåíèé ïðèðîäû ê ôåíîìåíîëîãè÷åñêîìó (ìàêðîñêîïè÷åñêîìó). Ôå-
íîìåíîëîãè÷åñêèå òåîðèè îïèñûâàþò ÿâëåíèå â íàèáîëåå îáùåì âèäå, óñòà-
íàâëèâàÿ îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè ÿâëåíèÿ. Â ýòîì � ãëàâíîå äîñòîèíñòâî
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ òåîðèé [14, ñòð. 7].

Äîìàøíåå õîçÿéñòâî (ïîòðåáèòåëü) � ýêîíîìè÷åñêàÿ åäèíèöà, ñîñòî-
ÿùàÿ èç îäíîãî èëè áîëåå ëèö, ñíàáæàþùàÿ ýêîíîìèêó ïåðâè÷íûìè ôàêòî-
ðàìè ïðîèçâîäñòâà, è èñïîëüçóþùàÿ ïîëó÷åííûå çà íèõ äîõîäû äëÿ óäîâëå-
òâîðåíèÿ ñâîèõ ïîòðåáíîñòåé, ò.å. äëÿ ïðèîáðåòåíèÿ ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã.
Òåðìèí ¾äîìîõîçÿéñòâà¿ ïðèìåíÿåòñÿ â ìàêðîýêîíîìè÷åñêîì àíàëèçå (â
àíàëèçå äâèæåíèÿ íàöèîíàëüíîãî äîõîäà), â òî âðåìÿ êàê òåðìèí ¾ïîòðå-
áèòåëè¿ èñïîëüçóåòñÿ â îñíîâíîì â ìèêðîýêîíîìèêå (â àíàëèçå ñïðîñà è
ïðåäëîæåíèÿ).

Ïðåäïðèÿòèå èëè ôèðìà (ïðîèçâîäèòåëü) � ýêîíîìè÷åñêèé ñóáúåêò
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(ñîñòîÿùèé èç ãðóïïû ëèö) ñ ïðàâàìè þðèäè÷åñêîãî ëèöà, êîòîðûé îñó-
ùåñòâëÿåò ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà òîâàðîâ è ïîòðåáëÿåò ïðè ýòîì ïåðâè÷íûå
ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà. Åñëè òåðìèí ¾ïðåäïðèÿòèå¿ èñïîëüçóåòñÿ â ìàêðî-
àíàëèçå, òî â ìèêðîàíàëèçå ïðèìåíÿåòñÿ òåðìèí ¾ôèðìà¿.

Èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíî (òàêæå ôóíêöèîíàëüíîå) äåëåíèå ýêîíîìè÷å-
ñêèõ ñóáúåêòîâ íà îòäåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ëèö è îðãàíèçàòîðîâ áèçíåñà

(áèçíåñìåíîâ). Òàêèì îáðàçîì, èç âñåé ìàññû ôèçè÷åñêèõ ëèö èíîãäà âûäå-
ëÿþò áèçíåñìåíîâ, êîòîðûå ïðîÿâëÿþò ïðåäïðèíèìàòåëüñêóþ ñïîñîáíîñòü.
Ýòî äåëåíèå âåñüìà óñëîâíî, òàê êàê ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ÷åëîâåê ìîæåò â
òîé èëè èíîé ñòåïåíè ïðîÿâëÿòü ïðåäïðèíèìàòåëüñêóþ ñïîñîáíîñòü, õîòÿ
åå ìîæåò è íå õâàòèòü äëÿ îðãàíèçàöèè îòäåëüíîãî ïðåäïðèÿòèÿ èëè äëÿ
ðóêîâîäñòâà ôèðìîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôóíêöèîíàëüíîì äåëåíèè ýêî-
íîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ èñïîëüçóþò òðè íàáîðà òåðìèíîâ: äîìîõîçÿéñòâà è
ïðåäïðèÿòèÿ, ïîòðåáèòåëè è ôèðìû, ôèçè÷åñêèå ëèöà è áèçíåñìåíû.

Äîìîõîçÿéñòâà (ïîòðåáèòåëè) è ôèçè÷åñêèå ëèöà âûñòóïàþò â ðîëè ïî-
êóïàòåëåé ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã è ïðîäàâöîâ ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ ïðîèç-
âîäñòâà, à ïðåäïðèÿòèÿ (ôèðìû) è áèçíåñìåíû âûñòóïàþò, ñîîòâåòñòâåííî,
â ðîëè ïîêóïàòåëåé ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà è ïðîäàâöîâ òîâà-
ðîâ.

Ïðîèçâîäñòâåííûå ðåñóðñû äåëÿò íà ïðåäìåòû òðóäà (ñûðü¼), êîòîðûå
â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà ïåðåíîñÿò ñâîþ ñòîèìîñòü íà ïðîèçâîäèìûå áëàãà
ïîëíîñòüþ, è ñðåäñòâà (îðóäèÿ) òðóäà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îáðàáàòûâà-
þò ïðåäìåòû òðóäà è êîòîðûå ïåðåíîñÿò ñâîþ ñòîèìîñòü íà ïðîèçâîäèìûå
áëàãà ïî ÷àñòÿì (èçíàøèâàþòñÿ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà).

Àìîðòèçàöèÿ (îò ëàò. amortisatio � ïîãàøåíèå) � ýêîíîìè÷åñêèé ïðî-
öåññ ïåðåíåñåíèÿ ñòîèìîñòè èçíîøåííûõ ñðåäñòâ òðóäà íà ïðîèçâåäåííûé
ñ èõ ïîìîùüþ ïðîäóêò. Ñêîðîñòü ïåðåíåñåíèÿ ñòîèìîñòè ñðåäñòâ òðóäà íà
ïðîèçâåä¼ííûé ïðîäóêò îïðåäåëÿåò ïåðèîä èõ èñïîëüçîâàíèÿ.

Ìíîãîêðàòíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ õàðàêòåðíà òàæå äëÿ ïðèðîäíûõ è ÷å-
ëîâå÷åñêèõ ðåñóðñîâ. Ïîýòîìó ñðåäñòâà òðóäà, ïðèðîäíûå è ÷åëîâå÷åñêèå
ðåñóðñû èìåþò äâå öåíû êàïèòàëüíóþ è ïðîêàòíóþ.

Êàïèòàëüíàÿ öåíà ôàêòîðà � îáùàÿ ñóììà äåíåã, óïëà÷èâàåìàÿ çà
âåñü ïåðèîä åãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Ïðîêàòíàÿ öåíà ôàêòîðà � ñóììà äåíåã, óïëà÷èâàåìàÿ çà åãî èñïîëü-
çîâàíèå â òå÷åíèå îïðåäåë¼ííîãî ñðîêà.

Îáû÷íî îïðåäåëÿþò ïðîêàòíóþ öåíó íå ñðåäñòâ òðóäà, à ðàñïðîñòðàíÿ-
þò ýòó öåíó íà âñå ïðîèçâîäñòâåííûå ðåñóðñû, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðèîáðå-
òàòü äëÿ ïðîèçâîäñòâà. Ïðîêàòíàÿ öåíà ÷åëîâå÷åñêèõ ðåñóðñîâ íàçûâàåòñÿ
� çàðàáîòíàÿ ïëàòà pL, ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ � ðåíòà pZ , ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ ðåñóðñîâ � ññóäíûé ïðîöåíò pK .

Äîáàâëåííàÿ ñòîèìîñòü � â ìèêðîýêîíîìèêå òà ÷àñòü ñòîèìîñòè ïðî-
äóêòà, êîòîðàÿ ñîçäà¼òñÿ â äàííîì ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà (äîáàâëÿåòñÿ ê
ïðåäìåòàì òðóäà). Ñ òî÷êè çðåíèÿ òðóäîâîé òåîðèè ñòîèìîñòè äîáàâëåí-
íàÿ ñòîèìîñòü ñîñòîèò èç òðóäà (ïî ìàðêñèçìó � ñòîèìîñòè ðàáî÷åé ñèëû),
àìîðòèçàöèè è ïðèáûëè (ïî ìàðêñèçìó � ïðèáàâî÷íîé ñòîèìîñòè), êîòîðûå
áûëè ïåðåíåñåíû íà ïðåäìåò òðóäà â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà.
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Äîáàâëåííàÿ ñòîèìîñòü ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû (â äàííîì ñëó÷àå �
ñòðàíû) âû÷èñëÿåòñÿ çà îïðåäåë¼ííûé ïåðèîä, íàïðèìåð çà ãîä, è èìååò
ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ: âàëîâîé âíóòðåííèé ïðîäóêò, ÂÂÏ (gross domestic
product, GDP) è âàëîâîé íàöèîíàëüíûé äîõîä, ÂÍÄ.

ÂÂÏ � ñòàòüÿ ñèñòåìû íàöèîíàëüíûõ ñ÷åòîâ, êîòîðóþ âû÷èñëÿþò â
ðûíî÷íûõ öåíàõ êàê ñîâîêóïíóþ ñòîèìîñòü êîíå÷íîãî ïðîäóêòà (ïðîäóê-
öèè, òîâàðîâ è óñëóã), ñîçäàííîãî â òå÷åíèå ãîäà (êâàðòàëà, ìåñÿöà) âíóòðè
ñòðàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ êàê äàí-
íîé ñòðàíå, òàê è äðóãèì ñòðàíàì.

ÂÍÄ � áàëàíñèðóþùàÿ ñòàòüÿ ñèñòåìû íàöèîíàëüíûõ ñ÷åòîâ, êîòîðóþ
âû÷èñëÿþò, äîáàâëÿÿ ê ÂÂÏ ñàëüäî ïåðâè÷íûõ äîõîäîâ (ðàçíèöû ìåæäó
ïîëó÷åííûìè äîõîäàìè èç-çà ãðàíèöû è âûïëà÷åííûìè çà ãðàíèöó). Ê òà-
êèì ïåðâè÷íûì äîõîäàì îáû÷íî îòíîñÿò îïëàòó òðóäà, äîõîäû îò ñîáñòâåí-
íîñòè â âèäå äèâèäåíäîâ è ò. ï.

×èñòûé íàöèîíàëüíûé äîõîä, ×ÍÄ � âàëîâîé íàöèîíàëüíûé äîõîä çà
âû÷åòîì àìîðòèçàöèè, ïîñêîëüêó èçíîñ ñðåäñòâ òðóäà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
èçäåðæåê ïðîèçâîäñòâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ×ÍÄ� ñóììà êîíå÷íûõ òîâàðîâ
è óñëóã, ïðîèçâåäåííûõ è ïðèîáðåòåííûõ íàöèåé çà îïðåäåëåííûé ïåðèîä
çà âû÷åòîì òîé ÷àñòè èíâåñòèöèé, êîòîðàÿ ïîøëà íà çàìåíó óñòàðåâøåãî è
èçíîñèâøåãîñÿ îáîðóäîâàíèÿ.

Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ×ÍÄ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñîâåðøåííûì ïî-
êàçàòåëåì, òàê êàê àìîðòèçàöèÿ, ïî ñóùåñòâó, ëèøü êîìïåíñèðóåò óáûëü
ñðåäñòâ òðóäà, ñîçäàííûõ â ïðåäûäóùèå ïåðèîäû, à íå ñîçäàåò íîâóþ ñòîè-
ìîñòü. Òàêèì îáðàçîì, âû÷åò àìîðòèçàöèè î÷èùàåò ÂÍÄ îò äâîéíîãî ñ÷åòà,
íî ðàñ÷¼ò àìîðòèçàöèè çàòðóäíèòåëåí.

Äî 1993 ãîäà âìåñòî ÂÍÄ ðàññ÷èòûâàëñÿ âàëîâîé íàöèîíàëüíûé ïðî-

äóêò, ÂÍÏ (gross national product, GNP) � ñîâîêóïíàÿ ñòîèìîñòü îáú¼ìà
êîíå÷íûõ òîâàðîâ è óñëóã, ïðîèçâåä¼ííûõ íà òåððèòîðèè äàííîé ñòðàíû è
çà å¼ ïðåäåëàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ
äàííîé ñòðàíå; à âìåñòî ×ÍÄ � ÷èñòûé íàöèîíàëüíûé ïðîäóêò, ×ÍÏ (net
national product, NNP).

Íàó÷íî�òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ, ÍÒÏ (îò ëàò. progressus � äâèæåíèå
âïåðåä) � êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðîå îïðå-
äåëÿåòñÿ óðîâíåì ðàçâèòèÿ òåõíèêè (òåõíîëîãèÿìè) è îáùåñòâåííûõ îòíî-
øåíèé (îðãàíèçàöèåé ïðîèçâîäñòâà, êâàëèôèêàöèåé êàäðîâ è ò.ä.).

10.2 Àíàëîãèè ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¼ ðàç. Â îòëè÷èå îò ïðèðîäíûõ ñèñòåì, ãäå ñâîéñòâà
îáúåêòîâ è âåêòîðíîå ïîëå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü áåç ó÷à-
ñòèÿ ñóáúåêòà, â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå ñóáúåêò îáÿçàòåëüíî ó÷àñòâóåò êàê
â îïðåäåëåíèè öåíû áëàãà, òàê è â ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèÿõ.

Îäíàêî ðàññóæäåíèÿ î ñóáúåêòèâíîé öåíå íå ìîãóò îáúÿñíèòü ìåõà-
íèçì ðûíî÷íîãî öåíîîáðàçîâàíèÿ, ãäå íåñìîòðÿ íà ìíîãîîáðàçèå ñóáúåê-
òèâíûõ îöåíîê ñóùåñòâóåò åäèíàÿ öåíà íà áëàãî, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ðå-
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çóëüòàòå êîíêóðåíöèè ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ.

Àíàëîãè÷íî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî è ýêîíîìè÷åñêèå çàêîíû íîñÿò îáúåêòèâ-
íûé õàðàêòåð, ò.å. âîëÿ ñóáúåêòà ïîä÷èíÿåòñÿ îáúåêòèâíûì çàêîíàì âçàè-
ìîäåéñòâèÿ áëàã.

Ñ îáúåêòèâíîñòüþ ðûíî÷íîé öåíû è ýêîíîìè÷åñêèõ çàêîíîâ ýêîíîìè-
ñòû ñîãëàøàþòñÿ óæå ïîòîìó, ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñ÷åç áû ñàì ïðåä-
ìåò èññëåäîâàíèé ýêîíîìèêè � íàóêè, êîòîðîé îíè çàíèìàþòñÿ. Îäíàêî,
óêàçàííîå ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó îáúåêòèâíîñòüþ ýêîíîìè÷åñêèõ çàêîíîâ è
ñóáúåêòèâíîñòüþ ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé âûçûâàåò îïðåäåë¼ííûå ïðî-
áëåìû. Ñóáúåêòèâíîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé ÷àñòî ïîáóæäàåò ýêîíî-
ìèñòîâ ìèñòèôèöèðîâàòü ýòè çàêîíû.

Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ìèô, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ çàêî-
íîâ íå ïîäõîäèò èìåþùèéñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ñîçäàííûé ïî ñóòè
íå êàê íåêàÿ àáñòðàêöèÿ, à äëÿ îïèñàíèÿ îêðóæàþùåé ÷åëîâåêà ïðèðîäû.
Ìóäðåöû, êîòîðûå òàê ðåøèëè, íå ïðåäëàãàþò íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àï-
ïàðàòà, à ïðîñòî îòâåðãàþò òî, ÷òî áûëî ñäåëàíî äî íèõ.

Àâòîð íàñòîÿùåé êíèãè èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî îáùåñòâî, êàê
è ïðèðîäà, åñòü ÷àñòü ìàòåðèàëüíîãî ìèðà. Ñëåäñòâèåì ýòîãî î÷åâèäíî-
ãî ïðåäïîëîæåíèÿ, áóäåò âûâîä î òîì, ÷òî ê îáùåñòâåííûì îòíîøåíèíèÿì
ïðèìåíèìû çàêîíû ìàòåðèàëüíîãî ìèðà, êîòîðûå äîëæíû áûòü àíàëîãè÷-
íû äðóãèì, óæå èçâåñòíûì çàêîíàì ïðèðîäû.

Äåéñòâèòåëüíî, íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè àâòîðîì ïîä÷¼ðêèâàëàñü
ïðîñòàÿ ìûñëü: âñå èçâåñòíûå íàóêå çàêîíû âûâåäåíû èç ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà, è íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, êðîìå ýòèõ
ñâîéñòâ, äëÿ èõ âûâîäà íå òðåáîâàëîñü. Åñëè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýêîíîìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà ñóùåñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ìàòåðèàëüíîãî ìèðà (à íå, íà-
ïðèìåð, ïîòóñòîðîííåãî), òî å¼ çàêîíû òàêæå, êàê è îñòàëüíûå, äîëæíû
âûòåêàòü èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Áîëåå ïðîñòîå îáúÿñíåíèå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ââèäó áîëüøîãî êî-
ëè÷åñòâà ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ èõ ñóáúåêòèâíûå äåéñòâèÿ óñðåäíÿþò-
ñÿ è ïðèîáðåòàþò îáúåêòèâíûé õàðàêòåð, êàê óñðåäíÿåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííîå
äâèæåíèå îòäåëüíûõ ÷àñòèö â îáùåì ïîòîêå. Êîíå÷íî, ýêîíîìè÷åñêèå ñóáú-
åêòû ìîãóò ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì â îïðåäåë¼ííûé ìîìåíò äåéñòâîâàòü
ñîãëàñîâàííî, íî ýòè äåéñòâèÿ íîñÿò êðàòêîâðåìåííûé õàðàêòåð è ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé àíàëîã ôëóêòóàöèé è íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ â ïðèðîäå. Öåëå-
íàïðàâëåííîå âëèÿíèå íà ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó ìîæåò îêàçûâàòü òîëüêî
òàêîé ñóáúåêò êàê ãîñóäàðñòâî.

Åñëè âçÿòü çà îñíîâó ðûíî÷íûå ýêîíîìè÷åñêèå îòíîøåíèÿ, è íå ó÷è-
òûâàòü ðîëü ãîñóäàðñòâà â óïðàâëåíèè ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìîé, òî ìîæíî
âûñòðîèòü îïðåäåë¼ííûé ïåðå÷åíü àíàëîãèé ìåæäó ïåðåìåííûìè è ôóíê-
öèÿìè ìåõàíèêè è ìèêðîýêîíîìèêè (òàá. 10.1). Àíàëîãèè, êàê îáû÷íî, áó-
äóò íîñèòü ôîðìàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð áåç ó÷¼òà ñïåöèôè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé è ïåðåìåííûõ.
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Ìèêðîýêîíîìèêà Ìåõàíèêà

Êîëè÷åñòâà áëàã q Îáîù¼ííûå êîîðäèíàòû q
Öåíû áëàã p Îáîáù¼ííûå èìïóëüñû p
Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè q̇ Îáîáù¼ííûå ñêîðîñòè q̇
Áîãàòñòâî W (t,q) Äåéñòâèå S(t,q)
Îáùèå èçäåðæêè TC(p,q) Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E(p,q)
Ñîâîêóïíîå ïðåäëîæåíèå AS(q̇,q) Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T (q̇,q)
Ñîâîêóïíûé ñïðîñ AD(q) Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U(q)

Òàáëèöà 10.1: Àíàëîãèè ìèêðîýêîíîìèêè è ìåõàíèêè.

Çàïèøåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

AS
(7.1)
=

n∑
i,j=1

αij(q1, . . . , qn) q̇iq̇j = (q̇, αq̇), (10.6)

pS
(5.47)
(7.5)
=

∂AS

∂q̇
� öåíû ïðåäëîæåíèÿ, (10.7)

òîãäà

pS
(10.7)
(3.149)
= 2αq̇ èëè pSi = 2

n∑
j=1

αij(q1, . . . , qn) q̇j . (10.8)

Òàêèì îáðàçîì, öåíà ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò
ôóíêöèè ñîâîêóïíîãî ïðåäëîæåíèÿ AS ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäñòâåí-
íîé ôóíêöèè (òàê êàê ñîâîêóïíîå ïðåäëîæåíèå òîâàðà íà ðûíêå äîëæíî
çàâèñåòü îò ñêîðîñòè åãî ïðîèçâîäñòâà) è âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ
ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé.

Öåíû ñïðîñà áëàã åñòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò áîãàòñòâà ñèñòåìû ïî
êîëè÷åñòâó ñîîòâåòñòâóþùåãî áëàãà â ñèñòåìå

pD
(5.63)
=

∂W

∂q
èëè pi =

∂W

∂qi
� öåíû ñïðîñà. (10.9)

Â òî÷êå τ , ãäå ñïðîñ íà ðàññìàòðèâàåìûé òîâàð áóäåò ðàâåí ïðåäëîæå-
íèþ, öåíà äàííîãî òîâàðà áóäåò ðàâíîâåñíîé

pi(τ) = pSi (τ) = pDi (τ). (10.10)

Êðîìå òîãî, çàïèøåì óðàâíåíèÿ

Ẇ

(5.62)
(7.4)
= AS −AD

(5.45)
= TR− TC

(10.4)
= π, (10.11)

TC
(5.64)
= − ∂W

∂t
. (10.12)
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ãäå TR
(10.2)
=

n∑
i=1

pSi q̇i � ôóíêöèÿ îáùåé âûðó÷êè,

TC
(10.3)
=

k∑
i=1

pDj q̇j � ôóíêöèÿ îáùèõ èçäåðæåê.

Ñêîðîñòü íàêîïëåíèÿ áîãàòñòâà ñèñòåìû Ẇ , î÷åâèäíî, ðàâíà ðàçíèöå
ìåæäó ñîâîêóïíûì ïðåäëîæåíèåì è ñîâîêóïíûì ñïðîñîì. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû íàêîïëåíèå áîãàòñòâà, î÷åâèäíî, åñòü ðàçíèöà ìåæäó îáùåé âûðó÷êîé
TR (ïåðåíîñíîé ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ áîãàòñòâà) è îáùèìè èçäåðæêàìè TC
(ëîêàëüíîé ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ áîãàòñòâà).

Äàäèì òåïåðü èíòåðïðåòàöèþ ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ äëÿ
ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â ïðèíöèïå íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïîñòóëèðóåòñÿ,
÷òî ôóíêöèîíàëW (â íàøåì ñëó÷àå áîãàòñòâî ñèñòåìû) äîëæåí ïðèíèìàòü
ñâîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Íà ÿçûêå ýêîíîìèêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàêîï-
ëåíèå áîãàòñòâà ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Ïðîèçâîäèìûå â ýêî-
íîìè÷åñêîé ñèñòåìå áëàãà äîëæíû ïîòðåáëÿòüñÿ è, òåì ñàìûì, ó÷àñòâîâàòü
â ïðîöåññå âîñïðîèçâîäñòâà. Ïðè ýòîì ïåðåõîä ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû èç
îäíîãî çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî îïòèìàëüíîìó
ïóòè, ò.å. ñ íàèìåíüøåé çàòðàòîé ñðåäñòâ.

Êîãäà ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî îïòèìàëüíîìó ïóòè, òî ñêî-
ðîñòü èçìåíåíèÿ öåíû ñïðîñà äëÿ êàæäîãî áëàãà ðàâíî ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ
öåíû åãî ïðåäëîæåíèÿ

ṗS
(5.47)
(7.3)
= ṗD. (10.13)

Îïòèìàëüíîå äâèæåíèå ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû îçíà÷àåò ýêîíîìè÷å-

ñêîå ðàâíîâåñèå, êîãäà ñïðîñ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí ïðåäëîæåíèþ, âñå ïðî-
èçâåäåííûå áëàãà ïîòðåáëÿþòñÿ, áîãàòñòâî íå íàêàïëèâàåòñÿ, è ñïðàâåäëè-
âû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

AS ≈ AD, TR ≈ TC, W ≈ const. (10.14)

Òîãäà èìåþò ìåñòî äâà ñëó÷àÿ

δW = 0 � äëÿ îïòèìàëüíîãî (ðàâíîâåñíîãî) ñîñòîÿíèÿ, (10.15)

δW > 0 � äëÿ íåîïòèìàëüíîãî (íåðàâíîâåñíîãî) ñîñòîÿíèÿ. (10.16)

Áîãàòñòâî ìîæåò êàê íàêàïëèâàòüñÿ, òàê è ðàñõîäîâàòüñÿ, íî ïðîöåññ
óìåíüøåíèÿ áîãàòñòâà íîñèò ÷àñòíûé (èíäèâèäóàëüíûé) õàðàêòåð, íàáëþ-
äàåìûé äëÿ îòäåëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ, à äëÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû â öåëîì íà âñåì íàáëþäàåìîì èñòîðè÷åñêîì ïåðèîäå õàðàêòåðíî
íåïðåðûâíîå óâåëè÷åíèå áîãàòñòâà. Óêàçàííîå óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå êîëè÷åñòâà ïîòðåáëÿåìîé ÷åëîâå÷åñòâîì ýíåð-
ãèè [2], êîòîðîå îïðåäåëÿåò îáúåì ìèðîâîãî ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà.
Íà ïðîòÿæåíèè 140 ëåò ìèðîâîå ïðîèçâîäñòâî ýíåðãèè âûðîñëî â 19 ðàç, ñ
0,68 ÒÂò (1012 Âò) â 1850 ãîäó äî 13,2 ÒÂò â 1990 ãîäó, ò.å. ñðåäíèé òåìï
ðîñòà ñîñòàâèë îêîëî 2% â ãîä.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãèþ ïðè êàíîíè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðå-
ìåííûõ p,q ê ïåðåìåííûì äåéñòâèå�óãîë I, φ (ñì. � 5.7).

Âåëè÷èíà
Wi

(5.80)
=

z
Ci

p dq (10.17)

åñòü áîãàòñòâî, îáðàçîâàííîå çà îäèí öèêë Ci ïðîèçâîäñòâà i-îãî òîâàðà.
Ïóñòü Ti ïåðèîä îäíîãî ïðîèçâîäñòâåííîãî öèêëà äëÿ i-ãî òîâàðà, òî-

ãäà äîõîäíîñòü νi ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîèçâîäñòâà ðàâíà ñêîðîñòè îáîðîòà
êàïèòàëà (÷àñòîòå ñ åäèíèöåé èçìåðåíèÿ, íàïðèìåð, ãîä−1):

νi
(5.79)
=

1

Ti
. (10.18)

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ îáùåé âûðó÷êè áóäåò èìåòü âèä

TR =
n∑
i=1

νiWi. (10.19)

Äîêàçàòåëüñòâî

TR
(10.2)
= pq̇ = Iφ̇

(5.80)
(5.82)
=

n∑
i=1

ωi
2π

z
Ci

p dq
(5.79)
=

n∑
i=1

νiWi.

Ïðèìåð. Åñëè ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå êàïèòàëà âûäàííûå áàíêîì êðå-
äèòíûå ðåñóðñûW , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòà äàñò íàì áàíêîâñêóþ ñòàâ-
êó r (ññóäíûé ïðîöåíò). Öåíà äåíåã p ðàâíà äåíåæíîé åäèíèöå, à ñêîðîñòü
q̇ ñóììå äåíåæíûõ åäèíèö, óïëà÷åííûõ áàíêó â âèäå ïðîöåíòîâ ïî êðåäèòó
çà åäèíèöó âðåìåíè, íàïðèìåð, çà ãîä

p q̇ = r
z
p dq = rW. (10.20)

Èíòåðïðåòèðóåì ïåðåõîä îò ìèêðîýêîíîìèêè ê ìàêðîýêîíîìèêå àíàëî-
ãè÷íî ïåðåõîäó îò ìåõàíèêè ê òåðìîäèíàìèêå (ñì. òàá. 9.1). Â ýòîì ñëó÷àå,
âî-ïåðâûõ, ìîæíî âûñòðîèòü îïðåäåë¼ííûé ïåðå÷åíü ôîðìàëüíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ àíàëîãèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè è ôóíêöèÿìè òåðìîäèíàìèêè è
ìàêðîýêîíîìèêè (òàá. 10.2), âî-âòîðûõ, ìîæíî âûñòðîèòü îïðåäåë¼ííûé ïå-
ðå÷åíü àíàëîãèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàêîíàìè òåðìîäèíàìèêè (ñì. � 9.4),
íàïðèìåð, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû (10.5) àíàëîãè÷íî
óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (9.21), â-òðåòüèõ, ýêîíî-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ñ äðóãèìè
ýêîíîìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (â îïðåäåë¼ííîé âíåøíåé ñðåäå).

Çàêîí 1 (Àíàëîã íóëåâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè). Ïðè íåèçìåííûõ
óñëîâèÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè ñèñòåìàìè óðîâåíü ïðîèçâîäñòâà Y â
ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû âûðàâíèâàåòñÿ.

Çàêîí 2 (Àíàëîã ïåðâîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè). ×èñòûé íàöèîíàëü-
íûé äîõîä (×ÍÄ) ïî îïðåäåëåíèþ â êàæäûé ìîìåíò äâèæåíèÿ ýêîíîìè-
÷åñêîé ñèñòåìû äîëæåí âîçðàñòàòü íà êîëè÷åñòâî ñîçäàâàåìîé â ñèñòåìå
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Ìàêðîýêîíîìèêà Òåðìîäèíàìèêà

Êàïèòàë K Îáú¼ì V
Òðóä L Ýíòðîïèÿ S
Óðîâåíü ïðîèçâîäñòâà Y Òåìïåðàòóðà T
Òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ P Äàâëåíèå P
×èñòûé íàöèîíàëüíûé äîõîä N(K,L) Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ U(S, V )
Äîáàâëåííàÿ ñòîèìîñòü Q Òåïëîòà Q
Àìîðòèçàöèÿ A Ðàáîòà A

Òàáëèöà 10.2: Àíàëîãèè ìàêðîýêîíîìèêè è òåðìîäèíàìèêè.

äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè è óìåíüøàòüñÿ íà êîëè÷åñòâî àìîðòèçàöèîííûõ îò-
÷èñëåíèé, íàïðàâëåííûõ íà âîññòàíîâëåíèå èçíîøåííîãî êàïèòàëà, ÷òî îò-
ðàæåíî â óðàâíåíèè

dN
(9.47)
= dQ− dA. (10.21)

Èçìåíåíèå ×ÍÄ ∆N îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ∆Q−∆A ïðè ëþáîì ïðî-
öåññå, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç èñõîäíîãî ñîñòîÿíèå â ðàññìàòðè-
âàåìîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë

r
N íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ,

äèôôåðåíöèàë dN ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, à ×ÍÄ N åñòü îäíà èç ôóíêöèé ñî-
ñòîÿíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Çàêîí 3 (Àíàëîã âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè). Óðîâåíü ïðîèçâîä-
ñòâà Y åñòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ñîâîêóïíûé âûïóñê ïðîäóêöèè â åäè-
íèöó âðåìåíè, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàòðàòàõ ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ ïðîèç-
âîäñòâà. Åñëè ýòîò óðîâåíü äîñòèãàåòñÿ, òî äîáàâëåííàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçàíà
ñ çàòðà÷åííûì òðóäîì ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

dQ = Y dL, (10.22)

êîòîðîå îòðàæàåò îïòèìàëüíûé (ðàâíîâåñíûé) ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà â ýêî-
íîìè÷åñêîé ñèñòåìå. Îïòèìàëüíûé ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà ÿâëÿåòñÿ îáðà-
òèìûì, ò.å. ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñïîñîáíà áåç ïîòåðü ïðîéòè îáðàòíî ê
èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ ÷åðåç âñå ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ.

Îäíàêî ýôôåêòèâíûé óðîâåíü ïðîèçâîäñòâà äîñòèãàåòñÿ íå âñåãäà, è
â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì (ðàâíîâåñ-
íûì). Ïðè ýòîì òðóä íå îáÿçàòåëüíî èñïîëüçóåòñÿ ðàöèîíàëüíî, à äîáàâ-
ëåííàÿ ñòîèìîñòü íå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò òåì çàòðàòàì òðóäà, êîòîðûå
áûëè ïðîèçâåäåíû

dQ < Y dL. (10.23)

Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå âûðàæåíèå (10.23) îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåí-
öèàë äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè dQ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Àìîðòèçàöèîííûå îò÷èñëåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò äâèæåíèÿ ýêîíîìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå óðàâíåíèÿ

dA
(9.14)
= PdK, (10.24)
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ãäå äèôôåðåíöèàë dA òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíûõ è íåîïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ ïðî-

èçâîäñòâà áóäåò èìåòü âèä

dN 6 Y dL− PdK. (10.25)

Ðàçìåð ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì íàõîäÿùèõ-
ñÿ â íåé ðåñóðñîâ, à èìåííî, êîëè÷åñòâîì òðóäîâûõ ðåñóðñîâ L è ïðîèç-
âîäñòâåííûõ ðåñóðñîâ K, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå áóäóò ýêîíîìè÷åñêèìè
êîðäèíàòàìè.

Óðîâåíü ïðîèçâîäñòâà Y è òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ P � ýêîíîìè÷åñêèå
ñèëû, âçàèìíûå ñ ýêîíîìè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè L è K.

×èñòûé íàöèîíàëüíûé äîõîä N ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ è îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè òðóäîâûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ðåñóðñîâ.
Ýêîíîìè÷åñêèå ïàðàìåòðû K,L, Y è P òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñîñòîÿ-
íèÿ. Âåëè÷èíà âàëîâîãî âíóòðåííåãî ïðîäóêòà (äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè) Q
è âåëè÷èíà àìîðòèçàöèîííûõ îò÷èñëåíèé A ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïðîöåññà
è çàâèñÿò îò èçáðàííîãî ïóòè ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òðóä, ÿâëÿÿñü ñàìîâîñïðîèçâîäèìûì ðåñóðñîì ïðè íîðìàëüíûõ óñëî-
âèÿõ (åñëè èñêëþ÷èòü âîéíû, ýïèäåìèè è ò.ä.) ìîæåò òîëüêî âîçðàñòàòü,
÷òî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ åãî ýíòðîïèéíîé àíàëîãèåé.

Òåðìèí ¾ïåðåãðåâ ýêîíîìèêè¿, êîãäà òåìïû ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà (óâå-
ëè÷åíèÿ N) ñëèøêîì âåëèêè è ïîãëîùàþò âñå ðåñóðñû, ïðè óêàçàííûõ àíà-
ëîãèÿõ èìååò íå îáðàçíûé à âïîëíå êîíêðåòíûé ñìûñë.

Äåéñòâèòåëüíî, dN ∼ Y , à Y àíàëîãè÷åí òåìïåðàòóðå ýêîíîìè÷åñêîé
ñèñòåìû, êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå ñëèøêîì âåëèêà.

Äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà âìåñòî íåðàâåíñòâà (10.25) ìû ìîæåì çà-
ïèñàòü äèôôåðåíöèàë ×ÍÄ, âûðàæåíèÿ äëÿ óðîâíÿ ïðîèçâîäñòâà Y è
íàó÷íî�òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà P :

dN = Y dL− PdK, Y =

(
∂N

∂L

)
K

, P = −
(
∂N

∂K

)
L

, (10.26)

à òàêæå àíàëîã óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (9.51�9.54):

MPK =

(
∂Y

∂K

)
L

= −
(
∂P

∂L

)
K

, (10.27)

ãäå MPK � ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàïèòàëà.
Âåëè÷èíà

CZ =

(
∂Q

∂Y

)
Z

= Y

(
∂L

∂Y

)
Z

(10.28)

àíàëîãè÷íà îáùåé òåïëî¼ìêîñòè (9.43), à âåëè÷èíà

MPL =

(
∂Y

∂L

)
K

(10.28)
=

Y

CK
(10.29)

åñòü ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà (àíãë. marginal product).
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Âåëè÷èíà, àíàëîãè÷íàÿ (9.37) èìååò âèä(
∂K

∂L

)
N

(3.161)
= −

(
∂N

∂L

)
K

(
∂K

∂N

)
L

(10.26)
=

Y

P
. (10.30)

Åñëè èç êàïèòàëà K âûäåëèòü ïðèðîäíûå ðåñóðñû Z, à âìåñòî ÍÒÏ
èëè ôóíêöèè P ââåñòè äâå ôóíêöèè PK è PZ , òî ìû ïîëó÷èì ñëîæíóþ

ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó, àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìå (9.96) òåðìîäèíàìèêè

dN 6 Y dL− PK dK − PZ dZ. (10.31)

Çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíî âûïèñàòü óðàâíå-
íèÿ, àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿì òåðìîäèíàìèêè äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì.

Çàêîí 4 (Àíàëîã òåîðåìû Íåðíñòà�Ïëàíêà). Åñëè â ýêîíîìè÷åñêîé ñè-
ñòåìå íè÷åãî íå ïðîèçâîäèòñÿ (Y = 0), òî â òàêîé ñèñòåìå ëþäè âîñïðîèç-
âîäèòü ñâîþ æèçíü íå ìîãóò (L = 0).

Çàêîí 5 (Àíàëîã ïðèíöèïà Ëå-Øàòåëüå�Áðàóíà). Ïóñòü íàó÷íî�
òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ P íàðóøàåò ðàâíîâåñèå ñèñòåìû ñî ñðåäîé, à èçìå-
íåíèå óðîâíÿ ïðîèçâîäñòâà Y íàðóøàåò âíóòðåííåå ðàâíîâåñèå ýêîíîìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ � 9.5 âíåøíåå âîçäåéñòâèå, âûâîäÿùåå
ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó èç ðàâíîâåñèÿ, ñòèìóëèðóåò â íåé ïðîöåññû, ñòðå-
ìÿùèåñÿ îñëàáèòü ðåçóëüòàòû ýòîãî âîçäåéñòâèÿ.

Ïî àíàëîãèè ñ (9.74) ïðè
(
∂Y
∂L

)
K
> 0 ïîëó÷àåì(

∂K

∂P

)
L

<

(
∂K

∂P

)
Y

< 0 èëè |(∆K)Y | < |(∆K)L|. (10.32)

Ñìûñë ýòèõ íåðàâåíñòâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì, åñëè íàó÷íî�òåõíè÷åñêèé
ïðîãðåññ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ðàçìåðà ïðîèçâîäñòâåííûõ ðåñóðñîâ â ñè-
ñòåìå, òî ìåíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, óðîâåíü ïðîèçâîäñòâà. Âîññòàíîâëåíèå
îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ ïðîèçâîäñòâà ïðèâîäèò íåêîòîðîìó âîññòàíîâëåíèþ
ïðîèçâîäñòâåííûõ ðåñóðñîâ.

Ïî àíàëîãèè ñ (9.75) ïðè
(
∂K
∂P

)
L
< 0 ïîëó÷àåì(

∂Y

∂L

)
K

>

(
∂Y

∂L

)
P

> 0 èëè |(∆Y )K | > |(∆Y )P |. (10.33)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ïðè èíòåíñèâíîì ðàçâèòèè
(êîãäà ðîñò ïðîèñõîäèò çà ñ÷¼ò íàó÷íî�òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà ïðè ïîñòî-
ÿííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ðåñóðñàõ) îêàçûâàåòñÿ âûøå, ÷åì ïðè ýêñòåíñèâ-
íîì ðàçâèòèè (êîãäà ðîñò ïðîèñõîäèò çà ñ÷¼ò ðàñøèðåíèÿ ïðîèçâîäñòâà ïðè
íåèçìåííîé òåõíîëîãèè).

Â äàííîì ñëó÷àå åñëè íàó÷íî�òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî ñèñòåìå òðåáóåòñÿ ìåíüøå ïðîèçâîäñòâåííûõ ðåñóðñîâ, òî ñèñòåìà âû-
âîäèòñÿ èç ðàâíîâåñèÿ, è â ÷àñòíîñòè âûðàñòàåò óðîâåíü ïðîèçâîäñòâà. Ýòî
ñòèìóëèðóåò ïðîöåññû, ñòðåìÿùèåñÿ ïîíèçèòü èçáûòî÷íîå ïðåäëîæåíèå òî-
âàðîâ, è â ñèñòåìå ñîêðàùàåòñÿ êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ
ðåñóðñîâ.
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Îáñóäèì òåïåðü ïðè÷èíû, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü ïðè÷èíîé íàðóøå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì êîëè÷åñòâà êàïèòàëà â ñèñòåìå.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü òàêîé ïðè÷èíîé ìîæåò áûòü èçìåíåíèå ôóíêöèè A
(àìîðòèçàöèè). Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ ïðèâîäèò ê ïåðèîäè÷åñêîìó
îáíîâëåíèþ îáîðóäîâàíèÿ íà áîëåå ñîâðåìåííîå è ýôôåêòèâíîå. Ïåðèîä
îáíîâëåíèÿ îáîðóäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåðàâíîâåñíûì ïðîìåæóòî÷íûì ñîñòî-
ÿíèåì ñèñòåìû, õîòÿ â òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ëîêàëüíîå
ðàâíîâåñèå, ñâÿçàííîå ñ äîñòàòî÷íî áûñòðûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì òðóäîâûõ
ðåñóðñîâ.

Åùå îäíîé ïðè÷èíîé ìîãóò ñëóæèòü êîëåáàíèÿ êîòèðîâîê àêöèé ôîí-
äîâîé áèðæè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ öåíû èñïîëüçóåìîãî êàïèòàëà,
è, êàê ñëåäñòâèå, ê åãî ïåðåðàñïðåäåëåíèþ. Êîëåáàíèÿ öåíû íà òîâàðíûõ
è ñûðüåâûõ ðûíêàõ ìîãóò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ äîõîäíîñòè ðàçëè÷íûõ
îòðàñëåé ýêîíîìèêè (èëè îòðàñëåé ïðîìûøëåííîñòè) è âûçûâàòü ïåðåëèâ
êàïèòàëà èç îäíîé îòðàñëè â äðóãóþ.

Ïðèíöèï Ëå-Øàòåëüå â ñôîðìóëèðîâàííîì íàìè âèäå ãîâîðèò î òîì,
÷òî óêàçàííûå èçìåíåíèÿ áóäóò ïðîèñõîäèòü íå òàê áûñòðî, êàê áû ýòîãî
õîòåëîñü ó÷àñòíèêàì ðûíêà. Ïàðîâîç ïîä íàçâàíèåì ïðîìûøëåííîå ïðîèç-
âîäñòâî òðóäíî ðàçîãíàòü, íî è îñòàíîâèòü åãî òîæå íåïðîñòî.

Çàêîí 6 (Àíàëîã îòêðûòîé ñèñòåìû). Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ ïðåäïðèíèìàòåëüñêîé ñïîñîáíîñòè G îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ýêî-
íîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ (ëþäè, íå ïðîÿâëÿþùèå ïðåäïðèíèìàòåëüñêóþ ñïî-
ñîáíîñòü, âêëþ÷åíû â ãðóïïû â êà÷åñòâå ðàáî÷åé ñèëû), òî ýòà ôóíêöèÿ
åñòü àíàëîã êîëè÷åñòâà âåùåñòâà â òåðìîäèíàìèêå (9.31).

Òîãäà çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ îòêðûòîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, àíà-
ëîãè÷íûå óðàâíåíèÿì òåðìîäèíàìèêè(

∂N

∂G

)
K,L

(9.117)
= φ,

(
∂L

∂G

)
N,K

(9.119)
= −φ

Y
. (10.34)

Âåëè÷èíà φ, àíàëîãè÷íàÿ õèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó, â ýêîíîìèêå îçíà-
÷àåò ñðåäíþþ âåëè÷èíó ×ÍÄ, ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî
ñóáúåêòà èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñðåäíþþ ïðèáûëü π (10.4).

Êðîìå òîãî, çàïèøåì óðàâíåíèÿ

dN
(9.120)
= Y dL− PdK + φdG, (10.35)

0
(9.131)
= LdY −K dP +Gdφ, (10.36)

à òàêæå àíàëîã óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (9.128)(
∂Y

∂G

)
L,K

=

(
∂φ

∂L

)
G,K

,

(
∂P

∂G

)
K,L

= −
(
∂φ

∂K

)
G,L

. (10.37)

10.3 Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè

Òåîðèÿ ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè áëàãà èìååò äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ. Ïåð-
âîå íàïðàâëåíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïîëåçíîñòü ìîæíî îöåíèòü êîëè÷åñòâåí-
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íî, è íàçûâàåòñÿ êîíöåïöèåé êîëè÷åñòâåííîé èëè êàðäèíàëèñòñêîé (îò àíãë.
cardinal � êîëè÷åñòâåííûé) ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè.

Êàðäèíàëèñòñêàÿ êîíöåïöèÿ îñíîâàíà íà ñëåäóþùèõ ïðèíöèïàõ:

1. Ïîëåçíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïñèõè÷åñêîå ÿâëåíèå, êîòîðîå ïîòðå-
áèòåëü ñïîñîáåí îöåíèòü êîëè÷åñòâåííî, íàïðèìåð, êàê ðàññòîÿíèå
èëè òåìïåðàòóðó. Åäèíèöà ïîëåçíîñòè íàçûâàåòñÿ þòèëà.

2. Ïðèíöèï ñíèæàþùåéñÿ ïîëåçíîñòè.
Â èñòîðèè ýêîíîìè÷åñêîé ìûñëè ïðî÷íî ïîñåëèëñÿ ñôîðìóëèðîâàí-
íûé Àäàìîì Ñìèòîì âî âðåìÿ ëåêöèè â óíèâåðñèòåòå ãîðîäà Ãëàçãî
ïàðàäîêñ î âîäå è àëìàçå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âîäà äëÿ ÷åëîâåêà îáû÷-
íî êóäà ïîëåçíåå, ÷åì àëìàç, öåíà íà ïîñëåäíèé ãîðàçäî âûøå.
Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîãî ïàðàäîêñà áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïîíÿòèÿ ñòîèìîñòè
(îâåùåñòâë¼ííîãî â àëìàçå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òðóäà, çàòðà÷åííî-
ãî íà åãî ïîèñê èëè äîáû÷ó, â ñðàâíåíèè ñ îòñóòñòâèåì òðóäà äëÿ
ïîëó÷åíèÿ âîäû) Ê. Ìåíãåð ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï ñíèæàþùåéñÿ

ïîëåçíîñòè. Îáùàÿ ïîëåçíîñòü U ðàñò¼ò ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà
ïîòðåáëÿåìîãî i-ãî áëàãà qi, íî ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü

MUi èëè ui =
∂U

∂qi
, (10.38)

ò.å. ïîëåçíîñòü êàæäîé ïîñëåäóþùåé åäèíèöû áëàãà ïðè ýòîì ñíèæà-
åòñÿ, ïîêà íå äîñòèãíåò íàñûùåíèÿ (ui = 0), êàê ýòî ñëó÷àåòñÿ ñ âîäîé
è íèêîãäà íå ïðîèñõîäèò ñ àëìàçàìè èç-çà èõ ðåäêîñòè.

3. Ïîòðåáèòåëü ñîñòàâëÿåò íàáîð áëàã òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ïðè ýòîì ìàêñèìóì ïîëåçíîñòè. Ýòî ñîñòîÿíèå íàçûâàþò ðàâíîâåñèåì
ïîòðåáèòåëÿ.

Ïðèíöèïû êîëè÷åñòâåííîé ïîëåçíîñòè ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå äâóõ,
òàê íàçûâàåìûõ, çàêîíîâ Ãîññåíà (àíãë. Gossen laws):

1. Ïåðâûé çàêîí Ãîññåíà. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîòðåáëåíèè ïîëåç-
íîñòü êàæäîé ïîñëåäóþùåé åäèíèöû ïðîäóêòà íèæå ïðåäûäóùåé

∂ui
∂qi

< 0. (10.39)

2. Âòîðîé çàêîí Ãîññåíà. Ëèöî ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ïîëåçíîñòü, êîãäà
ðàñïðåäåëÿåò èìåþùèåñÿ ó íåãî äåíåæíûå ñðåäñòâà ìåæäó ðàçëè÷íû-
ìè áëàãàìè òàê, ÷òî äîñòèãàåò ðàâíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ îò ïîñëåäíåé
åäèíèöû äåíåã, èñòðà÷åííîé íà êàæäîå èç áëàã

ui
pi

=
uj
pj
, (10.40)

äëÿ ëþáûõ áëàã i, j.

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîòðåáèòåëü íå ìîæåò âëèÿòü íà öåíû, çà-
äàííûå ðûíêîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Öåíà áëàã è êîëè÷åñòâî äåíåã (áþäæåò M =
n∑
i=1

piqi)

� ãëàâíûå ôàêòîðû, îãðàíè÷èâàþùèå ïîòðåáëåíèå. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò
ïîòðåáëåíèÿ ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Ëàãðàíæà L =
U + λM äëÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà (ñì. ñ. 152):

∂L

∂qi
= ui + λpi = 0, (10.41)

∂2L

∂q2i
=
∂ui
∂qi

< 0. (10.42)

Èç (10.42) ñëåäóåò ïåðâûé çàêîí Ãîññåíà, à èç (10.41) � âòîðîé.
Îáùàÿ ïîëåçíîñòü U åñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, âîçðàñòàþùàÿ ïðè óäà-

ëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè q1, . . . , qn. Ïðå-
äåëüíûå ïîëåçíîñòè áëàã îáðàçóþò ãðàäèåíò îáùåé ïîëåçíîñòè

u = (u1, . . . , un) = gradU, (10.43)

êîòîðûé óêàçûâàåò â íàïðàâëåíèè íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ îáùåé ïîëåç-
íîñòè è ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ â êàæäîé òî÷êå ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè
óðîâíÿ U = const, îáðàçîâàííîé ðàâíîïîëåçíûìè íàáîðàìè áëàã.

Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ (U = const) â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà äâóõ áëàã x è
y åñòü èçîëèíèè, íàçûâàåìûå êðèâûå áåçðàçëè÷èÿ (ðèñ. 10.1).

Âåëè÷èíà íàêëîíà êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ â ëþáîé òî÷êå åñòü îòíîøåíèå
ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè áëàãà, îòñ÷èòûâàþùåãîñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè,
ê ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè áëàãà, îòñ÷èòûâàþùåãîñÿ ïî âåðòèêàëüíîé îñè,
è íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåùåíèÿ MRS (àíãë. marginal rate of
substitution) îäíîãî áëàãà äðóãèì:

MRSxy = −ux
uy
. (10.44)

Äîêàçàòåëüñòâî

U = const, çíà÷èò dU = ux dx+ uy dy = 0, òîãäà
dy

dx
= −ux

uy
.

Õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà êðèâûõ áåçðàçëè÷èÿ:

1. Êðèâûå áåçðàçëè÷èÿ èìåþò îòðèöàòåëüíûé íàêëîí.

2. Êðèâûå áåçðàçëè÷èÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

3. Êðèâûå áåçðàçëè÷èÿ âûïóêëû ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ÷òî ñëåäóåò èç
(10.39). Èõ íàêëîí óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå äâèæåíèÿ âíèç è âïðàâî âäîëü
ýòèõ êðèâûõ.

4. Ìíîæåñòâî êðèâûõ áåçðàçëè÷èÿ îáðàçóåò êàðòó áåçðàçëè÷èÿ. ×åì
äàëüøå îò íà÷àëà êîîðäèíàò ðàñïîëîæåíà êðèâàÿ áåçðàçëè÷èÿ, òåì
áîëüøåìó óðîâíþ áëàãîñîñòîÿíèÿ îíà ñîîòâåòñòâóåò. Âñåãäà ìîæíî
ïîñòðîèòü êðèâóþ áåçðàçëè÷èÿ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ëþáîé íàáîð áëàã
(òî÷êó â â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè q1, . . . , qn).
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Ðèñ. 10.1: Êàðòà áåç-
ðàçëè÷èÿ.

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà äâóõ áëàã x è y ïðÿìàÿ
M = pxx+pyy íàçûâàåòñÿ áþäæåòíàÿ ëèíèÿ (àíãë.
budget line) (ðèñ. 10.1). Òî÷êà êàñàíèÿ τ áþäæåòíîé
ëèíèè ñ ñàìîé îòäàë¼ííîé êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ äà-
åò ðàâíîâåñèå ïîòðåáèòåëÿ, ãäå îí ïîëó÷àåò ìàê-
ñèìóì ïîëåçíîñòè:

ux
uy

(10.40)
=

px
py
. (10.45)

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ïîòðåáèòåëÿ
τ îáðàçóåò êðèâóþ V = {maxU}, êîòîðàÿ ïîëó÷èëà
íàçâàíèå îïîñðåäîâàííàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè. Ýòà
ôóíêöèÿ ïîêàçûâàåò, êàêîé íàáîð áëàã ïðè çàäàí-
íûõ öåíàõ è áþäæåòå äà¼ò ìàêñèìóì ïîëåçíîñòè.

Ñïîñîáíîñòü ïîòðåáèòåëÿ êîëè÷åñòâåííî îöåíèâàòü ïñèõè÷åñêîå ÿâëå-
íèå, íàçûâàåìîå ïîëåçíîñòüþ, âûçûâàëà ñîìíåíèÿ, ÷òî â äàëüíåéøåì ïðè-
âåëî ê ãèïîòåçå, ÷òî êîëè÷åñòâåííî ïîëåçíîñòü îöåíèòü íåëüçÿ, íî ìîæíî
ñðàâíèòü ëþáûå äâå ïîëåçíîñòè ìåæäó ñîáîé è òàêèì îáðàçîì óïîðÿäî÷èòü
âñå ïîëåçíîñòè.

Âòîðîå íàïðàâëåíèå òåîðèè ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè íàçûâàåòñÿ êîíöåï-
öèåé ïîðÿäêîâîé èëè îðäèíàëèñòñêîé (îò àíãë. ordinal � ïîðÿäêîâûé) ïî-
ëåçíîñòè, îñíîâàííîé íà ñëåäóþùèõ ãèïîòåçàõ:

1. Ãèïîòåçà íåíàñûùåíèÿ. Ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ ïîòðåáèòåëü
ïðåäïî÷èòàåò áîëüøåå êîëè÷åñòâî áëàãà ìåíüøåìó åãî êîëè÷åñòâó.

2. Ãèïîòåçà ïîëíîé óïîðÿäî÷åííîñòè. Ïðè íàëè÷èè äâóõ ðàçëè÷íûõ íà-
áîðîâ áëàã ïîòðåáèòåëü âñåãäà ïðåäïî÷èòàåò îäèí äðóãîìó èëè ïðè-
çíàåò èõ ðàâíîïîëåçíûìè.

3. Ãèïîòåçà òðàíçèòèâíîñòè. Åñëè ïîòðåáèòåëü ïðåäïî÷èòàåò íàáîð A
íàáîðó B, à íàáîð B íàáîðó C, òî îí ïðåäïî÷èòàåò íàáîð A íàáîðó
C; ñîîòâåòñòâåííî, åñëè íàáîð A ðàâíîïîëåçåí íàáîðó B, à íàáîð B
íàáîðó C, òî íàáîðû A è C ðàâíîïîëåçíû.

4. Ãèïîòåçà ðåôëåêñèâíîñòè. Ïðè íàëè÷èè äâóõ îäèíàêîâûõ íàáîðîâ
áëàã ïîòðåáèòåëü ñ÷èòàåò èõ ðàâíîïîëåçíûìè.

Âïåðâûå ïîíÿòèå ¾ïîëåçíîñòü¿ ââåë â íàóêó øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê
Äàíèýëü Áåðíóëëè. Ïîíÿòèå ïîëåçíîñòè â êîíòåêñòå ñîöèàëüíûõ íàóê ïåð-
âûì óïîòðåáèë Èåðåìèÿ Áåíòàì. Òåðìèí ¾ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü¿ âïåðâûå
èñïîëüçîâàë Ôðèäðèõ ôîí Âèçåð.

Òåîðèÿ ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè èëè ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê, íàçûâàåìàÿ
òàêæå ìàðæèíàëèçìîì (îò àíãë. marginal � ïðåäåëüíûé) âîçíèêëà â êà÷å-
ñòâå ïðîòèâîâåñà ìàðêñèçìó â ïîñëåäíåé òðåòè 19-ãî âåêà òðóäàìè ïðåäñòà-
âèòåëåé àâñòðèéñêîé øêîëû, Êàðëà Ìåíãåðà, Åâãåíèÿ ôîí Á¼ì-Áàâåðêà,
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Ôðèäðèõà ôîí Âèçåðà, Éîçåôà Øóìïåòåðà, à òàêæå Ëåîíà Âàëüðàñà (Ëî-
çàííñêàÿ øêîëà). Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè áû-
ëè ñôîðìóëèðîâàíû åùå Ãåðìàíîì Ãåíðèõîì Ãîññåíîì â íàäîëãî çàáûòîé
ðàáîòå (1844), íî íà÷àëî ìàññèðîâàííîãî ïðîíèêíîâåíèÿ ìàðæèíàëèñòñêèõ
èäåé â ýêîíîìè÷åñêóþ ëèòåðàòóðó ñëåäóåò îòíåñòè òîëüêî ê ñåðåäèíå 1880-õ
ãîäîâ.

Ïðåäñòàâèòåëÿìè êîíöåïöèè ïîðÿäêîâîé (îðäèíàëèñòñêîé) ïîëåçíîñòè
ÿâëÿþòñÿ Âèëüôðåäî Ïàðåòî è Äæîí Õèêñ.

10.4 Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

Ïðîñòðàíñòâî âûïóñêà (àíãë. output space) � ïðîñòðàíñòâî òîâàðîâ ñ êî-
îðäèíàòàìè q̇i (i = 1, . . . , n). Ïðîñòðàíñòâî ôàêòîðîâ (àíãë. input space) �
ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè q̇j (j = 1, . . . , k).

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ïîâåðõíîñòü (àíãë. production possibility surface)
åñòü k-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ãðàôèêà ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè (10.1) â
(k+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè q̇i, q̇1, . . . , q̇k. Âñå òî÷êè ïðîèç-
âîäñòâåííîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóþò òåõíè÷åñêè ýôôåêòèâíûì âàðèàí-
òàì, òî÷êè íèæå ïîâåðõíîñòè � íåýôôåêòèâíûì âàðèàíòàì, à òî÷êè âûøå
ïîâåðõíîñòè � íåäîñòèæèìûì âàðèàíòàì.

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ãðàíèöà (àíãë. production frontier) åñòü ãðàíèöà îá-
ëàñòè â ïðîñòðàíñòâå âûïóñêà, îïèñûâàþùàÿ âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè
ðàññìàòðèâàåìûõ òîâàðîâ, êîòîðûå ìîæíî ïðîèçâåñòè ïðè ïîëíîì èñïîëü-
çîâàíèè èìåþùèõñÿ ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà. Òî÷êè âíóòðè îáëàñòè ñ ïðîèç-
âîäñòâåííîé ãðàíèöåé, ñîîòâåòñòâóþò íåýôôåêòèâíûì âàðèàíòàì, à òî÷êè
âíå îáëàñòè � íåäîñòèæèìûì âàðèàíòàì. Ïðè ðàññìîòðåíèè äâóìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà âûïóñêà ïðîèçâîäñòâåííàÿ ãðàíèöà íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ ïðî-

èçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé.
Ïðåäåëüíûé âûïóñê ôàêòîðà ïðîèçâîäñòâà (àíãë. marginal product of

inputs) åñòü âåëè÷èíà

MPj =
∂q̇i
∂q̇j

=
∂TP

∂q̇j
(j = 1, . . . , k), (10.46)

ãäå TP = q̇i � îáùèé âûïóñê (àíãë. total product).
Ïðåäåëüíûå èçäåðæêè (àíãë. marginal cost) âû÷èñëÿþòñÿ êàê

MCi =
∂TC

∂q̇i
(i = 1, . . . , n). (10.47)

Ñðåäíèé âûïóñê (àíãë. average product) åñòü âåëè÷èíà

APj =
TP

q̇j
, (10.48)

òîãäà âåëè÷èíà

Ej
(3.12)
=

MPj
APj

(10.49)
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åñòü ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ïî ôàêòîðó q̇j .
Ïîíÿòèå ¾ýëàñòè÷íîñòè¿ â ýêîíîìèêå ââåë À. Ìàðøàëë (Âåëèêîáðèòà-

íèÿ), åãî èäåè áûëè ðàçâèòû Äæ. Ð. Õèêñîì (Âåëèêîáðèòàíèÿ), Ï. Ñàìó-
ýëüñîíîì (ÑØÀ) è äð.

Ñðåäíèå îáùèå èçäåðæêè (àíãë. average total cost) âû÷èñëÿþòñÿ êàê

ATCi =
TC

q̇i
. (10.50)

Èçîêâàíòà (àíãë. isoproduct curve, isoquant) (îò ãðå÷. ισoς � îäèíà-
êîâûé è ëàò. quantum � ñêîëüêî) åñòü (k − 1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâ-
íÿ q̇i = const ïðîèçâîäñòâåííîé ïîâåðõíîñòè (ãðàôèêà ïðîèçâîäñòâåííîé
ôóíêöèè). Èçîêâàíòó ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðîåêöèþ ïðîèçâîäñòâåííîé ïî-
âåðõíîñòè íà ïðîñòðàíñòâî çàòðàò âäîëü îñè âûïóñêà q̇i.

Ãðàäèåíò
(
∂q̇i
∂q̇1

, . . . ∂q̇i∂q̇k

)
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ èçîêâàíòû â êàæäîé å¼

äèôôåðåíöèðóåìîé òî÷êå è óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî âîçðàñ-
òàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè.

Èçîêîñòà (àíãë. isocost) åñòü (k − 1)-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü TC = const â
ïðîñòðàíñòâå çàòðàò. Âåêòîð (p1, . . . , pk) åñòü íîðìàëü èçîêîñòû.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì äâóõôàêòîðíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ

q̇ = f(x, y), (10.51)

ãäå q̇1 = x è q̇2 = y.
Ïðîñòðàíñòâî âûïóñêà äâóõôàêòîðíîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïîëóîñü q̇ = TP > 0, ïðîñòðàíñòâî ôàêòîðîâ � ó÷àñòîê ïëîñêîñòè ìåæ-
äó ïîëóîñÿìè x > 0 è y > 0. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ïîâåðõíîñòü åñòü äâóìåðíàÿ
ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå {TP, x, y}.

Èçîêâàíòà äâóõôàêòîðíîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçîëèíèþ q̇ =
const, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ çàìåùåíèÿ ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà èëè
êðèâàÿ ðàâíîãî âûïóñêà (ðèñ. 10.2).

Â êàæäîé òî÷êå êðèâîé çàìåùåíèÿ ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ x è y äàþò
îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè.

Âåëè÷èíà íàêëîíà êðèâîé çàìåùåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíàÿ íîðìà

òåõíè÷åñêîé çàìåíû MRTS (marginal rate of technical substitution):

MRTSxy = −
(
∂y

∂x

)
q̇

(3.161)
=

(
∂q̇

∂x

)
y

(
∂y

∂q̇

)
x

(10.46)
=

MPx
MPy

. (10.52)

Ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà åñòü âåëè÷èíà

Exy =

(
∂y

∂x

)
q̇

y

x
=
MPx
MPy

APy
APx

=
Ex
Ey

. (10.53)

Ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé (àíãë.
Constant Elasticity of Substitution, CES) è ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé (àíãë.
Variable Elasticity of Substitution, VES).

Îñíîâíûå ñâîéñòâà èçîêâàíò (êðèâûõ çàìåùåíèÿ):
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1. Èçîêâàíòû èìåþò îòðèöàòåëüíûé íàêëîí.

2. Èçîêâàíòû íå ïåðåñåêàþòñÿ.

3. Ìíîæåñòâî èçîêâàíò îáðàçóåò êàðòó èçîêâàíò. Áîëüøåìó âûïóñêó
ïðîäóêöèè ñîîòâåòñòâóåò áîëåå óäàëåííàÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò èçî-
êâàíòà.

4. Åñëè âñå âèäû ðåñóðñîâ àáñîëþòíî íåîáõîäèìû äëÿ ïðîèçâîäñòâà, òî
èçîêâàíòû íå èìåþò îáùèõ òî÷åê ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

x

y

τ

q̇ = const

TC

s
-

6

@
@
@
@

@
@
@@

Ðèñ. 10.2: Êàðòà èçî-
êâàíò.

Èçîêîñòà äâóõôàêòîðíîé ôóíêöèè (10.51)
TC = pxx + pyy = const îáðàçóåò áþäæåòíóþ

ëèíèþ ïðîèçâîäèòåëÿ (ðèñ. 10.2). Òî÷êà êàñàíèÿ τ
áþäæåòíîé ëèíèè ñ ñàìîé îòäàë¼ííîé êðèâîé çàìå-
ùåíèÿ äàåò ðàâíîâåñèå ïðîèçâîäèòåëÿ, ãäå îí ïî-
ëó÷àåò ìàêñèìàëüíûé âûïóñê ïðè ôèêñèðîâàííûõ
èçäåðæêàõ:

MPx
MPy

(10.52)
=

px
py
. (10.54)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ âî ìíîãîì ïîõîæà íà ôóíêöèþ ïîëåçíî-
ñòè, êðèâàÿ çàìåùåíèÿ � íà êðèâóþ áåçðàçëè÷èÿ,
êàðòà èçîêâàíò � íà êàðòó áåçðàçëè÷èÿ. È äåëî òóò
íå â ïðîñòîì ñõîäñòâå. Ïî îòíîøåíèþ ê ðåñóðñàì ôèðìà âåäåò ñåáÿ êàê ïî-
òðåáèòåëü, è ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ õàðàêòåðèçóåò èìåííî ýòó ñòîðîíó
ïðîèçâîäñòâà � ïðîèçâîäñòâî êàê ïîòðåáëåíèå.

Òîò èëè èíîé íàáîð ðåñóðñîâ ïîëåçåí äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïîñòîëüêó, ïî-
ñêîëüêó îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåì âûïóñêà ïðîäóêòà.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè âûðàæàþò ïîëåç-
íîñòü äëÿ ïðîèçâîäñòâà ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà ðåñóðñîâ. Â îòëè÷èå îò
ïîòðåáèòåëüñêîé ïîëåçíîñòè ýòà ¾ïîëåçíîñòü¿ èìååò âïîëíå îïðåäåëåííóþ
êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó � îíà îïðåäåëÿåòñÿ îáúåìîì ïðîèçâîäèìîé ïðîäóê-
öèè.

Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü îáùåãî, ïðåäåëüíîãî è ñðåäíåãî âûïóñêà îò ôàê-
òîðà x ïîêàçàíà íà ðèñ. 10.3, ãäå èçîáðàæåíà ïðîåêöèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé
ïîâåðõíîñòè íà ïëîñêîñòü {TP, x}, êîãäà y = const.

Òî÷êà 1 åñòü òî÷êà ïåðåãèáà TP è ìàêñèìóì MPx:

∂MPx
∂x

=
∂ 2TP

∂x2
(3.127)
= 0. (10.55)

Óìåíüøåíèå MPx ïîñëå äîñòèæåíèÿ òî÷êè 1 íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ñíè-

æåíèÿ ïðåäåëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïåðåìåííîãî ôàêòîðà.
Òî÷êà 2 ãåîìåòðè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè êàñàòåëüíîé ê TP ,

ïîñòðîåííîé èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Èç äàííîãî ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî â ýòîé
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x

TP

1 2 3
-

6

x

MPx
APx

1 2 3
-

6

Ðèñ. 10.3: Îáùèé ñðåäíèé è ïðåäåëüíûé âûïóñê.

òî÷êå, âî-ïåðâûõ, ñðåäíèé âûïóñê äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, è,
âî-âòîðûõ, ëèíèÿ MPx ïåðåñåêàåò ëèíèþ APx

∂APx
∂x

= 0, APx =MPx. (10.56)

Îáëàñòü ìåæäó òî÷êàìè 1 è 2 íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé îáëàñòüþ. Â
ñëó÷àå äâóõôàêòîðíîé ôóíêöèè q̇ = f(x, y) ýòà îáëàñòü â ïðîåêöèè íà ïëîñ-
êîñòü ôàêòîðîâ {x, y} (ðèñ. 10.2) âûäåëåíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé.

Ìàêñèìóì ñðåäíåãî âûïóñêà îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà 2 ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷å-
ñêè îïòèìàëüíîé.

Òî÷êà 3 âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì TP :

MPx =
∂ TP

∂x
= 0. (10.57)

Äëÿ îáëàñòè ïðàâåå òî÷êè 2 õàðàêòåðíî íàëè÷èå îäèíàêîâîé âåëè÷èíû
TP äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé x (èëè y), ÷òî ïðèâîäèò ê õàðàêòåðíîìó
çàãèáàíèþ êîíöîâ èçîêâàíò (ðèñ. 10.2).

Òàêèì îáðàçîì, äâóõôàêòîðíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ¾õîëì¿, íî, ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ, äàëüíèé îò íà÷àëà
êîîðäèíàò ñêëîí õîëìà îáû÷íî ¾íå âèäåí¿.

Èçîêâàíòà Y = const óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èëè ïîâåðõíîñòè ñîñòîÿíèÿ
(10.5) òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ çàìåùåíèÿ, àíàëîãè÷íóþ ðèñ. 10.2.
Âåëè÷èíà íàêëîíà ýòîé êðèâîé èìååò âèä

MRTSLK = −
(
∂K

∂L

)
Y

=
MPL
MPK

= −
(
∂Y

∂P

)
K

, (10.58)

ãäå MPL � ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà,
MPK � ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàïèòàëà.
Äîêàçàòåëüñòâî

−
(
∂K

∂L

)
Y

(3.161)
=

(
∂Y

∂L

)
K

(
∂K

∂Y

)
L

(10.27)
(10.29)
=

MPL
MPK

=

(10.27)
= −

(
∂Y

∂L

)
K

(
∂L

∂P

)
K

(3.157)
= −

(
∂Y

∂P

)
K
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Èçîêîñòà èìååò âèä TC = pLL+ pKK. Òîãäà â òî÷êå τ èìååì

MPL
MPK

=
pL
pK

. (10.59)

Àíàëèòè÷åñêè ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â
ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ � îò ïðîñòûõ, êàê ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà
ïðîèçâîäñòâà îò îäíîãî èññëåäóåìîãî ôàêòîðà, äî âåñüìà ñëîæíûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùèõ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûìè ñâÿçûâà-
þòñÿ ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîãî îáúåêòà â ðàçíûå ïåðèîäû âðåìåíè.

Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ � ëèíåéíàÿ, äëÿ êîòîðîé
ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà çàìåùàåìû â ëþáûõ ïðîïîðöèÿõ:

q̇ = a1x1 + . . .+ anxn, (10.60)

ãäå a1, . . . , an � îöåíèâàåìûå ïàðàìåòðû ìîäåëè.
Íàèáîëåå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû ìóëüòèïëèêàòèâíî�ñòåïåííûå ôîð-

ìû ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé. Èõ îñîáåííîñòü ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì: åñëè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ, òî ðåçóëüòàò îáðàùà-
åòñÿ â íóëü. Ýòî ðåàëèñòè÷íî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
â ïðîèçâîäñòâå ó÷àñòâóþò âñå àíàëèçèðóåìûå ôàêòîðû è áåç ëþáîãî èç íèõ
âûïóñê ïðîäóêöèè îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì.

Â ñàìîé îáùåé ôîðìå (îíà íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé) ýòà ôóíêöèÿ çà-
ïèñûâàåòñÿ òàê:

q̇ = Axα1
1 xα2

2 . . . xαkk (10.61)

Çäåñü êîýôôèöèåíò ðàçìåðíîñòè A çàâèñèò îò èçáðàííîé åäèíèöû èç-
ìåðåíèé çàòðàò è âûïóñêà. Ñîìíîæèòåëè îò ïåðâîãî äî k-ãî ìîãóò èìåòü
ðàçëè÷íîå ñîäåðæàíèå â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ôàêòîðû îêàçûâàþò
âëèÿíèå íà îáùèé âûïóñê.

Ñòåïåííûå êîýôôèöèåíòû α1, . . . , αk ïîêàçûâàþò òó äîëþ â ïðîöåíò-
íîì ïðèðîñòå êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, êîòîðóþ âíîñèò êàæäûé èç ñîìíîæèòå-
ëåé; îíè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ýëàñòè÷íîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíê-
öèè îòíîñèòåëüíî çàòðàò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåñóðñà.

Ñóììà êîýôôèöèåíòîâ

α1 + . . .+ αk = α, (10.62)

îçíà÷àåò ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî êîëè÷åñòâà ðåñóð-
ñîâ. Åñëè α = 1, òî âûïóñê ïðîïîðöèîíàëåí èñïîëüçîâàííûì ðåñóðñàì. Êî-
ãäà ñóììà êîýôôèöèåíòîâ áîëüøå èëè ìåíüøå åäèíèöû, âîçíèêàåò ýôôåêò
ìàñøòàáà (àíãë. returns to scale) � íåïðîïîðöèîíàëüíî áîëüøîé èëè íåïðî-
ïîðöèîíàëüíî ìàëûé ðîñò âûïóñêà ïðè óâåëè÷åíèè çàòðàò. Ïîñòîÿííàÿ îò-
äà÷à îò ìàñøòàáà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ðåñóðñû óâåëè÷èâàþòñÿ â λ ðàç, òî è
ïðîäóêöèè ïðîèçâîäèòñÿ â λ ðàç áîëüøå.

Ïåðâûì ñëó÷àåì ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè áûëà íåëèíåé-
íàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ Ìèò÷åðëèõîì (ÑØÀ, 1909):
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óäîáðåíèÿ � óðîæàéíîñòü. Íåçàâèñèìî îò íåãî Ñïèëëìàí (ÑØÀ) ïðåäëî-
æèë ïîêàçàòåëüíîå óðàâíåíèå óðîæàéíîñòè.

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà (Cobb�Douglas production
function) ïðèìåíåíà àìåðèêàíñêèìè èññëåäîâàòåëÿìè ×. Êîááîì è Ï. Äó-
ãëàñîì ïðè àíàëèçå ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè ÑØÀ â 20�30-õ ãã. ÕÕ âåêà:

Y = ALαKβ , (10.63)

ãäå α è β � êîíñòàíòû (êîýôôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè ïðîèçâîäñòâà ïî òðóäó
L è êàïèòàëó K).
Åñëè ñóììà α+β ðàâíà åäèíèöå � ôóíêöèÿ ëèíåéíî îäíîðîäíàÿ; åñëè

áîëüøå èëè ìåíüøå åäèíèöû, èìååò ìåñòî ýôôåêò ìàñøòàáà (ñîîòâåòñòâåí-
íî ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöàòåëüíûé).

Ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ ôóíêöèè Êîááà�Äóãëàñà ïîñòîÿííà (CES)

ELK =
α

β
. (10.64)

Íåîêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà Ðîáåðòà Ñîëîó (1956)
îñíîâûâàåòñÿ íà ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè Êîááà�Äóãëàñà

Y = PKαL1−α, (10.65)

ãäå P = P0e
rt � íåéòðàëüíûé (îäèíàêîâî âëèÿþùèé íà âñå çàäåéñòâîâàííûå

äëÿ âûïóñêà ïðîäóêöèè ðåñóðñû) òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ,
t � âðåìÿ,
α, r � ïàðàìåòðû ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè.
×èñëî ìîäåëåé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ðàñòåò. Òàê Ý. Äåíèñîí

(ÑØÀ) ïðåäëîæèë êëàññèôèêàöèþ òåìïîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà, ñîñòî-
ÿùóþ èç 23 ôàêòîðîâ. Íàðÿäó ñ òðàäèöèîííûìè ôàêòîðàìè, îí âû÷ëåíèë
ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà ðîñò îáúåìà ïðîèçâîäñòâà â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó
çàòðàò, � ïðîãðåññ â çíàíèÿõ, óìåíüøåíèå âîçðàñòà êàïèòàëà, ïðîãðåññ â
ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ è äð.

Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü îáùèõ èçäåðæåê TC îò âûïóñêà q̇, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ ïî ñóòè îáðàòíóþ ôóíêöèè TP , ïîêàçàíà íà
ðèñ. 10.4. Ôóíêöèè ïðåäåëüíûõMC è ñðåäíèõ îáùèõ èçäåðæåê ATC òàêæå
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 10.4.

Îáùèå èçäåðæêè äåëÿòñÿ íà ïåðåìåííûå èçäåðæêè TV C (àíãë. total
variable coast), çàâèñÿùèå îò îáúåìà âûïóñêà, è ïîñòîÿííûå èçäåðæêè TFC
(àíãë. total �xed coast) � íå çàâèñÿùèå îò îáúåìà âûïóñêà:

TC = TV C + TFC. (10.66)

Òðàêòîâêà ïîñòîÿííûõ è ïåðåìåííûõ èçäåðæåê ðàçëè÷àåòñÿ â ýêîíî-
ìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîå, íî ñ íàøåé òî÷êè çðå-
íèÿ íå ñîâñåì ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå ñìûñëà ðàçäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ è
ïåðåìåííûõ èçäåðæåê îñíîâàíî íà èõ çàâèñèìîñòè îò îáúåìà âûïóñêà, ò.å.
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q̇

TC

TV C

TFC

1 23
-

6

q̇

MC

ATC

AV C

AFC

1 23
-

6

Ðèñ. 10.4: Êðèâûå çàòðàò.

ïîñòîÿííûå èçäåðæêè íå çàâèñÿò îò îáúåìà âûïóñêà, à ïåðåìåííûå � çà-
âèñÿò. Â ñâÿçè ñ ýòèì ê ïåðåìåííûì èçäåðæêàì îòíîñÿò çàòðàòû íà ñûðüå,
ìàòåðèàëû, òîïëèâî, ýíåðãèþ, òðàíñïîðòíûå óñëóãè, çàðàáîòíóþ ïëàòó ðà-
áî÷èì è ñëóæàùèì è òîìó ïîäîáíûå ïåðåìåííûå ðåñóðñû. Ê ïîñòîÿííûì
èçäåðæêàì îòíîñÿò ðàñõîäû íà ñîäåðæàíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ çäàíèé, ìà-
øèí, îáîðóäîâàíèÿ, ðåíòíûå ïëàòåæè, ñòðàõîâûå âçíîñû, æàëîâàíèå âûñ-
øåìó óïðàâëÿþùåìó ïåðñîíàëó è áóäóùèì ñïåöèàëèñòàì ôèðìû. Ïîäîáíîå
äåëåíèå âíîñèò îïðåäåëåííóþ ïóòàíèöó, òàê êàê âñå ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà
ïðèñóòñòâóþò êàê â ïåðåìåííûõ èçäåðæêàõ, òàê è â ïîñòîÿííûõ. Ïîäîá-
íàÿ òðàäèöèÿ, ïî-âèäèìîìó, ñâÿçàíà ñ äåëåíèåì êàïèòàëà íà îñíîâíîé �
ïåðåíîñÿùèé ñâîþ ñòîèìîñòü íà ãîòîâóþ ïðîäóêöèþ ïî ÷àñòÿì, è îáîðîò-
íûé � ïåðåíîñÿùèé ñâîþ ñòîèìîñòü íà ãîòîâûé ïðîäóêò â òå÷åíèå îäíîãî
ïðîèçâîäñòâåííîãî öèêëà.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðàâèëüíûì èñõîäèòü èç äåëåíèÿ êàïèòàëà íà
ïîñòîÿííûé � íå èçìåíÿþùèé ñâîþ ñòîèìîñòü â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà, è
ïåðåìåííûé � èçìåíÿþùèé ñâîþ ñòîèìîñòü â ýòîì ïðîöåññå, îïðåäåëåíèå
êîòîðûõ äàíî ó Ìàðêñà.

×òîáû ïîëó÷èòü ïîñòîÿííûé êàïèòàë èç îñíîâíîãî, íóæíî äîáàâèòü ê
ïîñëåäíåìó âñå ïåðåìåííûå ìàòåðèàëüíûå ðåñóðñû è èñêëþ÷èòü æàëîâàíèå
âûñøåìó óïðàâëÿþùåìó ïåðñîíàëó è áóäóùèì ñïåöèàëèñòàì ôèðìû. Ïðè
ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ òðóäà (ïåðåìåííîãî êàïèòàëà) è êàïèòàëà (ïîñòî-
ÿííîãî êàïèòàëà) ñòðóêòóðà ïîñòîÿííîãî êàïèòàëà, ò.å. ñîîòíîøåíèå ìåæäó
ñîäåðæàùèìñÿ â íåì îñíîâíûì è îáîðîòíûì êàïèòàëîì, áóäåò ìåíÿòüñÿ.

Òî÷êà 1 åñòü òî÷êà ïåðåãèáà TC è ìàêñèìóì MC:

∂MC

∂q̇
=
∂ 2 TC

∂q̇ 2

(3.127)
= 0. (10.67)

Òî÷êà 2 ãåîìåòðè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè êàñàòåëüíîé ê TV C,
ïîñòðîåííîé èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî â ýòîé òî÷êå,
âî-ïåðâûõ, ñðåäíèå ïåðåìåííûå èçäåðæêè AV C äîñòèãàþò ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ, è, âî-âòîðûõ, ëèíèÿ MC ïåðåñåêàåò ëèíèþ AV C

∂AV C

∂q̇
= 0, AV C =MC. (10.68)
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Òî÷êà 3 ãåîìåòðè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè êàñàòåëüíîé ê TC,
ïîñòðîåííîé èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Èç äàííîãî ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî â ýòîé
òî÷êå, âî-ïåðâûõ, ñðåäíèå îáùèå èçäåðæêè ATC äîñòèãàþò ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ, è, âî-âòîðûõ, ëèíèÿ MC ïåðåñåêàåò ëèíèþ ATC

∂ATC

∂q̇
= 0, ATC =MC. (10.69)

Ïðåäåëüíûå èçäåðæêè MC åñòü öåíà ïðåäëîæåíèÿ � ìèíèìàëüíàÿ öå-
íà, çà êîòîðóþ ïðîèçâîäèòåëü ãîòîâ ïðîäàòü ïðîäóêöèþ. Ïðè ýòîì äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå MC > ATC. Íà íåïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ, ïîêà
íå íóæíî âîçîáíîâëÿòü ïîñòîÿííûå çàòðàòû, êðèâàÿ ïðåäëîæåíèÿ ôèðìû
óäëèíÿåòñÿ íà îòðåçîê êðèâîé MC, ëåæàùèé ìåæäó êðèâûìè AC è AV C.
Óâåëè÷åíèå MC ïîñëå äîñòèæåíèÿ òî÷êè 2 íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ïðåäëî-

æåíèÿ � ïðåäëîæåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïîâûøåíèè è óìåíüøàåòñÿ ïðè
ñíèæåíèè öåíû òîâàðà.

Ôóíêöèÿ ñîâîêóïíîãî ïðåäëîæåíèÿ äëÿ n òîâàðîâ èìååò âèä

AS =

n∑
i=1

MCi. (10.70)

10.5 Ôîðìóëà Áëýêà�Øîóëçà�Ìåðòîíà

Â îêòÿáðå 1997 ã. ïðîôåññîðàì Ð. Ìåðòîíó (Ãàðâàðäñêèé óíèâåðñèòåò) è
Ì. Øîóëçó (Ñòåíôîðäñêèé óíèâåðñèòåò) áûëà ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ
ïðåìèÿ ïî ýêîíîìèêå çà èõ òðóä â îáëàñòè îöåíêè îïöèîíîâ (1973). Øî-
óëç ðàáîòàë ñîâìåñòíî ñ Ô. Áëýêîì, óìåðøèì â 1995 ã., è èõ ñîâìåñòíûé
ðåçóëüòàò èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì ìîäåëè Áëýêà�Øîóëçà [1, 28]. Ìåðòîí
ñäåëàë çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ìîäåëü è åå ðàñøèðåíèÿ è áûë íàãðàæäåí
Íîáåëåâñêîé ïðåìèåé íàðàâíå ñ Øîóëçîì. Ìîäåëü î÷åíü ïîëåçíà ïðè ïðè-
íÿòèè èíâåñòèöèîííûõ ðåøåíèé, íî íå ãàðàíòèðóåò ïðèáûëü íà îïöèîííûõ
òîðãàõ.

Ôîðìóëà Áëýêà�Øîóëçà�Ìåðòîíà îöåíèâàåò ñïðàâåäëèâóþ ñòîèìîñòü
åâðîïåéñêîãî îïöèîíà ¾êîëë¿. Ïîä ñïðàâåäëèâîé öåíîé ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ
öåíà îïöèîíà, êîòîðàÿ èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü àðáèòðàæà, ò.å. èñêëþ÷àåò
ïðîâåäåíèå ñäåëîê íà ðûíêå, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü ïðèáûëü ëèøü çà ñ÷åò
íåïðàâèëüíîé îöåíêè îïöèîíà. Çàïèøåì ôîðìóëó Áëýêà-Øîóëçà-Ìåðòîíà
â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿòûõ â ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå:

C0 = ρ0p0 − ρTKe
−rT (10.71)

ãäå T � âðåìÿ äî ýñïèðàöèè (êîíöà äåéñòâèÿ) îïöèîíà â ãîäàõ;
r � ïîñòîÿííûé äðèôò (íåïðåðûâíî íà÷èñëÿåìàÿ áåçðèñêîâàÿ ïðîöåíò-
íàÿ ñòàâêà) â åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ ãîä−1;
p0 � öåíà àêòèâà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè;
K � öåíà èñïîëíåíèÿ îïöèîíà (ñòðàéê îïöèîíà);
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ρ0, ρT � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè öåíû àêòèâà â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè è â ìîìåíò âðåìåíè T (äîëè ñäåëîê íà ðûíêå, ñîâåð-
øåííûå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì öåíàì â óêàçàííûå ïåðèîäû âðåìåíè);
C0 � òåîðåòè÷åñêàÿ öåíà îïöèîíà â íà÷àëüíûé ïåðèîä âðåìåíè (êîòî-
ðóþ òàêæå íàçûâàþò ïðåìèåé).

Ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå â ñèñòåìå åùå íå
íàñòóïèëî è èäåò íåêèé êèíåòè÷åñêèé ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòè àêòèâà.

Âûâîä ôîðìóëû Áëýêà�Øîóëçà�Ìåðòîíà, êàê è ñàìà ìîäåëü, îâåÿ-
íû îðåîëîì òàèíñòâåííîñòè è íåäîñòóïíîñòè èç-çà ñëîæíîñòè ïðèìåíÿåìî-
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ïîíÿòíîãî ëèøü ôèçèêàì�òåîðåòèêàì. Ïðè
êëàññè÷åñêîì âûâîäå èñïîëüçóåòñÿ âåñüìà ñëîæíàÿ ôîðìóëà Èòî, êîòîðàÿ
íîñèò òàêæå íàçâàíèå ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ â ñòîõàñòè÷åñêîì èí-
òåãðàëå. Êðîìå òîãî, ïðèõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Åñëè èçëîæèòü ìîäåëü â îáùèõ ÷åðòàõ, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äîõîäíîñòü
àêòèâà ν ïîä÷èíÿåòñÿ ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ò.å.
ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó äèôôóçèè, êîòîðûé ãëàñèò, ÷òî êâàäðàò ñìåùåíèÿ
áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, óñðåäíåííûé ïî ìíîãèì
áðîóíîâñêèì ÷àñòèöàì, ïðîïîðöèîíàëåí âðåìåíè íàáëþäåíèÿ.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(t, ν) äîõîäíîñòè ìîæåò áûòü îïèñàíà ïðè ïî-
ìîùè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà, êîòîðîå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ
ê óðàâíåíèþ äèôôóçèè:

∂ρ

∂t
= D

∂ 2ρ

∂ν 2
; (10.72)

ãäå t � âðåìÿ;
D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè;
ν � äîõîäíîñòü àêòèâà â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ρt = ρ(t, ν) =
1√
4πDt

e−
(ν−ν)2
4πDt , (10.73)

ãäå ν � ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû.
Âèä ðåøåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè íîðìàëüíîãî çàêîíà

ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè äèñïåðñèþ â ìîìåíò âðåìåíè T ïðèðàâíÿòü ñëåäóþùåé
âåëè÷èíå (ïî ñîîòíîøåíèþ Ñìîëóõîâñêîãî�Ýíøòåéíà):

(ν − ν)2 = (∆ν)2 = 2DT = σ2T, (10.74)

ãäå σ � ïîñòîÿííàÿ âîëàòèëüíîñòü öåíû àêòèâà (ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè
îòíîñèòåëüíî äîõîäíîñòè ν äàííîãî àêòèâà).
Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå äîõîäíîñòè àêòèâà ν ïî çàêîíó áðîóíîâñêîãî

äâèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äîõîäíîñòü ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî, íî äèñ-
ïåðñèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ, ò.å. ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ¾ðàñïëûâàåòñÿ¿ ñî âðåìåíåì.
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Ìîäåëü ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ âåëè÷èíû äîõîäíîñòè
àêòèâà áûëà ïðåäëîæåíà Ï. Ñàìóýëüñîíîì (1965) è èìåííî îíà ëåãëà â
îñíîâó ìîäåëè Áëýêà�Øîóëçà�Ìåðòîíà.

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû Áëýêà-Øîóëçà ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå ïðåäïîëîæåíèÿ

1. Îòñóòñòâóþò òðàíçàêöèîííûå èçäåðæêè ïðè ñîâåðøåíèè êóïëè�ïðîäàæè
àêòèâîâ.

2. Íå ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åíèé íà êîðîòêèå ïðîäàæè.

3. Òîðãîâëÿ ïðîèñõîäèò â íåïðåðûâíîì âðåìåíè.

4. Áàçîâûé àêòèâ íå ïðèíîñèò äèâèäåíäîâ.

5. Íà ðûíêå ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ íåïðåðûâíàÿ áåçðèñêîâàÿ ïðîöåíò-
íàÿ ñòàâêà r.

6. Âîëàòèëüíîñòü áàçîâîãî àêòèâà ïîñòîÿííà âî âðåìåíè.

7. Äîõîäíîñòü àêòèâà ν ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî. Ðàñïðåäåëåíèå ρ(t, p)
öåíû áàçîâîãî àêòèâà ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ëîãíîðìàëüíûì.

8. Äîõîäíîñòè àêòèâà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ íå îòðàæàþò ðåàëüíîãî ïîëîæåíèÿ
íà ðûíêå. Âî-ïåðâûõ, áåçðèñêîâàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà è âîëàòèëüíîñòü íåïî-
ñòîÿííû âî âðåìåíè. Âî-âòîðûõ, èçâåñòíî, ÷òî öåíû àêòèâîâ íå èìåþò ëî-
ãíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, èõ ðàñïðåäåëåíèÿ áîëåå îñòðîâåðøèííûå è
èìåþò áîëåå ïðîòÿæåííûå õâîñòû, ÷åì ëîãíîðìàëüíîå.

Â òî æå âðåìÿ ôîðìóëó (10.71) ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè âïîëíå
îáîñíîâàííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èçìåíåíèå äîõîäíîñòè çà ïåðèîä âðåìåíè
dt, ðàâíîå îòíîñèòåëüíîìó èçìåíåíèþ öåíû àêòèâà dS ðàâíî áåçðèñêîâîé
ïðîöåíòíîé ñòàâêå r çà âû÷åòîì èçìåíåíèÿ äîëè ñäåëîê íà ðûíêå dρ, ñîâåð-
øåííûõ ïî òåêóùåé öåíå p â ðàññìàòðèâàåìûé ïåðèîä âðåìåíè. Îäíàêî ýòè
ôîðìóëû äëÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìåþò îòíîøåíèÿ
ê áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ è ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè:

dp

p
= r dt− dρ

ρ
. (10.75)

Ìû çàïèñàëè ôîðìóëó (10.75) èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé, àíàëîãè÷íûõ
îáû÷íûì ðàññóæäåíèÿì â òåðìîäèíàìèêå, íî åå ìîæíî ïîëó÷èòü è èíûì
ñïîñîáîì, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äîõîäíîñòü àêòèâà ðàâíà áåçðèñêîâîé
ïðîöåíòíîé ñòàâêå r: ν = r. Òîãäà áîãàòñòâî S, îáðàçîâàííîå ðàññìàòðè-
âàåìûì àêòèâîì, è îáùàÿ âûðó÷êà TR îò ðåàëèçàöèè àêòèâà çà åäèíèöó
âðåìåíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

p q̇ = TR

(10.17)
(10.19)
= r

z
C

p dq, (10.76)
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ãäå q̇ � êîëè÷åñòâî àêòèâà, êîòîðîå ïðîèçâîäèòñÿ è ïîòðåáëÿåòñÿ â ñèñòåìå
â åäèíèöó âðåìåíè (ò.å. ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ àêòèâà íà ðûíêå);
p � òåêóùàÿ öåíà àêòèâà;
q � òåêóùåå êîëè÷åñòâî àêòèâà íà ðûíêå.
Åñëè ìû çàïèøåì äèôôåðåíöèàë ñîîòíîøåíèÿ (10.76), à çàòåì óìíî-

æèì è ðàçäåëèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íà dt, òî ïîëó÷àåì:

q̇ dp+ p dq̇ = r p dq = rp q̇ dt.

Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó (10.76) íå áûë ðàâåí íóëþ, ò.å. äèô-
ôåðåíöèàë p dq íå ÿâëÿëñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì. Åñëè ðàçäåëèòü ëå-
âóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü
TR = p q̇, êîòîðûé ïðåâðàùàåò ïôàôôîâó ôîðìó â ïîëíûé äèôôåðåíöèàë,
òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

dp

p
= r dt− dq̇

q̇
. (10.77)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ (10.75), òàê êàê îòíîñèòåëü-
íîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ àêòèâà (èçìåíåíèå äîëè äàííîãî
àêòèâà â îáùåì êîëè÷åñòâå ñäåëîê íà ðûíêå), î÷åâèäíî, ïðîïîðöèîíàëüíî
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ åãî êîëè÷åñòâà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíà àêòèâà pT â ìîìåíò ýñïèðàöèè T (â êîíöå
äåéñòâèÿ îïöèîíà) äîëæíà ñêëàäûâàòüñÿ èç ñòðàéêà (öåíû èñïîëíåíèÿ îï-
öèîíà) K è ïðåìèè CT â ýòîò æå ìîìåíò:

pT = K + CT . (10.78)

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îïöèîí ïðèîáðåòàåòñÿ â íà÷àëüíûé ïåðèîä åãî äåé-
ñòâèÿ, âåñüìà ðàçóìíî, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ öåíà îïöèîíà C0, êîòîðóþ ìû õî-
òèì íàéòè, äîëæíà áûòü äèñêîíòèðîâàíà íà áåçðèñêîâóþ ïðîöåíòíóþ ñòàâ-
êó îòíîñèòåëüíî ïðåìèè CT ñ ó÷åòîì äîëè ñäåëîê íà ðûíêå, ñîâåðøàåìûõ
íà ðûíêå â óêàçàííûé ïåðèîä âðåìåíè:

C0 = ρTCT e
−rT . (10.79)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (10.75), ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ln
pT
p0

(ñ. 163)
(4.7)
=

pTw
p0

dp

p
=

Tw
0

r dt−
ρTw
ρ0

dρ

ρ

(ñ. 163)
(4.7)
= rT − ln

ρT
ρ0
,

ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîòîðîãî (ñ ó÷¼òîì 10.78 è 10.79) è ïîòåíöèðîâàíèÿ
ïîëó÷èì ôîðìóëó (10.71).

Çàìåòèì, ÷òî:

1. Ìîæíî ñ÷èòàòü áåçðèñêîâóþ ïðîöåíòíóþ ñòàâêó r è âîëàòèëüíîñòü σ
ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëå (10.71) âìåñòî ñòåïåíè
ýêñïîíåíòû rT áóäåò ñòîÿòü èíòåãðàë

r T
0
r(t) dt, à â ôîðìóëå (10.74)

áóäåò èìåòü ìåñòî èíòåãðàë (∆ν)2 =
r T
0
σ2(t) dt.
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2. Ìû íèêàê íå èñïîëüçîâàëè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî èçìåíåíèå ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ò.å. ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, è ìîæåì ïðèìåíÿòü àëüòåðíàòèâíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàì áîëåå ïðàâèëüíûìè.

10.6 Ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå äîõîäà ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè ñóáúåêòàìè. Ñôîðìóëèðóåì ýòó
çàäà÷ó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàê óñòàíàâëèâàåòñÿ ýòî ðàâíî-
âåñèå çà ñ÷¼ò êîíêóðåíöèè ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè ñóáúåêòàìè, è îòáðîñèì
äîïîëíèòåëüíûå ôàêòîðû: èçìåíåíèå ðàçìåðà ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû îò
âðåìåíè è ðîëü ãîñóäàðñòâà â ïðèíóäèòåëüíîì ïåðåðàñïðåäåëåíèè äîõîäà:

1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà ñîâîêóïíîãî äîõîäà ìåíÿåòñÿ çíà÷èòåëü-
íî ìåäëåííåå, ÷åì ïðîèñõîäèò ðàñïðåäåëåíèå ýòîãî äîõîäà ìåæäó ýêî-
íîìè÷åñêèìè ñóáúåêòàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà
ìåæäó ñóáúåêòàìè (ò.å. óñòàíîâëåíèå ðàâíîâåñèÿ) ïðîèñõîäèò çíà÷è-
òåëüíî áûñòðåå, ÷åì îáùèé ðîñò èëè ñïàä ïðîèçâîäñòâà, êîòîðûå çàâè-
ñÿò îò êîëè÷åñòâà ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ è âåëè÷èíû ñîâîêóïíîãî
äîõîäà. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ñîâîêóïíîãî äîõîäà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ
ïîñòîÿííîé.

2. Áóäåì èñêàòü ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà ìåæäó ñóáúåêòàìè â îòñóòñòâèè
íàëîãîâîé ïîëèòèêè, êîòîðàÿ ïðåäóñìàòðèâàåò ïðèíóäèòåëüíîå èçú-
ÿòèå ÷àñòè äîõîäà, è ñîöèàëüíîé ïîëèòèêè, êîòîðàÿ ïðåäóñìàòðèâà-
åò àäðåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòè èçúÿòîãî äîõîäà. Åñëè ìû ïîëó÷èì
ôóíêöèþ ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áåç ó÷åòà óêàçàííîãî âîçäåé-
ñòâèÿ ñî ñòîðîíû ãîñóäàðñòâà, òî â äàëüíåéøåì ìû ïîïðîáóåì ñäå-
ëàòü îïðåäåëåííûå âûâîäû, êàê ýòî âîçäåéñòâèå äîëæíî âëèÿòü íà
ñìåùåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Ïðè ýòèõ äîïóùåíèÿõ ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó
êàê ñîâîêóïíîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ óðîâíåì èõ äîõîäà. Ñîãëàñíî òàáëèöå àíàëîãèé ìåæäó òåðìîäèíàìèêîé
è ýêîíîìèêîé 10.2 äîõîä ñèñòåìû èíòåðïðåòèðîâàí êàê âíóòðåííÿÿ ýíåð-
ãèÿ. Òîãäà äîõîä ýêîíîìè÷åñêîãî ñóáúåêòà TR ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ýíåðãèþ åãî ñîñòîÿíèÿ E. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýêî-
íîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ ïî âåëè÷èíå èõ äîõîäà áóäåò àíàëîãè÷íà ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà (9.15).
Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå äîõîäà ïðè èçìåðåíèè

ïîïàäåò â èíòåðâàë îò íóëÿ äî îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû TR, îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì

P =

TRw
0

e−
E
θ

θ
dE

(4.7)
(ñ. 163)
= 1− e−

TR
θ , (10.80)
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ãäå θ � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, ðàâíûé â äàííîì ñëó÷àå ñðåäíåìó ðàç-
ìåðó äîõîäà.
Îòêóäà

TR = −θ ln(1− P ). (10.81)

Äîëÿ äîõîäà, âõîäÿùàÿ â ýòîò èíòåðâàë, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà

D = P + (1− P ) ln(1− P ). (10.82)

Äîêàçàòåëüñòâî

D =

r TR
0

E
θ e

−E
θ dE

θ
= 1− e−

TR
θ − TR

θ
e−

TR
θ

(10.80)
(10.81)
= P + (1− P ) ln(1− P ).

Âåðîÿòíîñòü P ýêâèâàëåíòíà äîëå ãðàæäàí, ðàñïîëàãàþùèõ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé äîëåé äîõîäà D. Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü (10.82) ïðè ïîñòðîåíèè
äàåò òàê íàçûâàåìóþ ¾êðèâóþ Ëîðåíöà¿, êîòîðàÿ äåìîíñòðèðóåò íåðàâåí-
ñòâî â ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ.

Êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàë ∆P = P2−P1, äîëÿ äîõîäà îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ðàçíèöà ∆D = D2 −D1.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ðåàëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì äîõîäîâ â îáùåñòâå â îòñóòñòâèå ãîñóäàðñòâåííîãî âìåøàòåëüñòâà
(òàáë. 10.3).

Ãðóïïà 1 2 3 4 5
Ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå D 2,1 7,2 14 24,5 52,2
Ðîññèÿ (Ðîññòàò, 2002) 5,6 10,4 15,4 22,8 45,8
Ðîññèÿ (Áåðåçèí, 2002) 4,5 9 12 17,3 57,3
Ðîññèÿ (Ðîññòàò, 2000) 5,8 10,4 15,1 21,9 46,8
ßïîíèÿ (1994) 8,7 13,2 17,5 23,1 37,5
Þæíàÿ Êîðåÿ (1994) 7,4 12,3 16,3 21,8 42,2
Êèòàé (1994) 6,4 11,0 16,4 24,4 41,8
ÑØÀ (1994) 4,7 11,0 17,4 25,0 41,9
Âåëèêîáðèòàíèÿ (1994) 4,6 10,0 16,8 24,3 44,3
Ìåêñèêà (1994) 4,1 7,8 12,3 19,9 55,9
Áðàçèëèÿ (1994) 2,1 4,9 8,9 16,8 67,5

Òàáëèöà 10.3: Ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîãî äîõîäà íàñåëåíèÿ â ðàçëè÷íûõ
ñòðàíàõ ìèðà ïî äîëÿì â ïÿòè äîõîäíûõ ãðóïïàõ, ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ äîõîäà, %.

Â òàáëèöå âñå ñåìüè â ýêîíîìèêå, ðàñïðåäåëåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ
ãîäîâûì äîõîäîì, ðàçäåëåíû íà ïÿòü ðàâíûõ ãðóïï (êâèíòèëåé) ïî 20%
â êàæäîé, è äëÿ êàæäîé ãðóïïû ðàññ÷èòàíà äîëÿ ñîâîêóïíîãî äîõîäà. Ïî
Ðîññèè âçÿòû äàííûå Ðîññòàòà [30], à òàêæå èç ðàáîòû [9, Áåðåçèí], ãäå
àâòîð ïðèâîäèò êàê äàííûå Ãîñêîìñòàòà Ðîññèè, òàê è ýêñïåðòíûå îöåíêè,
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êîòîðûå îí ñ÷èòàåò áîëåå îáúåêòèâíûìè. Äàííûå ïî äðóãèì ñòðàíàì âçÿòû
èç [27, ñ. 430].

Íà ðèñ. 10.5 èçîáðàæåíà òåîðåòè÷åñêàÿ êðèâàÿ Ëîðåíöà, à òàêæå êðè-
âàÿ Ëîðåíöà äëÿ Ðîññèè (2002), ßïîíèè (1994) è Áðàçèëèè (1994) ïîñòðî-
åííûå ïî äàííûì òàáë. 10.3.

0 20 40 60 80 100
Äîëÿ íàñåëåíèÿ D, %

0

20

40

60

80

100 Äîëÿ äîõîäà P , %
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•

• ßïîíèÿ (1994) N

N

N

N

N

Ðîññèÿ
(Áåðåçèí, 2002) �

�
�

�

�

Áðàçèëèÿ (1994) H

H
H

H

H

Ðèñ. 10.5: Êðèâàÿ Ëîðåíöà: çíà÷åíèå óäåëüíûõ âåñîâ äîõîäîâ ãðóïï è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ãðóïï ïî ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ íàðàñòàþùèì èòîãîì.

Î÷åâèäíî, åñëè áû ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ áûëî àáñîëþòíî ðàâíîìåð-
íûì, òî òî÷êè êðèâîé Ëîðåíöà ëåæàëè áû íà áèññåêòðèñå. Ñìåùåíèå ýòîé
êðèâîé âïðàâî�âíèç ñâèäåòåëüñòâóåò îá óñèëåíèè íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ñ îäíîé ñòîðîíû áèñ-
ñåêòðèñîé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � êðèâîé Ëîðåíöà, óâåëè÷èâàåòñÿ. Îòíîøå-
íèå ïëîùàäåé ýòîé ôèãóðû è òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî áèññåêòðèñîé è
îñÿìè (D è P ), íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò Äæèíè J .

Ïðè àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ êðèâàÿ Ëîðåíöà
ñëèâàåòñÿ ñ áèññåêòðèññîé è êîýôôèöèåíò Äæèíè áóäåò ðàâåí íóëþ. Ìàê-
ñèìàëüíàÿ ïëîùàäü ôèãóðû ìåæäó áèññåêòðèññîé è êðèâîé Ëîðåíöà ìîæåò
äîñòèãàòü ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò Äæèíè áóäåò
ðàâåí åäèíèöå, ÷òî áóäåò îçíà÷àòü àáñîëþòíîå íåðàâåíñòâî â ðàñïðåäåëåíèè
äîõîäîâ � âñå äîõîäû äîñòàþòñÿ ñàìîìó áîãàòîìó ÷åëîâåêó.

Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (10.82) ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ðàâíîâåñíûé êîýô-
ôèöèåíò Äæèíè, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 0, 5.
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Äîêàçàòåëüñòâî

J =
0, 5−

r 1

0
DdP

0, 5

(10.82)
=

0, 5−
r 1

0
[P + (1− P ) ln(1− P )] dP

0, 5
= 0, 5.

Åñëè ãîñóäàðñòâî íå ïðîâîäèò àêòèâíîé ñîöèàëüíîé ïîëèòèêè, òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîãî äîõîäà áóäåò áëèçêî ê ðàâíîâåñíîìó, à åñëè ýëèòà
îáùåñòâà ïðè ïîìîùè ãîñóäàðñòâà èñïîëüçóåò âëàñòü äëÿ ïåðåðàñïðåäåëå-
íèÿ äîõîäîâ â ñâîþ ïîëüçó ëèáî, íàîáîðîò, â ïîëüçó ìàëîèìóùèõ ñëîåâ íàñå-
ëåíèÿ, òî ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò ñìåùàòüñÿ â òó èëè èíóþ ñòîðîíó. Îäíàêî,
ëþáîå îòêëîíåíèå îò ýòîãî ðàâíîâåñèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî èñêóññòâåííî âû-
çâàííûì è íåîïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.
Ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî äîëæåí îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéòè
ïåðåõîä ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ, íàçûâàþò âðåìåíåì ðåëàêñàöèè.

Èç ðèñ. 10.5 âèäíî, ÷òî â Ðîññèè (2002) ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ áûëî
áëèçêî ê ðàâíîâåñíîìó, â ßïîíèè (1994) � ñìåùåíî â ïîëüçó áåäíûõ (â
ñòîðîíó áîëåå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ), à â Áðàçèëèè (1994) � â ïîëüçó
áîãàòûõ (áîëåå íåðàâíîìåðíî).

Ñîãëàñíî [16], áëèçêîå ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ (J ≈ 0, 5)
íàáëþäàåòñÿ, êðîìå Ðîññèè, íàïðèìåð, â Ìàëàéçèè, Ïåðó è Êèðãèçñêîé ðåñ-
ïóáëèêå, ñìåù¼ííîå â ïîëüçó áåäíûõ (J ≈ 0, 2 − 0, 3) � â íåêîòîðûõ åâðî-
ïåéñêèõ ñòðàíàõ, è ñìåù¼ííîå â ïîëüçó áîãàòûõ (J ≈ 0, 6−0, 7) � â Óãàíäå,
Áîëèâèè è Ãîíäóðàñå.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (10.82) ñ J = 0, 5 ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîâåñíûì, îòêëîíåíèå ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû îò óêàçàííîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ äîõîäà ÿâëÿåòñÿ èñêóñòâåííî âûçâàííûì, è ñèñòåìà âñåãäà ïûòàåòñÿ
âåðíóòüñÿ ê ðàâíîâåñèþ, ïðîñëåäèì ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîãî äîõîäà íà-
ñåëåíèÿ Ðîññèè â òå÷åíèå 34 ëåò (òàá. 10.4)

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Äæèíè çà óêàçàííûé ïåðèîä ïðåäñòàâëåíû
ãðàôè÷åñêè íà ðèñ. 10.6.

Ñíèæåíèå J â òå÷åíèå 1970�1990 ãîäîâ îòðàæàåò, ïî-âèäèìîìó, òîò
ôàêò, ÷òî áîðüáà çà ñáëèæåíèå ãîðîäà è äåðåâíè, ðàáî÷èõ è èíòåëëèãåí-
öèè ïðèâîäèëà â ÑÑÑÐ ê ýëåìåíòàðíîé óðàâíèëîâêå â çàðàáîòíîé ïëàòå.

Ïîñëå 19 àâãóñòà 1991 ã. ïðîèçîøëà ñìåíà ñïîñîáà ïðîèçâîäñòâà è íàñòó-
ïèë ïåðèîä ¾äèêîãî êàïèòàëèçìà¿. Ñèñòåìà ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäîâ íàñåëå-
íèÿ âûøëà èç ïîä æåñòêîãî êîíòðîëÿ ãîñóäàðñòâà, è êîýôôèöèåíò Äæèíè
äâèíóëñÿ ê ñâîåìó ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ.

Ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 10.6, õîðîøî
îïèñûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

Jê = J0

(
1− e−

t
τ

)
, (10.83)

ãäå J0 = 0, 418,
τ = 1 ãîä,
t � âðåìÿ â ãîäàõ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò 1990 ãîäà (íà÷àëî îòñ÷åòà t0 = 0).
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Ãðóïïà 1 2 3 4 5 J Jê
1970 7,8 14,8 18,0 22,6 36,8 0,305
1975 9,5 14,8 18,6 23,3 33,8 0,272
1980 10,1 14,8 18,6 23,1 33,4 0,264
1985 10,0 14,6 18,3 23,1 34,0 0,270
1990 9,8 14,9 18,8 23,8 32,7 0,263 0,000
1991 11,9 15,8 18,8 22,8 30,7 0,225 0,264
1992 6,0 11,6 17,6 26,5 38,3 0,357 0,361
1993 5,8 11,1 16,7 24,8 41,6 0,378 0,397
1994 5,3 10,2 15,2 23,0 46,3 0,414 0,410
1995 5,5 10,2 15,0 22,4 46,9 0,415 0,415
1996 6,2 10,7 15,1 21,6 46,4 0,401 0,417
1997 5,9 10,2 14,8 21,6 47,5 0,414 0,418
1998 6,0 10,4 14,8 21,2 47,6 0,411 0,418
1999 6,1 10,4 14,7 20,9 47,9 0,412 0,418
2000 6,0 10,4 14,8 21,2 47,6 0,411 0,418
2001 5,6 10,4 15,4 22,8 45,8 0,407 0,418
2002 5,6 10,4 15,4 22,8 45,8 0,407 0,418
2003 5,5 10,3 15,3 22,7 46,2 0,411 0,418
2004 5,5 10,2 15,2 22,7 46,4 0,412 0,418

Òàáëèöà 10.4: Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà Äæèíè J è ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñîâîêóïíîãî äîõîäà íàñåëåíèÿ Ðîññèè ïî äîëÿì â ïÿòè äîõîäíûõ ãðóï-
ïàõ, % (Ãðóïïû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ äîõîäà).

Çà âðåìÿ ðåëàêñàöèè ïîðÿäêà 3 τ , ò.å. ãäå-òî çà 3 ãîäà, ñèñòåìà ïðèøëà â
ðàâíîâåñèå. Ïðèìåðíî â ýòî æå âðåìÿ ìîæíî áûëî ïîäâîäèòü ïåðâûå èòîãè
ïðèâàòèçàöèè.

Çíà÷åíèÿ J0 è τ ðàññ÷èòàíû ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ íåëè-
íåéíîé ðåãðåññèè (ðèñ. 10.7).

Òîò ôàêò, ÷òî êîýôôèöèåíò Äæèíè äîñòèã çíà÷åíèÿ 0,4, à íå òåîðå-
òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ 0,5, ìîæåò èìåòü äâà îáúÿñíåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, êàêàÿ-
òî ñîöèàëüíàÿ ïîëèòèêà, íàïðàâëåííàÿ íà ñíèæåíèå ñîöèàëüíîãî íåðàâåí-
ñòâà, ãîñóäàðñòâîì âñå-òàêè âåäåòñÿ. Âî-âòîðûõ, îôèöèàëüíûå äàííûå îò-
ðàæàþò êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ òîëüêî ¾íàáëþäàåìûõ¿äîõîäîâ, â òî âðåìÿ
êàê ¾íåíàáëþäàåìûå¿ ñ î÷åâèäíîñòüþ ðàñïðåäåëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå
íåðàâíîìåðíî.

Ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ íàñåëåíèÿ â Ðîññèè íà îñíîâàíèè ýêñïåðòíûõ
îöåíîê [9] äà¼ò êîýôôèöèåíò Äæèíè îêîëî 0,48, ò.å. çíà÷èòåëüíî áëèæå ê
òåîðåòè÷åñêîìó ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî âûâîäîâ èç ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ:

1. Â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò âåñüìà óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîãî äîõîäà ñ êîýôôèöèåíòîì Äæèíè J = 0, 5
è âðåìåíåì ðåëàêñàöèè îêîëî òð¼õ ëåò. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëå-
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Ðèñ. 10.6: Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà Äæèíè.
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Äàííûå Ðîññòàòà •

Ðèñ. 10.7: Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêîé êèíåòèêè è êðèâîé èçìåíåíèÿ J ïî äàí-
íûì Ðîññòàòà (òàáë. 10.4) â ëîãàðèôìè÷åñêîì âèäå: ln(J0−J). Òàíãåíñ óãëà
íàêëîíà ïðÿìîé ðàâåí − 1

τ = −1 (ãîä−1).

íèå äîõîäîâ â îáùåñòâå äåìîíñòðèðóåò âûñîêóþ óñòîé÷èâîñòü, è íè
äåôîëòû, íè ¾óäâîåíèÿ ÂÂÏ¿ íå ïðèâîäÿò ê åãî èçìåíåíèþ.

2. Ëþáîå îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíîãî äîõî-
äà ìîæåò áûòü òîëüêî èñêóññòâåííî âûçâàííûì è ïðèâîäèò ê íåêî-
òîðîìó çàìåäëåíèþ ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ, òàê êàê ïåðåðàñïðåäå-
ëåíèå äîõîäîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ ÷èñòûìè ïîòåðÿìè îáùåñòâà. Îäíàêî
ïðÿìàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó íåðàâåíñòâîì è ýêîíîìè÷åñêèì ðàçâèòèåì
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ïðè ýòîì îòñóòñòâóåò.
Ñäåëàííûé âûâîä íå ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè Ñ. Êóçíåöà (1956), ÷òî ýêî-
íîìè÷åñêîå ðàçâèòèå âíà÷àëå âåäåò ê óâåëè÷åíèþ íåðàâåíñòâà, à çàòåì
ê åãî óìåíüøåíèþ. Ýòà çàâèñèìîñòü ïîëó÷èëà íàçâàíèå êðèâîé Êóç-
íåöà, èëè îáðàòíîé U -êðèâîé. Çà ïîñëåäíèå 40 ëåò ïðåäïðèíèìàëèñü
ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè ïîäòâåðäèòü ýòó çàâèñèìîñòü. Òåì íå ìåíåå,
îíà îñòàåòñÿ íåÿñíîé, òàê êàê ðàçíûå èññëåäîâàíèÿ äåìîíñòðèðóþò
ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíûå ðåçóëüòàòû.

3. Ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà â ïðèíöèïå êîððåëèðóåò ñ èçâåñò-
íûì ýìïèðè÷åñêèì çàêîíîì Ïàðåòî, ïîëó÷åííûì íà îñíîâàíèè îáøèð-
íîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà è èìåþùèì ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòü.
Ïàðåòî ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî ïàðàìåòðû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè-
ìåðíî îäèíàêîâû è íå ðàçëè÷àþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî â ðàçíûõ ñòðàíàõ
è â ðàçíîå âðåìÿ. ¾Êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäîâ îòëè÷àåòñÿ çàìå-
÷àòåëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ, îíà ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, õîòÿ ñèëüíî
ïðåîáðàæàþòñÿ îáñòîÿòåëüñòâà âðåìåíè è ìåñòà, ïðè êîòîðûõ åå íà-
áëþäàþò¿, � ïèñàë Ïàðåòî â ¾Ñîöèàëèñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ¿. Ïàðåòî
ñ÷èòàë, ÷òî ôîðìà ýòîé êðèâîé çàâèñèò îò áèîëîãè÷åñêè çàäàííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ïñèõîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ëþäåé.
Ïðèâåäåííûå çäåñü ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ çàêî-
íîìåðíîñòü íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ïñèõîëîãèè íå èìååò, à çàâèñèò îò
îáùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, êîòîðûå èìåþò ìåñòî, íàïðè-
ìåð â ãàçàõ è æèäêîñòÿõ. Íåçàâèñèìî îò ïñèõîëîãèè ÷åëîâå÷åñêèõ âçà-
èìîîòíîøåíèé èíäèâèä âñåãî ëèøü ïåñ÷èíêà â èãðå çàêîíîâ áîëüøèõ
÷èñåë.

4. Â ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè äîõîäà èìååò ìåñòî íåíóëåâàÿ ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè ïðè íóëåâîì äîõîäå, ÷òî áûëî îòìå÷åíî, íàïðèìåð,
â ðàáîòå [16], íî íå ñëåäóåò èç îáû÷íî ïðèìåíÿåìîé â ñòàòèñòè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèÿõ ìîäåëè ëîãíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäà.

5. Ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà ñ J = 0, 5 âîçíèêàåò çà ñ÷¼ò êîíêó-
ðåíöèè ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè ñóáúåêòàìè áåç ãîñóäàðñòâåííîãî âìå-
øàòåëüñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ J > 0, 5 íå âîçíèêàþò äàæå ïðè
íàëè÷èè îëèãàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû è îäíîâðåìåííîì îòñóòñòâèè ñå-
ðüåçíîé ãîñóäàðñòâåííîé ñîöèàëüíîé ïîëèòèêè. Ñòîëü ãëóáîêîå íåðà-
âåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè öåëåíàïðàâëåííûõ àäìèíèñòðàòèâíûõ
èëè ñèëîâûõ ìåòîäàõ (íåýêîíîìè÷åñêèõ äåéñòâèÿõ) ãîñóäàðñòâà.

6. Óìåíüøåíèå íåðàâåíñòâà òàêæå âîçìîæíî òîëüêî ïðè öåëåíàïðàâëåí-
íûõ çàêîíîäàòåëüíûõ, àäìèíèñòðàòèâíûõ è ñèëîâûõ ìåòîäàõ, íàïðè-
ìåð, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íàëîãîâîé è ñîöèàëüíîé ïîëèòèêå ãîñóäàð-
ñòâà. Íî ïðè ýòîì äîëæíî ïðîèçîéòè ñóùåñòâåííîå ïîäàâëåíèå ïðåä-
ïðèíèìàòåëüñêîé àêòèâíîñòè íàñåëåíèÿ. Â ðàçâèòîé ýêîíîìè÷åñêîé
ñèñòåìå ñàìûé ýôôåêòèâíûé ïóòü äëÿ ñíèæåíèÿ óðîâíÿ áåäíîñòè ñî-
ñòîèò â óâåëè÷åíèè ñðåäíåãî äîõîäà íà äóøó íàñåëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî çà ñ÷åò óíè÷òîæåíèÿ áîãàòûõ èñêîðåíèòü áåäíîñòü íå óäàñòñÿ.
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Çàêëþ÷åíèå

Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî ïîïûòêè ïðèìåíèòü àïïàðàò òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè â
ýêîíîìè÷åñêîé íàóêå íå ïðåäïðèíèìàëèñü. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóþò, õî-
òÿ è âåñüìà íåóäà÷íûå, ïîïûòêè èíòåðïðåòàöèè ýêîíîìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
ïðè ïîìîùè àíàëîãè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Â äàííîé ðàáîòå ñòàâêà áûëà ñäåëàíà íå íà àíàëîãèè ìåæäó ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ôóíêöèÿìè è ïåðåìåííûìè (õîòÿ òàêèå àíàëîãèè ïðèñóòñòâóþò
è âûïèñàíû ÿâíî), à íà àíàëîãèè ïðè ðàññìîòðåíèè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îïðåäåëåííîãî âèäà, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â åñòåñòâåííûõ íàó-
êàõ è èìåþò àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, è, ÷àñòè÷íî, íà ðàññìîòðåíèè íîâûõ
óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ àâòîðîì òàêæå íàéäåíû ðåøåíèÿ.

Âûâîä, êîòîðûé ïî ìíåíèþ àâòîðà ìîæíî ñäåëàòü ïîñëå ïðî÷òåíèÿ êíè-
ãè, çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäòâåðæäåíèè ñëåäóþùåé ãèïîòåçû:

Ëþáàÿ ïðèðîäíàÿ ñèñòåìà, êàê ôèçè÷åñêàÿ, òàê, íàïðèìåð, è ýêîíîìè-
÷åñêàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ïðÿìî ñëåäóþò
èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà

• ñèñòåìà ñîñòîèò èç ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ ñ îïðåäåë¼ííûì ñâîéñòâîì,
íàõîäÿùèõñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëå;

• ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî);

• ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäà¼òñÿ òî÷êîé íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè;

• äâèæåíèå ñèñòåìû (òî÷êè) âñåãäà ïðîèñõîäèò ïî ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè,
ò.å. ïî íàèêðàò÷àéøåìó ïóòè èëè ¾ïðÿìîé¿ íà ìíîãîîáðàçèè.

Îòëè÷èå ìåæäó ñèñòåìàìè çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðâîì ïóíêòå ýòîãî ñïèñêà
� â âûáðàííîì äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïîëå è ñâîéñòâå îáúåêòîâ:

• ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà èçó÷àåò âçàèìîäåéñòâèå îáúåêòîâ, èìåþùèõ
ìàññó, â ñèëîâîì ïîëå;

• ýëåêòðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà èçó÷àåò âçàèìîäåéñòâèå îáúåêòîâ, èìå-
þùèõ çàðÿä, â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå;

• òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà èçó÷àåò âçàèìîäåéñòâèå îáúåêòîâ, èìåþ-
ùèõ òåïëî¼ìêîñòü, â ïîëå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèë;
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• ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà èçó÷àåò âçàèìîäåéñòâèå îáúåêòîâ, èìåþùèõ
öåíó, â ïîëå ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé.

Åñëè â îòíîøåíèè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì äàííàÿ ãèïîòåçà íå âûçûâàåò
áîëüøèõ ñîìíåíèé, òî â ýêîíîìè÷åñêîé íàóêå ñóùåñòâóåò ¾ìèô¿, ÷òî äëÿ
îïèñàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû íåëüçÿ ïðèìåíÿòü çàêîíû, àíàëîãè÷íûå
çàêîíàì ôèçèêè, òàê êàê äàííàÿ ñèñòåìà íàìíîãî ñëîæíåå, è åå ôóíêöèîíè-
ðîâàíèå îñíîâàíî íà äðóãèõ ïðèíöèïàõ. Ýòîò ìèô áàçèðóåòñÿ íà î÷åâèäíûõ
ïðåäñòàâëåíèÿõ îò òîì, ÷òî çàêîíû îáùåñòâåííûõ íàóê ñóáúåêòèâíû, â îò-
ëè÷èå îò îáúåêòèâíûõ çàêîíîâ ôèçèêè.

Íî, êàê èçâåñòíî, î÷åâèäíûå âûâîäû îáû÷íî îêàçûâàþòñÿ íåïðàâèëü-
íûìè. Ïðàâèëüíûìè îáû÷íî áûâàþò ïðîñòûå, íî íåî÷åâèäíûå óìîçàêëþ÷å-
íèÿ. Äàííàÿ çàêîíîìåðíîñòü îòðàæàåò èçâåñòíóþ èñòèíó îò òîì, ÷òî ñëîæ-
íûå çàäà÷è êàê ïðàâèëî èìåþò ïðîñòûå ðåøåíèÿ, îäíàêî ýòè ðåøåíèÿ ñëîæ-
íî íàéòè.

Ôèçèêà (îò äð.-ãðå÷. φύσις � ïðèðîäà) � îáëàñòü åñòåñòâîçíàíèÿ, èçó-
÷àþùàÿ íàèáîëåå îáùèå è ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíîìåðíîñòè, îïðåäåëÿþ-
ùèå ñòðóêòóðó è ýâîëþöèþ ìàòåðèàëüíîãî ìèðà.

Òåðìèí ¾ôèçèêà¿ âïåðâûå ïîÿâèëñÿ â ñî÷èíåíèÿõ îäíîãî èç âåëè÷àé-
øèõ ìûñëèòåëåé äðåâíîñòè � Àðèñòîòåëÿ, æèâøåãî â IV âåêå äî íàøåé ýðû.
Â ðóññêèé ÿçûê ñëîâî ¾ôèçèêà¿ áûëî ââåäåíî Ìèõàèëîì Âàñèëüåâè÷åì Ëî-
ìîíîñîâûì, êîãäà îí èçäàë ïåðâûé â Ðîññèè ó÷åáíèê ôèçèêè â ïåðåâîäå ñ
íåìåöêîãî ÿçûêà.

Íî âåäü íèêàêîé ¾ôèçèêè¿ è ¾çàêîíîâ ôèçèêè¿ â ïðèðîäå íå ñóùå-
ñòâóåò, åñòü çàêîíû ïðèðîäû, ÷àñòü êîòîðûõ âûäåëåíà â îáëàñòü çíàíèÿ,
íàçûâàåìóþ ¾ôèçèêîé¿. Åñëè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îáùåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
ïðèðîäû è ïðèíàäëåæèò ìàòåðèàëüíîìó (à íå ïîòóñòîðîííåìó) ìèðó, òî
çàêîíû, ñôîðìóëèðîâàííûå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèÿ, èçó÷àþùèõ ýòîò
ìàòåðèàëüíûé ìèð, äîëæíû áûòü àíàëîãè÷íû. Â ñâîþ î÷åðåäü è ýêîíîìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü ñëîæíåå ñàìîé ïðèðîäû.
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