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19.1. Степень кинематической неопределимости сооружения
Расчет статически неопределимых систем методом сил на различные воздействия сводится к определению усилий в лишних связях из системы канонических уравнений этого метода. Вычисление внутренних усилий в различных элементах сооружения и построение их эпюр в методе сил производится в основной системе, как правило, статически определимой, испытывающей заданные воздействия и воздействия усилий в лишних связях. Таким образом, выявление напряженно-деформированного состояния сооружений в расчетах методом сил начинается с получения картины распределения внутренних усилий и завершается вычислением перемещений отдельных узлов и сечений сооружения (см. Крамаренко А.А. Лекции по строительной механике стержневых систем. Ч. 3. Статически неопределимые системы. Метод сил: Курс лекций / А.А. Крамаренко, Л.А. Широких. – Новосибирск: НГАСУ, 2002. – Лекция шестнадцатая). 
Возможен принципиально иной подход к расчету сооружений, когда выявление их напряженно-деформированных состояний начинается с определения перемещений от заданных воздействий и завершается построением эпюр внутренних усилий. Такой подход в расчетах сооружений реализуется в методе перемещений.
В методе перемещений сохраняются допущения, ранее принятые при расчете сооружений методом сил, а именно: материал, из которого изготовлены элементы сооружений, подчиняется закону Гука; перемещения отдельных сечений и узлов сооружений малы по сравнению с их геометрическими размерами. C учетом сформулированных допущений сооружения можно рассматривать как линейно-деформируемые системы, для которых справедлив принцип независимости действия сил и вытекающий из него принцип пропорциональности.
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За неизвестные в методе перемещений принимаются перемещения узлов от заданных воздействий: линейные перемещения шарнирных и жестких узлов Z1 и Z2 и повороты жестких узлов Z3 (рис. 19.1,а,б). Суммарное количество неизвестных угловых (nθ) и линейных (nΔ) перемещений узлов называется степенью кинематической неопределимости сооружения.
nkin = nθ + nΔ.                                  (19.1)
Число неизвестных угловых перемещений nθ равно количеству жестких узлов сооружения.

Для сооружений, в которых перемещения от внешних воздействий обусловлены преимущественно изгибными деформациями, при определении числа независимых линейных перемещений узлов вводятся дополнительные допущения:

1. Элементы сооружений считаются нерастяжимыми и несжимаемыми, т.е. пренебрегают изменением их длин под действием продольных сил.
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2. Предполагается, что длины хорд искривленных стержней равны их первоначальным длинам, т.е. А′В′ = АВ (рис. 19.2).
Считая сформулированные допущения справедливыми, число независимых линейных перемещений узлов сооружения nΔ можно определить по его шарнирной схеме, полученной из заданного сооружения введением во все жесткие узлы, включая и опорные, режущих цилиндрических шарниров. Степень свободы полученной таким образом шарнирной схемы будет равна числу независимых линейных перемещений узлов заданной системы. Для подсчета количества степеней свободы плоской шарнирной схемы W используют формулу:

W = 2Y − C − Co,                                (19.2)

где    Y – число узлов;   C – число стержней,  соединяющих узлы; 
Co – число опорных связей.
Пример 19.1.1. Определить степень кинематической неопределимости рам, показанных на рисунке 19.3.

Рис. 19.3,а: nθ = 5, так как рама имеет пять жестких узлов (А, B, C, D, E); nΔ = W = 2Y − C − Co = 2 · 6 − 7 − 2 = 3 (узлы шарнирной схемы 1 – 6; стержни, соединяющие эти узлы: 12, 23, 45, 56, 14, 25, 36; опорные связи 44′, 66′);  nkin = nθ + nΔ = 5 + 3 = 8.
Рис. 19.3,б: nθ = 2 (узлы А и В); nΔ = W = 2 · 2 − 1 − 3 = 0 (узлы шарнирной схемы 1 и 2; стержень, соединяющий эти узлы 12, опорные связи 11′, 22′, 22′′); nkin = 2 + 0 = 2.
Рис. 19.3,в: nθ = 3 (узлы А, В, С); nΔ = W = 2 · 7 − 6 − 6 = 2 (узлы шарнирной схемы 1 – 7; стержни, соединяющие эти узлы 12, 23, 34, 45, 56, 67; опорные связи 11′, 22′, 33′, 55′, 66′, 77′); nkin = = 3 + 2 = 5.
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Рис. 19.3

19.2. Основная система метода перемещений
Основная система метода перемещений (ОСМП) образуется наложением на узлы сооружения связей, препятствующим их угловым и линейным перемещениям. Если число наложенных на узлы угловых и линейных связей совпадает со степенью кинематической неопределимости сооружения, то в основной системе метода перемещений все узлы будут неподвижными.
[image: image108.emf]    Рис. 19.23  

Наложение связей повышает степень статической неопределимости сооружения, т.е. с позиций метода сил усложняет его расчет. Однако такой способ выбора основной системы позволяет представить любую, в частности плоскую стержневую систему, в виде набора стандартных стержней трех типов (рис. 19.4). На любое воздействие (силовое, температурное, кинематическое) каждый из этих произвольно ориентированных на плоскости стержней может быть рассчитан, например, методом сил.

Далее будет показано, что используя результаты расчета стержней, т.е. имея набор стандартных задач и используя основную систему метода перемещений, мы сможем определить угловые и линейные перемещения узлов сооружения от заданного воздействия (см. п.п. 19.3–19.6 настоящей лекции).
При выборе основной системы метода перемещений угловые связи накладываются на узлы сооружения и препятствуют только их поворотам. Такие связи называются «плавающими» заделками. Линейные связи, число которых определяется по формуле 19.2, на узлы накладываются так, чтобы шарнирная схема заданного сооружения была геометрически неизменяемой.
Пример 19.2.1. Для рам, показанных на рис. 19.3, выбрать основные системы метода перемещений.
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Рис. 19.5

Рис. 19.3,а (nθ = 5, nΔ = 3). Угловые связи 1–5 накладываются на жесткие узлы A, B, C, D, E (рис. 19.5). Наложение линейных связей 6–8 на узлы может быть произведено различными способами. На рис. 19.5 показано два варианта размещения линейных связей 6–8. Предлагается выполнить кинематический анализ шарнирной схемы рамы, для каждого из вариантов основной системы метода перемещений и убедиться в правильности размещения линейных связей, т.е. в геометрической неизменяемости шарнирной схемы рамы.

[image: image109.emf]    Рис. 19.17  

Рис. 19.3,б (nθ = 2, nΔ = 0). Так как для этой рамы nΔ = 0 (см. пример 19.1.1), при выборе основной системы метода перемещений накладываются только угловые связи 1 и 2, препятствующие поворотам узлов А и В (рис. 19.6). Шарнирная схема этой рамы геометрически неизменяема, т.е. не требует наложения дополнительных линейных связей на узлы.

Рис. 19.3,в (nθ = 3, nΔ = 2). Угловые связи 1 и 2 накладываются на жесткие узлы А, В, С.

На рис. 19.7 показаны два варианта наложений на узлы рамы линейных связей 4 и 5. С учетом симметрии рамы предпочтение следует отдать симметричному варианту размещения линейных связей. В двадцать первой лекции будет показано, что использование симметричных основных систем метода перемещений так же, как и метода сил, существенно упрощает расчет сооружений.
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Рис. 19.7

19.3. Система канонических уравнений метода перемещений
Плоская стержневая система с известной топологией и геометрическими размерами испытывает произвольное силовое воздействие (рис. 19.8,а). Изгибную жесткость поперечного сечения стержней, расположенных между узлами сооружения, будем считать постоянной (EJk = const). Задача состоит в определении угловых и линейных перемещений узлов системы от заданной нагрузки (см. п. 19.1 настоящей лекции).
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Рис. 19.8

Степень кинематической неопределимости сооружения равна n. Накладывая на его узлы n угловых и линейных связей, образуем основную систему метода перемещений (рис. 19.8,б). Неизвестные угловые и линейные перемещения узлов Z1, Z2,…, Zi,…, Zj,…, Zn определим из условия эквивалентности напряженно-деформированных состояний заданного сооружения (рис. 19.8,а) и его основной системы метода перемещений (рис. 19.8,б), т.е. из условий равенства нулю реакций в наложенных связях от их смещения на величины  Z1, Z2,…, Zi,…, Zj,…, Zn и от действующей нагрузки. Другими словами, подбор перемещений угловых и линейных связей в основной системе метода перемещений мы осуществляем, отрицая реакции в наложенных связях, ибо в заданном сооружении этих связей нет.
R1 = 0, R2 = 0,…, Ri = 0,…, Rj = 0,…, Rn = 0.             (19.3)
Используя принцип независимости действия сил, реакции соотношения (19.3) представим в виде суммы реакций от смещений каждой из наложенных связей на величину, совпадающую с величиной соответствующего перемещения узла в заданном сооружении, и от приложенной нагрузки:
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В соотношениях (19.4): 
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 соответственно реакции в i-й наложенной связи в основной системе метода перемещений от заданной нагрузки и смещения j-й связи на величину, равную Zj. В соответствии с принципом пропорциональности реакции в наложенных связях запишем так:
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Из формул (19.5) следует смысл коэффициентов rii и rij. Это реакции в i-й наложенной связи, соответственно от смещения i-й и j-й наложенных связей на величину, равную единице, в основной системе метода перемещений.

Подставляя выражения (19.5) в соотношения (19.4), в общем виде получим систему канонических уравнений метода перемещений:
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       (19.6)
В системе уравнений (19.6) коэффициенты при неизвестных rii, расположенные на главной диагонали, называются главными, коэффициенты rij – побочными, свободные члены RiF – грузовыми коэффициентами. В п. 16.3 шестнадцатой лекции (см. Крамаренко А.А. Лекции по строительной механике стержневых систем. Ч. 3. Статически неопределимые системы. Метод сил: Курс лекций / А.А. Крамаренко, Л.А. Широких. – Новосибирск: НГАСУ, 2002) было показано, что побочные коэффициенты rij и rji подчиняются теореме о взаимности реакций, т.е. rij = rji.
Решению системы уравнений (19.6) предшествует определение коэффициентов при неизвестных rii, rij и свободных членов RiF. В методе перемещений перечисленные коэффициенты можно определить, имея эпюры внутренних усилий в основной системе от смещения наложенных связей на величины, равные единице, и от различных видов нагрузок, т.е. имея результаты расчета стандартных стержней на упомянутые воздействия (см. п. 19.2 настоящей лекции).
19.4. Стандартные задачи метода перемещений в расчетах на прочность
В п. 19.2 настоящей лекции было отмечено, что основная система метода перемещений представляет собой совокупность стандартных стержней (см. рис. 19.4), которые на различного рода воздействия могут быть рассчитаны любым, известным читателю, методом, в частности, методом сил.
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В первую очередь рассмотрим кинематическое воздействие на стандартные стержни – повороты угловых и смещения линейных связей. Рассмотрим решение одной из таких задач методом сил.

В стержне с постоянной изгибной жесткостью поперечного сечения (EJ = const) левая линейная связь получила вертикальное перемещение вверх на величину, равную Δ (рис. 19.9,а). Расчет статически неопределимых систем на кинематические воздействия рассмотрен в п. 17.5 семнадцатой лекции (см. Крамаренко А.А. Лекции по строительной механике стержневых систем. Ч. 3. Статически неопределимые системы. Метод сил: Курс лекций / А.А. Крамаренко, Л.А. Широких. – Новосибирск: НГАСУ, 2002).

Используем основную систему метода сил, показанную на рис. 19.9,б. Усилие в лишней связи X1 определим из условия:
δ11X1 + Δ1C = 0.                                   (19.7)
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 (рис. 19.9,в);
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 (рис. 19.9,в).
Решив уравнение 19.7, получим:
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где 
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Окончательную эпюру изгибающих моментов (рис. 19.9,г) получим, используя соотношение

М = M1 X1.
Если смещение правой и левой вертикальных связей происходит так, как показано на рис. 19.9,д, то вид эпюры изгибающих моментов от этих кинематических воздействий остается прежним (рис. 19.9,г).
Результаты расчета стандартных стержней на другие кинематические воздействия в окончательном виде приведены на рис. 19.10.

Вторая, более многочисленная, группа задач представлена расчетом стержней на различного рода силовые воздействия. Эпюры изгибающих моментов и реакции опорных связей стандартных стержней для некоторых видов нагрузок приведены на рис. 19.11, 19.12, 19.13.
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Рис. 19.11
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Рис. 19.12
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Рис. 19.13 (начало)
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Рис. 19.13 (конец)
Более подробный перечень стандартных задач, используемых в расчетах стержневых систем методом перемещений, можно найти в учебниках и учебных пособиях  по  строительной  механике и в справочнике  проектировщика  строительных  конструкций.
19.5. Определение коэффициентов при неизвестных и свободных членов системы канонических уравнений

Коэффициенты при неизвестных rij и rii и свободные члены RiF системы канонических уравнений метода перемещений (см. п. 19.3 настоящей лекции) можно определить, используя эпюры внутренних усилий, полученные в основной системе от смещения наложенных связей на величину, равную единице, и от заданной нагрузки с помощью стандартных задач (см. п. 19.4 настоящей лекции).
Для определения реакций в наложенных связях от вышеупомянутых воздействий используют статический или кинематический способы.

Статический способ. Реакция в любой наложенной связи в основной системе метода перемещений от единичных кинематических воздействий и от нагрузки определяется из условия равновесия узла или любой части сооружения, содержащих рассматриваемую связь (см. пример в п. 19.7 настоящей лекции).
Кинематический способ. Используя принцип возможных перемещений, определим коэффициенты при неизвестных rij и rii.
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Рис. 19.14

Рассмотрим i-е исходное состояние основной системы метода перемещений, в котором i-я наложенная связь получила перемещение на величину, равную единице, и определим реакцию в j-й наложенной связи  rji от этого перемещения (рис. 19.14,а). За возможные примем перемещения в j-м состоянии основной системы (рис. 19.14,б). Суммарная возможная работа внешних (Wext,ij) и внутренних (Wint,ij) сил i-го состояния на возможных перемещениях, имеющих место в j-м состоянии, в силу равновесия рассматриваемой системы равна нулю
Wext,ij+ Wint,ij = 0.                              (19.8)
В соотношении (19.8) возможная работа внешних сил запишется:
Wext,ij = rji · 1.                                (19.9)
Возможную работу внутренних сил вычислим с учетом только изгибных деформаций (см. Крамаренко А.А. Лекции по строительной механике стержневых систем. Ч. 2. Статически неопределимые системы. Метод сил: Курс лекций / А.А. Крамаренко, Л.А. Широких. – Новосибирск: НГАСУ, 2002. – п.11.2 одиннадцатой лекции)
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                 (19.10)

После подстановки выражений (19.9) и (19.10) в зависимость (19.8) получим
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf].
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                   (19.11)
Если i-е состояние основной системы будем рассматривать как исходное и как вспомогательное, повторно применяя принцип возможных перемещений, вычислим
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Из соотношения (19.12) следует, что главные коэффициенты rii системы канонических уравнений всегда положительны. Формула (19.11) по существу подтверждает теорему о взаимности реакций (rji = rij), так как множители Mik(s)  и Mjk(s) в подынтегральном выражении можно менять местами.
Для определения реакций в наложенных связях от заданной нагрузки RiF воспользуемся теоремой о взаимности возможных работ состояний F и i,  изображенных на рис. 19.15,а,б (см. Крамаренко А.А. Лекции по строительной механике стержневых систем. Ч. 3. Статически неопределимые системы. Метод сил: Курс лекций / А.А. Крамаренко, Л.А. Широких. – Новосибирск: НГАСУ, 2002. – п. 15.1 пятнадцатой лекции).
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Так как
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то, используя равенство (19.13), получим:
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где 
[image: image59.wmf]d

Fi

– перемещение в направлении обобщенной силы F от смещения i-й наложенной связи на величину, равную единице в основной системе метода перемещений.
Перемещение 
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определяется по формуле, которую здесь приведем без доказательства:
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В соотношении (19.15): 
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 – изгибающие моменты в основной системе метода перемещений от смещения i-й наложенной связи на величину, равную единице; 
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Изгибающие моменты 
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Соотношение (19.15) с учетом зависимости (19.16) перепишется:
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После подстановки выражения (19.17) в формулу (19.14) окончательно получим
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Вычисление коэффициентов при неизвестных и свободных членов системы канонических уравнений метода перемещений с помощью соотношений (19.11), (19.12) и (19.18), как и в методе сил, можно произвести сопряжением соответствующих эпюр внутренних усилий, используя формулу Симпсона или правило Верещагина.
В двадцать второй лекции будет рассмотрено определение коэффициентов при неизвестных и свободных членов системы канонических уравнений метода перемещений в матричной форме.

19.6. Определение внутренних усилий в заданном сооружении. Промежуточные и окончательные проверки правильности расчета
На данном этапе расчета стержневых систем методом перемещений мы имеем эпюры изгибающих моментов М1, М2,…, Мj, …, Mn, MF, построенные в основной системе от смещения наложенных связей на величины Z1 = 1, Z2 = 1,…, Zj = 1,…, Zn = 1 и от заданной нагрузки, а также численные значения угловых и линейных перемещений узлов в заданном сооружении Z1, Z2,…, Zj,…, Zn,полученные в результате решения системы канонических уравнений (19.6). Окончательную эпюру изгибающих моментов для заданного сооружения получим, используя принцип независимости действия сил:
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Поперечные и продольные силы в сечениях заданной системы вычислим по эпюре изгибающих моментов из условий равновесия отдельных элементов и узлов (см. п. 5.4 первой части настоящего курса лекций).

Многоэтапность расчета статически неопределимых сооружений методом перемещений требует проведения проверок достоверности вычисления коэффициентов системы канонических уравнений, правильности решения этой системы уравнений, а также окончательной проверки эпюр внутренних усилий, полученных в результате расчета.
Главные и побочные коэффициенты rii и rij системы канонических уравнений (19.6) могут быть вычислены двумя способами – статическим (из условия равновесия узлов) и кинематическим (сопряжением соответствующих эпюр изгибающих моментов, построенных в основной системе метода перемещений от единичных кинематических воздействий). Кроме того, правильность вычислений любого побочного коэффициента rji может быть подтверждена независимым определением равного ему побочного коэффициента rij (см. п. 15.3 третьей части настоящего курса лекций).
Свободные члены RiF (грузовые коэффициенты) также могут быть получены статическим и кинематическим способами. При этом, используя соотношение (19.18), необходимо помнить, что грузовая эпюра изгибающих моментов 
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 должна быть получена в любой статически определимой основной системе метода сил, выбирая которую необходимо обязательно удалить i-ю наложенную связь.
При необходимости можно произвести универсальную и построчные проверки правильности вычислений коэффициентов при неизвестных системы канонических уравнений (19.6), а также проверку достоверности определения ее свободных членов. Для этого, как и в методе сил (см. п. 16.5 третьей части настоящего курса лекций), используют суммарную эпюру изгибающих моментов MS, полученную в основной системе метода перемещений суммированием эпюр изгибающих моментов от единичных кинематических воздействий:
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                (19.20)
На заключительном этапе производится проверка правильности эпюр внутренних усилий, построенных в заданном статически неопределимом сооружении. Если при решении задачи ошибки отсутствовали, то узлы заданного сооружения и любые его части должны находиться в равновесии. Это следует из того, что в реальном сооружении нет связей, в которых отрицались реакции в основной системе метода перемещений (см. п.19.3 настоящей лекции).
Дополнительно для окончательной проверки эпюр внутренних усилий, полученных для заданного сооружения от силового воздействия, можно использовать любую, желательно статически определимую, основную систему метода сил, для которой должны выполняться кинематические условия
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В соотношении (19.21): M(s) – изгибающие моменты от внешней нагрузки в заданном сооружении, вычисленные методом перемещений; 
[image: image73.wmf])
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 – изгибающие моменты в основной системе метода сил от единичного усилия, действующего в направлении i-й удаленной связи.

19.7. Пример расчета рамы на силовое воздействие методом перемещений

Построить эпюры внутренних усилий от силового воздействия в раме, показанной на рис. 19.16,а. Соотношение между значениями изгибных жесткостей поперечных сечений ригеля (горизонтального элемента) и наклонных элементов задано: EJP : EJH = = 3 : 1,125.
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Рис. 19.16
1. Расчет статически определимой части ригеля (рис. 19.16,б – правая консоль) и замена удаленной части соответствующими силами (рис. 19.16,в).

2. Вычисление погонных жесткостей элементов рамы. Сохраняя заданное соотношение между относительными значениями изгибных жесткостей поперечных сечений, примем EJP = 12, EJH = 5. В этом случае имеем (рис. 19.16,в):
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3. Определение степени кинематической неопределимости рамы. Число неизвестных угловых перемещений узлов рамы nθ = = 1, так как заданная стержневая система имеет только один жесткий узел, угол поворота которого Z1 от заданного силового воздействия нам неизвестен.
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Число независимых линейных перемещений nΔ определим по шарнирной схеме, изображенной на рис. 19.17 (см. п. 19.1 настоящей лекции). Степень свободы шарнирной схемы вычислим, используя соотношение (19.2)
W = 2Y – C – Co = 2 ∙ 3 − 2 −3 = 1.

Число независимых линейных перемещений узлов рамы совпадает со степенью свободы ее шарнирной схемы, т.е. nΔ = 1. Степень кинематической неопределимости рамы вычислим по формуле (19.1)
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4. Выбор основной системы метода перемещений. Угловую связь («плавающую» заделку) накладываем на узел b, линейную − горизонтально на узел а (рис. 19.16,г). Наложение горизонтальной линейной связи на узел а шарнирной схемы преобразует ее в геометрически неизменяемую систему. Таким образом, за неизвестные метода перемещений в данной задаче приняты угол поворота узла b − Z1 и горизонтальное перемещение узла а − Z2 заданной рамы от действующей на нее нагрузки. Численное значение этих неизвестных определим из системы канонических уравнений метода перемещений (см. п. 19.3 настоящей лекции)
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5. Построение деформационных схем элементов рамы в основной системе метода перемещений от смещения наложенных связей на величину, равную единице (рис. 19.18,а − от поворота угловой связи по часовой стрелке, рис. 19.19,а − от смещения линейной связи по горизонтали влево). Для определения линейных смещений узлов от перемещения горизонтальной наложенной связи влево на величину, равную единице, использован полярный план перемещений (рис. 19.19,б). На рис. 19.19,а показано линейное перемещение всех узлов и, в частности, узла b, который получил линейное перемещение вместе с наложенной на него угловой связью, т.е. не повернувшись.
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Рис. 19.18

[image: image81.png]S

7
&
7




Рис. 19.19

План перемещений позволяет легко определить перекосы элементов Δ, т.е. относительные отношения их концов в направлениях, перпендикулярных осям элементов в недеформированном состоянии. Из рис. 19.19,б видно, что (ab = 0,75, (be = 1,5, (bB = (ec = 1,25. Деформационные схемы, изображенные на рис. 19.18,а и рис. 19.19,а наглядно показывают растянутые и сжатые участки крайних волокон элементов, что позволит в дальнейшем правильно осуществить привязку имеющихся стандартных задач при построении эпюр изгибающих моментов в основной системе метода перемещений.
6. Построение эпюр изгибающих моментов М1 и М2 в единичных состояниях основной системы метода перемещений (рис. 19.18,б и рис. 19.19,в). При построении этих эпюр использованы стандартные задачи, рассмотренные в п. 19.4 настоящей лекции (см. рис. 19.9 и рис. 19.10). Ординаты эпюр изгибающих моментов отложены со стороны вытянутых волокон в соответствии с деформационными схемами, представленными на рис. 19.18,а и 19.19,а.

7. Построение эпюры изгибающих моментов МF в основной системе метода перемещений от заданной нагрузки (рис. 19.20,а, б). Эта операция состоит, по существу, в привязке имеющихся эпюр изгибающих моментов для стандартных стержней различных типов к соответствующим стержням основной системы (см. рис. 19.11 и  рис. 19.13).
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Рис. 19.20

8. Вычисление коэффициентов при неизвестных и свободных членов системы канонических уравнений (19.22), т.е. реакций r11, r12, r21, r22 в наложенных связях 1 и 2 от единичных кинематических воздействий и реакций R1F и R2F в этих же связях от заданной нагрузки в основной системе метода перемещений статическим способом. Перечисленные реакции изображены на соответствующих деформационных схемах (см. рис. 19.18,а; рис. 19.19,а; рис. 19.20,а). Рассмотрев равновесие узла b в единичных и грузовых состояниях основной системы, получим (рис. 19.21):

r11 = 19, r12 = –1,125, R1F = 162.
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Рис. 19.21
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Рис. 19.22
Реакция в наложенной связи считается  положительной, если ее направление совпадает с направлением смещения связи при построении соответствующей деформационной схемы в основной системе метода перемещений, и отрицательной − если не совпадает.
В соответствии с теоремой о взаимности реакций имеем:

r21 = r12 = –1,125.
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Из равновесия узла а Σ(Fx)a = 0 следует, что реакция в линейной связи 2 от ее смещения на величину, равную единице (r22), в основной системе метода перемещений равна продольной силе в элементе ab, т.е. r22 = Nab (рис. 19.22,б). Эту продольную силу вычислим, последовательно рассматривая равновесие узлов е и b (Nab = 2,2969). Таким образом, r22 = 2,2969. Читателям предлагается самостоятельно произвести вычисление продольной силы в элементе ab.

Аналогично вычисляется и реакция R2F для грузового состояния основной системы (рис. 19.22,в)
R2F = –Nab = –23,75.

Знак «минус» показывает, что направление реакции R2F (направо) противоположно направлению смещения линейной связи 2 (налево).

9. Проверка правильности вычислений коэффициентов при неизвестных и свободных членов системы канонических уравнений (19.22). С этой целью используем суммарную эпюру изгибающих моментов MS = M1 + M2 (рис. 19.23,а). Из основной системы метода перемещений образуем статически определимую основную систему метода сил, удалив все лишние связи, в том числе и наложенные (рис. 19.23,б), и построим в ней грузовую эпюру изгибающих моментов 
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 (рис. 19.23,в). В соответствии с изложенным в п. 19.6 настоящей лекции имеем:
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Суммы реакций соотношений (19.23) и (19.24) известны:

r11 + r12 + r21 + r22 = 19 − 2 ∙ 1,125 + 2,2969 = 19,0469,

R1F + R2F = 162 − 23,75 = 138,25.
Эти же суммы реакций вычислим сопряжением соответствующих эпюр изгибающих моментов
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        Совпадение левой и правой частей соотношений (19.23) и (19.24) без абсолютных погрешностей свидетельствует о правильности вычисления коэффициентов при неизвестных и свободных членов системы уравнений (19.22).
Полезно иметь в виду, что достоверность вычисления побочного коэффициента r12 можно подтвердить, определив статическим способом равный ему побочный коэффициент r21 (рис. 19.22,а), а главных коэффициентов r11 и r22 − сопряжением соответствующих эпюр изгибающих моментов (рис. 19.18,б и рис. 19.19,в)
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Эти проверки читателям предлагается выполнить самостоятельно.
10. Решение системы канонических уравнений (19.22).
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Z1 = –8,15;   Z2 = 6,35.
Полученные численные значения Z1 − угла поворота узла b против часовой стрелки (на это указывает знак «минус») и Z2 − горизонтального перемещения узла а влево в рассчитываемой раме от заданной нагрузки являются относительными, так как они вычислены при условно принятых жесткостях поперечных сечений элементов рамы (EJP = 12, EJH = 5).
11. Построение эпюр внутренних усилий в заданной раме. Ординаты эпюры изгибающих моментов в сечениях рамы вычислим, используя соотношение

M = –8,15M1 + 6,35M2 + MF (рис. 19.24,а).
По эпюре изгибающих моментов построим эпюру поперечных сил Q (рис. 19.24,б), а по эпюре Q − эпюру продольных сил N (рис. 19.24,в). Напоминаем читателям, что методика построения эпюр Q и N по имеющейся эпюре изгибающих моментов подробно изложена в п. 5.4 первой части и в п. 8.5 второй части настоящего курса лекций.
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Рис. 19.24
12. Кинематическая и статическая проверки расчета рамы. Используем основную систему метода сил и эпюру изгибающих моментов от X1 = 1, показанные на рис. 19.25.
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Рис. 19.25
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Кинематическая проверка выполнена с нулевой абсолютной погрешностью вычислений.

Для статической проверки запишем условия равновесия для всей рамы (рис. 19.26):
[image: image96.png]V. =62.82 kH

H.,=22.95 kH

M,=34.76 kIl

V.=18,79 xH




Рис. 19.26
ΣFx = − 40 + (62,82 − 18,79) ∙ 0,6 + (−5,97 + 22,95) ∙ 0,8 =

= −40 + 26,4 + 13,6 = 0;

ΣFy = 43,36 − 16 ∙ 6 − 30 + (62,82 + 18,79) ∙ 0,8 +
+ (5,97 + 22,95) ∙ 0,6 = −82,64 + 65,29 + 17,35 = 0.
Приведенные выше условия равновесия строго выполняются.
Читателям предлагается самостоятельно проверить третье условие равновесия для всей рамы, а именно
Σmom(F)В = 0,
где В − точка, совпадающая с левой жесткой заделкой наклонной стойки (рис. 19.16,в).
19.8. Учет продольных сил в расчетах сооружений методом перемещений

Необходимость учета продольных сил при расчете стержневых систем методом перемещений требует особого подхода к определению количества неизвестных в решаемых задачах. При этом формула (19.1) остается справедливой, т.е. по-прежнему
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Число неизвестных угловых перемещений nθ остается таким же, как и в случае, когда влиянием продольных сил на конечный результат расчета мы пренебрегаем, т.е. оно равно количеству жестких узлов сооружения. В рассматриваемом случае иным становится число неизвестных линейных перемещений узлов системы nΔ, которое определяется по шарнирной схеме сооружения, образуемой теперь не только введением режущих цилиндрических шарниров в жесткие узлы, но и удалением тех элементов, где требуется учесть продольные силы.
Пример 19.9.1. Определить степень кинематической неопределимости рамы, изображенной на рис. 19.27,а с учетом влияния продольных сил во всех стержнях и для ее расчета выбрать основную систему метода перемещений.
Шарнирную схему рамы образуем введением во все жесткие узлы, включая и опорные, цилиндрических шарниров и удалением стержней 1А, 12, 2В (рис. 19.27,б). Степень свободы этой шарнирной схемы определим по формуле (19.2):
W = 2Y − C − Co = 2 ∙ 4 − 0 − 4 = 4.
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Рис. 19.27

Степень кинематической неопределимости рамы равна
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Основная система метода перемещений показана на рис. 19.27,в.
Пример 19.9.2. Определить степень кинематической неопределимости комбинированной системы с учетом влияния продольных сил в стержнях 1А и 13 (рис. 19.28,а) и выбрать основную систему метода перемещений для ее расчета.

[image: image100.png]



Рис. 19.28

Шарнирная схема заданной стержневой системы показана на рис. 19.28,б. Обращаем внимание, что при образовании этой шарнирной схемы стержни 1А и 13 удалены. Степень свободы шарнирной схемы
W = 2Y − C − Co = 2 ∙ 6 − 5 − 5 = 2.
Степень кинематической неопределимости рамы
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Основная система метода перемещений изображена на рис. 19.28,в.

Чаще всего продольные силы при расчетах сооружений учитываются в незагруженных элементах, имеющих на концах цилиндрические шарниры. Продольную силу в таких элементах от взаимного смещения их концов в направлении оси на величину, равную Δ определим методом сил (рис. 19.29,а).
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Рис. 19.29
Основная система метода сил показана на рис. 19.29,б. Реакцию в удаленной связи определим из условия
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Используя эпюру продольных сил от X1=1 (рис. 19.29,в,г), получим при ЕА=const:
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Решив уравнение (19.25), имеем:
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Окончательную эпюру продольных сил определим с помощью соотношения

N = N1 X1  (рис. 19.29,д).

19.9. Вопросы для самопроверки

1. Сформулируйте допущения, принимаемые при расчете балочных и рамных статически неопределимых систем методом перемещений.

2. Какие величины принимаются за неизвестные в расчетах стержневых систем методом перемещений?

3. Поясните смысл терминов «узел» системы и «элемент» системы. Определите число узлов и элементов в стержневой системе, заданной преподавателем.

4. Каким образом определяется число неизвестных угловых перемещений узлов сооружения? Линейных перемещений узлов сооружения?

5. Как определяется степень кинематической неопределимости сооружения?

6. Как образуется основная система метода перемещений?

7. Какие требования предъявляются к наложению на узлы сооружения линейных связей при образовании основной системы метода перемещений?

8. Задана дважды кинематически неопределимая рамная система, испытывающая силовое воздействие. Требуется:
а) выбрать для нее основную систему метода перемещений;

б) для ее расчета записать в общем виде систему канонических уравнений метода перемещений;

в) пояснить физический смысл каждой строки записанной системы уравнений;

г) пояснить смысл величин r11, r12, r21, r22, R1F, R2F, Z1, Z2, r11Z1, r12Z2, r21Z1, r22Z2, входящих в систему уравнений.
9. На базе каких данных производится построение эпюр изгибающих моментов в основной системе метода перемещений от единичных кинематических воздействий и от заданной нагрузки?
10. Перечислите типы стандартных задач, используемых при расчете стержневых систем методом перемещений. Каким образом они могут быть решены от различного вида кинематических и силовых воздействий?

11. Какие способы существуют для вычисления коэффициентов при неизвестных и свободных членов системы канонических уравнений метода перемещений? В чем заключается суть статического способа для их определения? Запишите в общем виде выражение для вычисления коэффициентов rii, rij, RiF кинематическим способом.

12. Каким образом можно проверить правильность вычисления коэффициентов при неизвестных и свободных членов системы канонических уравнений метода перемещений?

13. Как производится построение окончательных эпюр внутренних усилий в заданном сооружении при силовом воздействии на него?

14. Сформулируйте смысл статической проверки правильности расчета заданной статически неопределимой системы методом перемещений.

15. В какой-то статически неопределимой раме от заданного силового воздействия методом перемещений получена эпюра изгибающих моментов. Как произвести кинематическую проверку ее достоверности?
16. Задана конкретная комбинированная система, содержащая незагруженные элементы, ограниченные по концам цилиндрическими шарнирами. Определите степень кинематической неопределимости этой системы с учетом влияния продольных сил упомянутых элементов и осуществите выбор соответствующей основной системы метода перемещений.
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