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         Подавляющее большинство инженерных конструкций (в том числе строительных) в расчётах, выполняемых с целью вы-явления их напряжённо-деформированного состояния, относят-ся  к классу систем, называемых статически неопределимыми.
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       Статически неопределимой называется геометрически неизменяемая система, для нахождения силовых факторов в которой недостаточно одних лишь уравнений равновесия. 
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         Понятие статически неопределимой системы (СНС) являет-ся условным, применимым только к системам, в расчётах кото-рых не учитывается конструктивная нелинейность (см. Прило-жение). В данных методических указаниях рассматриваются исключительно линейно деформируемые системы (ЛДС), обла-дающие свойствами физической, геометрической и конструк-тивной линейности*). Их статическая неопределимость обуслов-лена наличием лишних связей [6].
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         Статически неопределимые системы обладают следующи-ми основными свойствами:

         1. Распределение ( поле ) усилий в СНС зависит не только от воздействий, геометрии и структуры системы, но и от жёстко-стей элементов ( соотношений и, в общем случае, числовых зна-чений жесткостных характеристик ). 
         2. Кинематические  воздействия  ( смещения опор,  неточно-сти  изготовления  элементов  и  монтажа  конструкции ),  а  также изменения температуры вызывают в статически неопределимой системе  изменения  силовых  факторов  ( СНС  чувствительны  в статическом отношении к кинематическим и тепловым воз-действиям ). 

         3. Распределение усилий в СНС в среднем более равномер-ное, а перемещения – меньше, чем в подобной ей статически определимой системе.
         Для расчёта СНС кроме уравнений статики должны ис-пользоваться  геометрические уравнения ( условия совместности  деформаций  и/или  перемещений )   и   физические  зависимости;    т.е.  рассматриваются все три стороны задачи механики.
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*)   Деформации элементов системы происходят в стадии упругой рабо-

     ты материала согласно закону Гука;  перемещения малы;  уравнения
     равновесия записываются для «недеформированной» схемы.
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         Методы расчёта статически неопределимых систем  разли-чаются в первую очередь по тому, какие величины принимаются в качестве основных неизвестных метода.
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       Основные неизвестные – расчётные величины, после определения которых все силовые факторы и перемещения  в СНС могут быть найдены с помощью стандартных про-цедур ( в частности,  рассмотрением отдельных элементов ).
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         Встречающийся в литературе термин «лишние неизвест-ные» представляется неудачным, так как не соответствует роли и значению этих величин в расчёте.
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          Расчётной моделью, на основании которой строится математическая модель решения задачи (основные уравнения и формульный аппарат), является основная система метода – расчётная схема, выявляющая выбранные основные неизвест-ные и получаемая путём определённых, специфических для каждого метода, трансформаций исходной расчётной схемы рассматриваемой СНС.          
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       Один из трёх классических методов расчёта СНС –   метод сил (МС) *), в котором основными неизвестными явля-ются реакции лишних связей ( характерные силовые факторы).
1.  ОСНОВЫ  ТЕОРИИ  РАСЧЁТА  СТАТИЧЕСКИ

НЕОПРЕДЕЛИМЫХ СИСТЕМ  МЕТОДОМ  СИЛ
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1.1. Степень статической неопределимости
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       Степенью статической неопределимости деформи-руемой системы называется разность между числом nS под-лежащих определению силовых факторов в ней и количест-вом nур независимых уравнений равновесия, которые могут  быть  записаны  для  их  нахождения:
                                           nst = nS  –  nур .
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         Степень статической неопределимости nst  равна числу лишних связей nл.с.. Для любой плоской стержневой системы её можно вычислять как

      nst = nл.с. = – W = – 3D + 3П + 2H + C + C0 ,**)          ( 1.1 )
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*)     Два других метода – перемещений и смешанный.
**)  См. [6]. 
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предварительно убедившись в том, что в расчётной схеме задан-ной  системы   отсутствуют   ложные   связи  ( см.  Приложение ). Для рам, балок и некоторых комбинированных систем более удобна формула 
где K – число  независимых  замкнутых  контуров   в   расчётной
             схеме системы,  образованных её элементами  друг с дру-

             гом и диском «земля»;

      Н – число  простых  шарниров  ( с  учётом  возможной  кратно-

             сти шарниров системы ).
         Степень статической неопределимости плоской фермы рационально находить по формуле
      nst = – W =  – 2Y  + C + C0 .                       ( 1.3 )
         Например,  для системы,  изображённой  на  рис. 1.1, а,  при использовании  формулы ( 1.1 )  имеем  D = 3  (стержни AGL, LPB и cf ); П = 0; Н = 1 ( шарнир L ); С = 4 (стержни Gc, ce, hf, fP); C0 = 6, тогда  nst = –
[image: image263.bmp]  При  расчёте  по  ( 1.2 ):  K = 4 ( контуры  AGcfPBA, GceG, LhfceL  и  fhPf  );  H = 9 ( простые шар-ниры G, e, L, h, P  и  двойные  c и  f  ); в результате nst = 
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Рис. 1.1

         Для  фермы  (рис. 1.1, б)  по  формуле ( 1.3 ): Y = 6  ( включая опорные узлы); С = 9; С0 = 4; nst = –
[image: image3.wmf].
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 Применяя выра-жение ( 1.2 ), имеем K = 8 ( AdcA, cdehc, cdec, dehd, BheB, AchBA и два контура у опор А и В,  образованные «землёй»  и опорными стержнями ); Н = 22;  nst = 
[image: image4.wmf].
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 Если шарнирные опоры А и В
представить иначе, применив к упругим связям гипотезу отвер-дения (рис. 1.1, в), то исчезают два приопорных контура и шесть шарниров опорных связей, тогда K = 6; Н = 16;  nst = 
[image: image5.wmf].
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1.2. Идея метода сил
         Суть  идеи:  если  основные  неизвестные  ( реакции  лишних связей )  найдены,  то  любые  силовые  факторы  в  системе  далее могут быть определены из условий равновесия её частей или узлов. 

         Так как для определения силовых факторов в СНС недо-статочно одних лишь уравнений статики, то для отыскания ос-новных неизвестных используются дополнительные зависимо-сти, являющиеся, согласно принципу двойственности в механике, кинематическими  ( описывающими  геометрическую сторону за-дачи ). Их количество равно числу лишних связей ( ровно столь-ко, сколько недостаёт уравнений равновесия ); их смысл – равен-ство перемещений по направлениям лишних связей при одина-ковых ( заданных ) воздействиях в двух системах – рассчитывае-мой статически неопределимой ( РСНС ) и системе, полученной из исходной СНС удалением лишних связей с приложением вза-мен них реакций ( она называется основной системой метода сил – ОСМС). Выполнение указанных кинематических условий обес-печивает эквивалентность деформированных, а следовательно, и напряжённых состояний РСНС и ОСМС. Будучи выражены на основании физических соотношений через силовые факторы, в том  числе  основные  неизвестные  метода  сил  ( реакции  лишних связей ),  геометрические  ( кинематические )  уравнения  позволя-ют найти эти неизвестные.
1.3. Основная система метода сил
       Основная система метода сил – это геометрически неизменяемая и, как правило, статически определимая систе-ма, получаемая из рассчитываемой СНС путём удаления лишних связей с приложением вместо них реакций этих связей.
         При изображении основной системы реакции удалённых лишних связей ( основные неизвестные метода сил ) обозначают-ся, независимо от их типа (силы или моменты), как X1 , X2 , …, Xn .  

         Данное выше определение основной системы допускает возможность удаления как всех, так и части лишних связей.       В первом случае число основных неизвестных n совпадает со степенью статической неопределимости nst , и получаемая ОСМС статически определима. Во втором случае n < nst , и основная си-стема остаётся статически неопределимой. Но если для неё воз-можен расчёт по вспомогательным формулам или табличным данным, её использование может быть целесообразным.
         На рис. 1.2 показано, как изображаются на схеме основной системы неизвестные Х – реакции различных удаляемых лишних связей – внешних и внутренних, линейных и угловых.
                          У  д  а  л  я  е  м  ы  е       с  в  я  з  и
               в  н  е  ш  н  и  е                           в н у т р е н н и е














Рис. 1.2
         Следует обратить внимание на то, что в результате удале-ния связи всегда выявляются два противоположно направлен-ных силовых фактора Х, приложенных к двум разным объек-там, ранее соединённым удалённой связью. Если связь внешняя, то один из парных факторов Х прикладывается к диску «земля»  ( на  рис. 1.2  такие  моменты или силы обозначены  пунктирными линиями ) и обычно на схеме не приводится.  Но если по направ-лению удаляемой внешней связи имеется заданное кинемати-ческое  воздействие  ( смещение опорной связи ),  то  учёт  этого второго фактора Х на схеме и в расчёте обязателен! 
         На рис. 1.2 все удаляемые связи – жёсткие. При наличии в заданной системе упругоподатливых связей и намерении вклю-чить в число основных неизвестных их реакции нужно иметь в
виду, что саму упругую связь 
лучше сохранить  в  основной 
системе,  а  удалить  ту  жёст- 
кую связь,  с  помощью  кото- 
рой  упругая  опора  прикреп-

ляется к «земле» ( рис. 1.3 ). 
         В рассчитываемой статически неопределимой системе лиш-ними можно считать разные связи. Например, в трижды стати-чески неопределимой раме  ( рис. 1.4 )  в  качестве лишних могут рассматриваться внешние связи в виде опорного защемления В, тогда  получается  основная  система,  показанная  на  рис. 1.4, б. Если же лишними считать внутренние связи в сечении ригеля рамы, то возникает другая ОСМС ( рис. 1.4, в ). Ещё одна основ-ная система для той же заданной рамы будет соответствовать комбинации реакций удалённых внешних и внутренних связей   ( рис. 1.4, г ). 

             а)                         б)                                              г)



                                                                      в)

Рис. 1.4          
         Очевидно, что комбинаций внешних и внутренних угловых и линейных связей, рассматриваемых как лишние, может быть много, соответственно и принципиально разных вариантов ос-новной системы. Число возможных вариантов неограниченно возрастает, если принимать в расчёт различие в координатах мест удаления связей. Единственным обязательным требовани-ем к основной системе является её геометрическая неизменя-емость. Поэтому для выбора расчётного варианта ОСМС следу-ет руководствоваться некоторыми соображениями рационально-сти, представленными в виде следующих рекомендаций:

         1. Основная система должна по возможности минимально отличаться по общему характеру своей работы от рассчитывае-мой СНС.

         2. Нежелательно удалять линейные связи, особенно внеш-ние.  Предпочтительнее  удаление  угловых  связей  ( введение ци-линдрических шарниров ).

         3. Для упрощения расчёта лучше выбирать основную систе-му с максимально простой структурой  ( если возможно,  то с гла-вными и второстепенными частями ).

         4. Связи целесообразно удалять в узлах системы, включая опорные.

         5. Если  рассчитываемая  СНС  симметричная,  то  выгодно выбирать симметричную основную систему.
         Действуя по данным рекомендациям, стоит учитывать, что, во-первых, они не являются обязательными, во-вторых, между ними имеются некоторые противоречия ( например, между 1, 3 и  4 ),  в-третьих,   для несложных систем  с  небольшим  числом  эле-ментов и лишних связей пренебрежение ими не вызывает прин-ципиальных затруднений в расчёте. Поэтому в каждом конкрет-ном случае нужно при выборе рационального варианта ОСМС оценивать суммарный выигрыш от реализа- 
ции того или иного набора рекомендаций. 
         Так, из представленных на рис. 1.4 ва-

риантов ОСМС первым двум рекомендаци-

ям в большей степени отвечает вариант «г»,
а третьей  и  пятой – «в».  Более удачной яв-

ляется симметричная ОСМС, изображённая               Рис. 1.5

на рис. 1.5. 
         Выбор основной системы осуществляется, как правило, не-зависимо от заданных воздействий, но иногда бывает целесооб-разным учитывать их особенности. Например, при одной нагруз-ке F ( см. рис. 1.4 и 1.5 ) варианты «б» и «в» имеют некоторые преимущества в сравнении с другими, так как от этой нагрузки внутренние усилия в них возникают лишь на участке от точки приложения F до опорного защемления, а в других вариантах     ( «г» и по рис. 1.5 ) в восприятие нагрузки вовлекается вся ОСМС. Вариант «в», кроме того, предпочтительнее из-за его симметрии.

В случае многовариантных воздействий учёт их особенностей при выборе ОСМС теряет смысл.        
         Отметим, что при выявлении лишних связей могут исполь-зоваться понятия внешней и внутренней статической неопреде-лимости системы, в общем случае не имеющие объективного со-держания, поскольку связаны с принимаемым решением о том, сколько лишних связей из общего числа nл.с. являются внешни-ми, а сколько – внутренними. Например, при оценке лишних связей рамы, рассмотренной выше, по варианту ОСМС, показан-ному на рис. 1.4, б, заданная система трактуется как трижды внешне статически неопределимая; по варианту рис. 1.4, в – трижды внутренне статически неопределимая; а по вариантам рис. 1.4, г  и  рис. 1.5 – дважды внешне и один раз внутренне статически неопределимая. Существует единственный случай, когда понятие внутренней статической неопределимости имеет объективный  смысл:   все  внешние 

связи  рассчитываемой СНС необхо-
димые,  как,  например,  на рис. 1.6,
где изображена так называемая «ра-  
ма  Виренделя» –  степень  её  внут-                           

ренней  статической  неопределимо-

сти равна 12. 

         На рис. 1.7 приведены некоторые характерные примеры построения основных систем метода сил для плоских стержне-вых статически неопределимых систем разных типов. Заданные воздействия ( нагрузки и др.) условно не показаны.
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         Основные неизвестные Х3 и Х4 в рамной системе – резуль-тат одновременного удаления двух угловых связей в жёстком узле. Для фермы основными неизвестными могут быть только продольные силы в её стержнях или реакции лишних внешних   ( опорных ) связей. 
         Использование неудачной основной системы, особенно вы-бранной с игнорированием 1-й и 2-й рекомендаций на с. 8 и 9, может породить вычислительные трудности ( при «ручном» счё-те )  из-за необходимости  решать плохо  обусловленную  систему уравнений, что требует выполнения расчёта с увеличенным чис-лом значащих цифр.  Правда,  при
невысоких степенях  статической
неопределимости  это,  как прави-
ло, неопасно. Примером такой не- 
удачной ОСМС  является  изобра-

женная на рис. 1.8 ( ср. с рис. 1.7 ).                       Рис. 1.8                        
1.4.  Канонические уравнения метода сил
         Основная система метода сил, играющая роль расчётной           модели задачи определения силовых факторов в статически неопределимой системе, используется для построения матема-тической модели – совокупности уравнений и формул, из кото-рых основными являются уравнения, предназначенные для вы-числения основных неизвестных. Эти уравнения в методе сил, как и в других классических методах, носят название каноничес-ких, поскольку имеют строго установленную общую форму за-писи ( см. ниже ).
1.4.1. Сущность канонических уравнений
       Канонические уравнения метода сил ( КУМС )  получают-ся из условия эквивалентности напряжённо-деформирован-ных состояний двух систем – рассчитываемой статически неопределимой  ( РСНС )   и   основной  системы  метода  сил, если к обеим приложить заданные воздействия, а в ОСМС – также реакции удалённых лишних связей – основные неиз-вестные X1 , X2 , …, Xi , …, Xn.     
         Указанное условие выражается равенством перемещений по  направлениям  удалённых  лишних  связей ( или,  что  то же  са-мое,  по направлениям их реакций,  т.е. основных неизвестных  X1 , X2 , …, Xi , …, Xn ) в основной системе и рассчитываемой СНС от заданных воздействий и одновременно ( в ОСМС )  от  реакций всех удалённых лишних связей: 
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где 
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 перемещения в основной системе и в рассчи-

                                  тываемой  СНС  по  направлению  i-го  основ-

                                  ного  неизвестного ( Xi )  от  указанных  выше 

                                  воздействий. 

         Если  удалённые  связи  жёсткие  ( а  это  возможно  даже  при наличии в системе упругих связей – см. рис. 1.3 ), то 
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         Уравнения ( 1.5 ) – кинематические, относящиеся к геомет-рической стороне задачи. Принято говорить, что они  отрицают полные перемещения в ОСМС по направлениям удалённых лишних  связей  ( по  направлениям основных неизвестных Х ).
         Для рассматриваемых линейно деформируемых систем справедлив   принцип   независимости  воздействий   ( суперпози-ции, аддитивности ), на основании которого полное перемещение


[image: image10.wmf]ОСМС

i

D

можно представить как сумму составляющих – от задан-ных воздействий и от истинных основных неизвестных Х:
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где  i – перемещение   в  ОСМС  по направлению  i-й  удалённой

                лишней связи ( по направлению основного неизвестного

                Xi ) от заданного воздействия общего вида ( символ воз-

                действия –  ); частными случаями могут быть силовые

                воздействия  –  нагрузки  ( символ F,  перемещение iF ),

                тепловые воздействия – изменения  температуры  ( сим-

                вол t,  перемещение  it )  и  кинематические воздействия

                – смещения связей ( символ c,  перемещение ic );

       iX  – перемещение   в  ОСМС  по направлению  i-й  удалённой

                лишней связи ( по направлению основного неизвестного

                Xi ) от одновременного действия всех основных неизве-
                стных X1, X2 , …, Xn – реакций удалённых лишних связей.  
         Также по принципу суперпозиции суммарное перемещение
 iX  ( от всех Х одновременно )  представляется  как сумма состав-ляющих 
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от каждой реакции Xk в отдельности:

     ,                      ( 1.7 )
где  ik – перемещение  в  ОСМС  по  направлению  i-й удалённой
                лишней связи  ( по  направлению  основного неизвестно-

               го  Xi ) от единичной реакции k-й удалённой лишней свя-
               зи ( от Xk = 1 ).
1.4.2. Варианты записи и смысл канонических уравнений МС

         Подстановка ( 1.6 )  и  ( 1.7 )  в  ( 1.5 ) дает систему уравнений
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которые и называются  каноническими  уравнениями  метода  сил ( КУМС ).
         Это неоднородные алгебраические уравнения, линейные относительно основных неизвестных Х. 
         В развёрнутом виде:
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Смысл КУМС и их компонентов
         1. Система канонических уравнений в целом по сути – ки-нематические условия эквивалентности основной системы МС  и заданной системы  при одинаковых воздействиях и истинных реакциях Х удалённых лишних связей; по форме – отрицание полных перемещений в ОСМС по направлениям всех основных неизвестных Х. 

         2. Произвольное  ( i-е )  уравнение  –  отрицание  полного  пе-ремещения в  ОСМС по направлению i-й  удалённой лишней связи  ( суммарного перемещения 
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 от  заданных  воздействий  (  )   и одновременно действующих реакций всех удалённых лишних связей X1, X2 ,…, Xn ). 

         3. Левая   часть   i-го   уравнения  –  полное   перемещение  в  ОСМС  по направлению  i-й  удалённой лишней связи  ( суммарное перемещение 
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от заданных воздействий (  ) и одновремен-но действующих реакций всех удалённых лишних связей X1,     X2 , …, Xn ).
         4. Свободный   член   i-го   уравнения  i   –  перемещение   в  ОСМС  по направлению  i-й  удалённой  лишней связи  ( по направ-лению основного неизвестного Xi ) от заданных воздействий ().
         5. Слагаемое ik Xk   i-го уравнения – перемещение   в  ОСМС  по  направлению  i-й  удалённой  лишней  связи  ( по  направлению основного  неизвестного  Xi )  от  истинной  реакции Хk  k-й   уда-лённой  лишней  связи. 

         6. Коэффициент ik  при неизвестном  Xk  в  i-м  уравнении – перемещение в ОСМС по направлению i-й удалённой лишней  свя-зи  ( по направлению  основного  неизвестного  Xi )  от  единичной  реакции Хk = 1  k-й   удалённой  лишней  связи.
         Собственные единичные перемещения 11, 22 , …, ii , …, nn  в ОСМП называются главными коэффициентами канонических уравнений МC, а величины ik
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– побочными перемещени-ями (побочными коэффициентами уравнений).
         По теореме Максвелла о взаимности единичных перемеще-ний ik = ki .  
         Матричная форма  записи  канонических  уравнений  ( 1.8 ) и ( 1.9 ):
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                                      X           
где  – матрица коэффициентов КУМС – матрица внешней упру-

             гой податливости основной системы МС по направлени-

             ям  основных неизвестных Х ;

      Х – матрица  ( при  одном  варианте  заданных  воздействий  –
             вектор ) основных неизвестных;

 – матрица ( при  одном  варианте  заданных  воздействий  –
             вектор )  перемещений в ОСМС по направлениям удалён-

             ных лишних связей от заданных воздействий.   

         Компоненты матрицы внешней податливости  – переме-щения  в ОСМС от единичных основных неизвестных;   i-я стро-ка матрицы – значения перемещения по направлению Хi  от X1 = 1,  X2 = 1, …, Xk = 1, …, Xn = 1 ( последовательно );   k-й столбец матри-цы – перемещения по направлениям всех удалённых лишних связей от единичной реакции k-й связи ( от Хk = 1 ).
          Рис. 1.9 иллюстрирует смысл коэффициентов и свободных членов КУМС. На рис. 1.9, а показан фрагмент некоторой стати-чески неопределимой системы, на рис.1.9, б – основная система, а на рис. 1.9, в  и  г – её  k-е единичное и «грузовое» ( от заданной нагрузки ) состояния.


 а)                                                     б)       




 в)                                                      г)




Рис. 1.9
         В  k - м единичном состоянии ОСМС  ( рис. 1.9, в ) возникают перемещения 1k , 2k , …, ik , …, kk , …, nk , являющиеся компо-
нентами k-го столбца матрицы 
         Свойства матрицы внешней податливости ОСМС
 и её компонентов:

      1) матрица    –  квадратная   n-го  порядка,   невырожденная
( Det ()
[image: image20.wmf]0

¹

 – это является достаточным условием геометричес-

кой   неизменяемости   ОСМС ),    положительно   определённая
( Det () > 0 ), симметричная относительно главной диагонали;

      2) главные  коэффициенты  –  собственные  перемещения  ii 
[image: image21.wmf])

,
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 – существенно положительные ( ii > 0 );
      3) побочные  коэффициенты  ( побочные  перемещения  ik  ) – попарно равные ( ik = ki );  они  могут  быть  и  положительными, и отрицательными, и нулевыми;

      4) сумма компонентов матрицы податливости – положитель-ная:   
1.4.3. Способы определения коэффициентов

и свободных членов КУМС, их проверки
         Коэффициенты  канонических уравнений ( единичные пере-мещения 
[image: image22.wmf])
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 в ОСМС )  и  их свободные члены ( пере-мещения  i  
[image: image23.wmf])

,

1

(

n

i

=

 от  заданных  воздействий )  определяются методом Максвелла – Мора*) по формулам
                         
[image: image24.wmf]å

å

ò

å

=

=

+

=

S

m

j

l

m

j

j

k

j

i

j

j

S

k

i

ik

S

j

u

C

R

R

dx

C

S

S

по

1

1

,

,

δ

;              ( 1.11 )

[image: image25.wmf],

ε

по

1

1

)

(

),

(

,

по

1

1

,

,

Δ

å

å

ò

å

å

å

ò

å

=

=

=

=

S

D

-

+

+

+

=

D

+

D

+

D

=

D

S

m

j

l

m

j

j

i

j

j

t

S

i

S

m

j

l

m

j

j

F

j

i

j

j

S

F

i

ic

it

iF

i

t

S

j

S

j

u

R

dx

S

C

R

R

dx

C

S

S

  ( 1.12 )
где SF  и  Rj,F   – внутренние  силовые  факторы  ( в  общем  случае –

                         изгибающие  и  крутящие моменты,  продольные  и

                         поперечные силы ) и реакции упругих связей в ос-
                         новной системе   от   заданной  нагрузки  ( силового
                         воздействия );
*)  В частных случаях возможно использование других методов,

     например, метода начальных параметров для балок.

 Si, Rj, i и R(j), i – внутренние усилия, реакции упругих и смещаемых

                         связей в  i-м  единичном состоянии ( от Хi = 1 ); 

                CS   – жёсткость сечения стержня при деформации, соот-

                         ветствующей усилию S ;

                 Cj   – жёсткость j-й упругой связи;

                S,t  – свободные (нестеснённые)  температурные дефор-

                         мации, соответствующие силовым факторам S ;

                (j) – компоненты заданных смещений связей. 

         В  подынтегральных  выражениях  формул ( 1.11 )  и  ( 1.12 ) усилия, характеристики сечений и температурные деформации – функции от координаты xj в локальной собственной системе координат j-го участка ( или элемента ), начало  которой  совпада-ет с одним из концов участка, а осью абсцисс является продоль-ная ось стержня*):   Si = Si (xj),   Sk = Sk (xj),   SF = SF (xj),   CS = CS (xj),   S,t = S,t (xj).
         Для плоской стержневой системы:
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визна  и относительная продольная 

деформация  оси  стержня  от изме-
менения  температуры  ( рис. 1.10 );  
tnr, j  и t0, j – неравномерная и рав-

номерная  составляющие прираще-

ний температуры  j-го  участка;
h j – высота сечения;
j – коэффициент линейного темпе-    
ратурного  расширения  (КЛТР).                      Рис. 1.10
*)  В случае криволинейного стержня вместо декартовой координаты xj  

     используется криволинейная координата sj . 

         Вычисленные коэффициенты и свободные члены канони-ческих уравнений должны быть проверены, для чего исполь-зуются суммарные единичные силовые факторы – внутренние усилия Ss в так называемом суммарном единичном состоянии основной  системы  ( от одновременного действия  всех основных неизвестных,  равных единице: неизвестныхнейная координатао декартовой координаты 


































































  X1 = 1, …, Xn = 1 ),  а  также  возни-

кающие в этом состоянии реакции упругих связей Rj, s (
[image: image28.wmf]u
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)
и реакции R(j), s связей с заданными смещениями (j) (
[image: image29.wmf]D
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):

         1) собственное обобщённое суммарное единичное переме-щение ss по направлениям всех удалённых лишних связей, вычисляемое по формуле
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должно   быть   равно   сумме   всех   коэффициентов  КУМС   ( это универсальная проверка коэффициентов ):
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         2) суммарное единичное перемещение по направлению i-й удалённой лишней связи 
                                            ( 1.17 )
должно  быть  равно  сумме  коэффициентов  i-го канонического уравнения ( это  построчная  проверка  коэффициентов,  произво-димая при невыполнении условия ( 1.16 ) ):

                                                                        ( 1.18 )
         3) обобщённое ( суммарное ) перемещение s  по  направле-ниям всех удалённых лишних связей от заданных воздействий, вычисляемое по формуле
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должно быть равно сумме всех свободных членов КУМС:
                                         
[image: image33.wmf]å

=

S

S

D

D

=

=

n

i

i

s

1

.

(?)

                             ( 1.20 )
         Для плоской системы зависимости ( 1.15 ) – ( 1.20 ) прини-мают вид
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( универсальная проверка коэффициентов КУМС );     ( 1.21 )                        
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                      ( проверка свободных членов КУМС ).          ( 1.23 )

         Дополнительными проверками коэффициентов, основанны-ми на использовании свойств единичных перемещений, могут служить:
       а) контроль положительности собственных перемещений ii ; 
       б) сопоставление  значений  пар  перемещений  ik и ki  ( если  
они вычислялись без использования теоремы Максвелла ) – дол-жно выполняться равенство ik = ki.
1.5. Определение основных неизвестных, вычисление усилий в заданной системе и проверки результатов расчёта
         Решением системы канонических уравнений 
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находятся  основные  неизвестные  X1 , X2 , …, Xn ,   используемые затем для вычисления усилий S в ОСМC от этих реакций уда-лёных лишних связей вместе с заданными воздействиями. Если реакции X1 , X2 , …, Xn  найдены правильно, то усилия в ОСМС могут  считаться  равными  ( с  допустимыми  вычислительными погрешностями )  искомым  усилиям  в  заданной  рассчитываемой 
системе. Согласно принципу суперпозиции воздействий,
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          ( 1.25 )
где Sk – усилия в k-м единичном состоянии ОСМС ( от Xk = 1 ); 
       S – усилия в ОСМС от заданных воздействий.

         Для элементов с преобладающим изгибом усилия S – это изгибающие моменты M и поперечные силы Q, для элементов типа затяжек, подкосов и т.п., а также для стержней ферм S – это продольные силы N. 
         При выполнении расчёта «вручную» в первую очередь вы-числяются изгибающие моменты    
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              ( 1.26 )

затем  –  поперечные  силы  ( с помощью зависимости Q = dM / dx и условий равновесия отдельных элементов ), после чего из урав-нений равновесия узлов находятся продольные силы N. В случае статически определимой ОСМС S = SF , а при тепловых и кине-матических воздействиях в ( 1.25 ) и ( 1.26 ) исключаются вторые слагаемые. 
         Другой способ – определение усилий в ОСМС её расчётом на заданные воздействия и найденные реакции Х удалённых лишних связей.

         Результаты расчёта, особенно выполненного «вручную», требуют проверки ввиду достаточно большого числа причин, по которым возможно возникновение ошибок на разных этапах ре-шения задачи. Некоторые из них, возникшие на стадиях форми-рования и решения системы КУМС и в последующих процеду-рах, не выявляются вышеописанными промежуточными провер-ками  ( например,  ошибки  в  уравнениях равновесия  при опреде-лении усилий в единичных и «грузовом» состояниях ОСМС ).

         Полная проверка результатов расчёта статически неопре-делимой системы методом сил состоит из двух частей: стати-ческой и кинематической.
         Статическая проверка заключается в том, что при найден-ных значениях силовых факторов и заданных нагрузках выпол-няется контроль выполнения условий равновесия:  

         а) узлов, 

         б) произвольно выделенных частей системы,

         Статическая проверка может выявить ошибки, допущенные при нахождении силовых факторов из условий равновесия в стадии подготовки данных для определения коэффициентов и свободных членов канонических уравнений, либо ошибки вы-числений результирующих усилий по формулам ( 1.25 ), ( 1.26 ). Если усилия S1 , S2 , …, Sn и S  найдены правильно, и расчёт S выполнен корректно, то никакие ошибки в определении основ-ных неизвестных Х ( из-за неправильных матриц  и/или  либо неверного  решения  «вручную»  КУМС )  статической  проверкой не обнаруживаются, так как найденные явно ошибочные усилия S будут удовлетворять условиям статики.

         Кинематическая ( деформационная ) проверка – вычисление перемещений, которые в заданной системе заведомо равны нулю ( по направлениям жёстких связей ).

         В методе сил главной является кинематическая проверка, так как с её помощью контролируется выполнение исходного требования кинематической эквивалентности ОСМС и рассчи-тываемой системы ( см. с. 6 и 11 ), а именно – обеспечения равен-ства нулю полных перемещений в ОСМС по направлениям уда-лённых лишних связей при значениях неизвестных Х и соответ-ствующих им усилий S, найденных в результате расчёта .
         Кинематическая проверка выполняется путём вычисления указанных перемещений по формулам метода Максвелла – Мора с использованием для определения упругих деформаций основ-ной системы найденных усилий S. Контролируемыми перемеще-ниями могут быть: 
         1) обобщённое ( суммарное ) перемещение s  по  направле-ниям всех удалённых лишних связей,  вычисляемое  по  формуле 

[image: image41.wmf]å

å

ò

å

å

å

ò

å

=

=

=

=

D

-

+

+

=

D

S

m

j

l

m

j

j

s

j

j

t

S

s

S

m

j

l

m

j

j

j

s

j

j

S

s

s

t

S

j

S

j

u

R

dx

S

C

R

R

dx

C

S

S

по

1

1

)

(

),

(

,

по

1

1

,

Δ

ε

 ( 1.27 )

( здесь Ss , Rj, s и R(j), s – суммарные единичные усилия  и  реакции ); оно должно быть равно нулю – этот контроль результатов назы-вается их  универсальной ( полной ) кинематической проверкой ;
          2) перемещение i по направлению некоторой i-й удалён-ной лишней связи 
, ( 1.28 )

которое тоже должно быть равным нулю – частная кинематиче-ская проверка. В ( 1.28 ) Si , Rj, i и R(j), i – усилия и реакции от Xi = 1. 

         Последние  два  слагаемых  в  формуле  ( 1.28 )  требуют  вы-полнения в точности тех же самых вычислений, с помощью ко-торых при температурных и кинематических воздействиях опре-деляются свободные члены канонических уравнений. Так как их повторение не имеет смысла, то вычисляется только часть пере-мещения i ,  обусловленная  упругими  деформациями  ОСМС  –
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i

D

 ( с удержанием первых двух членов в ( 1.28 )). Результат дол-жен быть равен  – ( it + ic ).
         При расчёте «вручную» кинематическая проверка произво-дится путём «перемножения» эпюр найденных усилий S (для плоских стержневых систем – M , Q и N )  с  одноимёнными  еди-ничными ( Mi , Qi , Ni или суммарными Ms , Qs , Ns ) по следующим формулам:  

= (?) = – ( st + sc ) =
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                  ( универсальная кинематическая проверка );        ( 1.29 )
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                                         = (?) = – ( it + ic )                                      
                         ( частная кинематическая проверка ).              ( 1.30 )
          В случае заданных  силовых  воздействий ( нагрузок )  it  =  0
и iс = 0, поэтому результаты вычислений 
[image: image45.wmf]S
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 и 
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 по формулам
( 1.29 ) и  ( 1.30 ) должны быть равными нулю ( с допустимыми погрешностями счёта ),  если  усилия  M , Q  и  N  найдены  верно. При заданном изменении температуры  расчёт  по ( 1.30 )  должен дать значение перемещения, совпадающее со взятым с противо-положным  знаком  ранее  вычисленным  свободным  членом  i-го  канонического  уравнения,  а   по  ( 1.29 ) –  с  суммой  всех  свобод-ных  членов  ( температурных  перемещений  в  ОСМС ). Проверка результатов  расчёта  на  смещения  связей  заключается  в  сопо-
ставлении итогов вычислений 
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 и 
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 по ( 1.29 ) и ( 1.30 ) со сво-
         Замечания: 1) при выполнении кинематической проверки необходимо учитывать те же виды деформаций элементов, что и при определении коэффициентов и свободных членов КУМС;

2)  кинематическая проверка  может давать  положительный результат  даже при непра-
вильных  единичных  усилиях  Si  и  Ss  ( не  удовлетворяющих  уравнениям статики ).
1.6. Матричная форма расчёта статически

неопределимых систем методом сил
         Матричная запись канонических уравнений метода сил имеет вид ( 1.7 ):                  
[image: image49.wmf].
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1.6.1. Основные матричные соотношения и формулы
          Матрица внешней упругой податливости основной систе-мы метода сил вычисляется по формуле

[image: image50.wmf],
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где L – матрица   усилий   в   упруго  деформируемых  элементах
             ОСМС ( в т. ч. упругих связях )  в  единичных состояниях:

                                     L = [ L1 L2 … Li … Ln ];

      Li – вектор усилий в i-м единичном состоянии ( от Xi = 1 );

             для плоской стержневой системы: 
                 Mi   – вектор изгибающих моментов   в расчётных сече-
      Li  =     Qi   – вектор поперечных сил               ниях   расчётных
                  Ni   – вектор продольных сил               участков*) упруго
                Rc, i   – реакции упругих связей              деформируемых
                                                                                                       стержней     в    i-м
                  M1, i                 Q1, i
        N1, i             
                    :                      :                     :                
       Mi =    Mj, i     ;  Qi =   Qj, i     ;  Ni =    Nj, i      ;  Mj, i – вектор изгиба-
                    :                      :                     :          ющих  моментов   в
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    расчётных сечениях        
                                                                        j-го расчётного уча- 

                  
[image: image54.wmf]i

b

j

M

,


       Mj, i =  
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  – для участка      Mj, i =              – для  участка  с
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        Mj,i = 
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 – для участка с одним расчётным сечением;
*)  Правила назначения расчётных участков и сечений изложены ниже.

                bj , cj , ej – начало, середина и конец        bj         cj               ej
                                 j-го  расчётного  участка;      
                  Qj, i , Nj, i  – по структуре аналогичны 
                                 Mj, i ;                                                Рис. 1.11
          mM , mQ , mN  – количества   расчётных  участков изгибающих
                                 моментов, поперечных  и  продольных сил со-
                                 ответственно;
        Rc,i = [ R1, i … Rj, i … Ru, i ]т ;  u – число упругих связей;
        B = diag [ BM  BQ  BN  Bc ]  –  матрица    внутренней     упругой
                               податливости основной системы метода сил;
        BM , BQ , BN  – матрицы   податливости   ОСМП   при   изгибе,
                               сдвиге и растяжении (сжатии) элементов соот-

                               ветственно;
        BM = diag [
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– матрица податливости  j-го участка при изгибе;
                   в случае стержня постоянного сечения:
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 – для участка с двумя расчётными
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M

B

= [ lj / ( EIj ) ] – для участка с одним сечением;
   BQ , BN  – по структуре аналогичны BM , с использованием вмес-

                   то   изгибной  жёсткости  EIj    жёсткостей  при  сдвиге
                   GAj / k j  и  растяжении ( сжатии ) EAj соответственно; 
      Bc = diag [ 1/c1 … 1/cj … 1/cu ] – матрица податливости упругих

                   связей;  cj – жёсткость j-й упругой связи.  

         Возможна компактная форма записи матриц, учитывающих совместное влияние изгиба и сдвига. В этом варианте матрица  Q = [ Q1 Q2 … Qi … Q      ]  исключается,  а  вместо матриц  BM  и  BQ
вводится  матрица  податливости  ОСМС  при  поперечном  изгибе
                        BMQ = diag [
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где 
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                            имеется равномерно распределённая нагрузка q ;
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2

τ,

λ

j

j

j

j

j

j

j

l

A

I

E

G

k

×

×

=


         Матрица свободных членов КУМС – перемещений  в ОСМС от заданных воздействий ( при v вариантах воздействий ): 
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    ( 1.32 )

где  f = 1, 2, …, v – номер варианта воздействий;
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– общая матрица усилий  в  единичных  состояниях
       L – матрица  единичных  усилий  в   упруго   деформируемых 

              элементах ОСМС ( та же, что в ( 1.31 ) );
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                                                                     с  температурными деформациями;
при постоянных в пределах каждого j-го участка высоте сечения hj и температурном режиме компоненты матриц Mt и Nt опреде-ляются в средних сечениях участков: 
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      mMt , mNt – количества участков соответственно с неравномер-
                        ным и равномерным приращениями температур;
      R =  [ R1  R1 … Ri … Rn ]  –  матрица  реакций  смещаемых
                        связей от единичных основных неизвестных;

      Ri= [ R(1) i  R(1) i … R(j) i … R(r) i ]т –  вектор  реакций  смещаемых

                        связей  от  Xi = 1;    r – число  компонентов  заданных  
                        смещений связей );
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– матрица общей податливости ОСМС;
          В – матрица  внутренней упругой податливости основной
                системы ( та же, что в ( 1.31 ) );
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– матрица температурной податливости:
        Bt, nr – при искривлениях стержней от неравномерной состав-

                 ляющей приращения  температуры  tnr :
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; Bt, nr, j = [ j lj / hj ] ;
      lj ,  hj – длина j - го участка и высота сечения стержня; 
        Bt,0 – при удлинениях ( укорочениях ) стержней от равномер-

                 ной составляющей приращения температуры t0 :
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;  Bt,0, j = [ j lj  ] ;
           Е = diag [ 1  1 … 1 ] – единичная матрица порядка r ;
          L  
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                  мы при заданных воздействиях ( по вариантам
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 –  матрица усилий в 
                    (
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 – в податливых связях ) от  за-

                  данных силовых воздействий ( нагрузок ) по вариантам
                  воздействий 
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 – вектор  усилий   в   упруго  деформируемых
                   в податливых связях ) от заданных  силовых воздейст-

                   вий (нагрузок)  в  f-м варианте воздействий; 
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структура векторов 
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– такая же, как у единич-
ных  Mj,i , Qj,i  и  Nj,i;  если используется матрица податливости при поперечном изгибе BMQ , то матрица QF не составляется;
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 – матрица заданных приращений 
                           воздействий 
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        Tf   – вектор приращений температур элементов  в варианте  f
                заданных  воздействий;
 Tnr и T0 – неравномерные tnr, j и равномерные t0, j составляющие 
                    (  см.  рис.  1.10 )   приращений   температуры   элементов 
                  ( участков )   (  j  – номер  участка  с  тепловыми  деформа-

                 циями );                           
         Tnr = [ Tnr,1 Tnr,2 … Tnr,  f … Tnr, v ] ;                 
       Tnr, f  = [ tnr,1,  f tnr,2,  f … tnr, j , f … 
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                 мерных  приращений  температур  на  расчётных  участ-

                 ках в  f-м варианте заданных воздействий;
          T0 = [ T0,1 T0,2 … T0,  f … T0, v ] ; 
        T0, f  = [t0,1,  f   t0,2,  f  …  t0, j , f  … 
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                 ных приращений  температур  на  расчётных участках  в
                  f-м  варианте заданных воздействий;
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– матрица заданных кинемати-

                 ческих  воздействий  ( смещений  связей )  по  вариантам
                 воздействий 
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 – вектор компонентов  за-

                 данных смещений связей  в  f-м  варианте воздействий. 

Правила назначения расчётных участков и сечений
         Для формирования исходных матриц усилий L, L и внут-ренней податливости B0 используются две в общем случае неза-висимые схемы расчётных участков и сечений основной систе-мы: одна для элементов с силовыми ( упругими ) деформациями, а вторая – для элементов, испытывающих изменения температу-ры.
         1. Cхема расчётных участков и их расчётных сечений для упруго деформируемых прямолинейных стержневых элементов формируется по следующим правилам:
         – границы расчётных участков – это: 

            1) места изменения жёсткостей сечений:                         ; 

            2) границы грузовых участков  во всех единичных состо-яниях  ОСМС  и   в  её  действительных  грузовых  состояниях  ( от силовых воздействий – нагрузок во всех заданных вариантах );
         – расчётные сечения j - го участка:

            1) для участка с равномерно распределённой нагрузкой q – начало (bj), середина (cj) и конец (ej);

            2) для незагруженных участков – начало (bj) и конец (ej);

возможен частный случай – одно расчётное сечение посредине (cj), если во всех единичных состояниях ОСМС описываемый силовой фактор ( M, Q или N ) постоянный на данном участке.

         Упругие связи формально учитываются как участки услов-но единичной длины с одним расчётным сечением, имеющим  жёсткость cj.  
         2. Для элементов с температурными деформациями грани-цами расчётных участков являются: 

         1) места изменения высот сечений;

         2) границы участков с разными коэффициентами  линей-ного температурного расширения материала (КЛТР);  

         3) места изменения температуры по длине элементов;

         4) границы грузовых участков  в единичных состояниях.

         На участке  с  постоянными  высотой сечения hj ,  коэффици-ентом j и температурным режимом назначается одно расчетное сечение – посредине (сj). 

           Примечание:  на участке с криволинейной осью либо переменной по длине жёсткостью, а в случае теплового воздействия – переменными высотой сечения, коэффициентом ЛТР и/или температурным режимом, назначается три расчётных сечения –  bj , cj  и  ej.
           Матрица упругой податливости участка при упругой деформации, соот-ветствующей силовому фактору S , имеет вид
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где 
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– относительные

                    податливости сечений bj , cj   и  ej , выраженные через параметр С0 .
            При учёте температуры: 
     Bt,nr,j = 
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;      Bt,0,j = 
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;
     Tnr, j, f  = [ tnr, bj, f  tnr, сj, f  tnr, ej, f ]т ;   T0, j, f  = [ t0, bj, f  t0, сj, f  t0, ej, f ]т .
         Составленные матрицы следует проверить на согласован-ность их размеров: L0 , B0  и L должны иметь одинаковое число строк. Кроме того, блоки и компоненты этих трех матриц долж-ны соответствовать друг другу по смыслу и порядку записи.
Основные неизвестные
определяются матричным решением системы канонических уравнений (алгебраических, линейных относительно Х ): 
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Искомые усилия S
в  расчётных  сечениях  ( по  схеме  для  упруго  деформируемых стержневых элементов и податливых связей – см. с. 28 ):
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*)  Формула записана для случая расчёта с использованием статически
     определимой основной системы ( при n = nst ), в которой только сило-
     вые заданные воздействия вызывают усилия LF .  Если была выбрана

     статически неопределимая ОСМС ( n < nst ), то вместо LF в (1.34 ) под-

     ставляется 
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 – такая  же  по размерам  матрица  усилий  в  ОСМС  от
     всех воздействий ( силовых, кинематических, температурных ).
         Для частных случаев воздействий ( при использовании ста-тически неопределимой ОСМС ):
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– от заданных         ( 1.34 а )    
                                                                             нагрузок;             
               S =    
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 – от изменений     ( 1.34 б )
                                                                      температуры; 
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– от смещений      ( 1.34 в )
                                                                       связей.           
         В случае статически определимой ОСМС из формул               ( 1.34 б  ) и ( 1.34 в ) исключаются 
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 и 
[image: image112.wmf]*

c

L

. 

         Из ( 1.34 )  видно, что в общем варианте расчёта для опреде-ления усилий в характерных сечениях ( расчётных сечениях рас-чётных участков )  нужны  три исходные матрицы, так как L, B и LF являются частями (блоками) матриц L0, B0 и L. Три исходных матрицы – L, B и LF требуются и в расчёте на силовое воздейст-вие. А в случаях изменений температуры и смещений связей нужны 5 матриц.  
        Если требуется определить силовые факторы в специально  назначенном наборе 
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, в частности, в сечениях, не являющихся средними и концевыми для расчётных участков, то вместо зави-симости ( 1.34 ) используется выражение
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где 
[image: image116.wmf]*
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– силовые факторы в единичных состояниях  и  от  за-

             данных воздействий – в том же наборе, что и искомые 
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         Аналогом формул ( 1.34 а ) – ( 1.34 в ) при этом будут
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1.6.2. Матричная проверка результатов расчёта
         Статическая проверка в матричной форме могла бы быть выполнена при помощи матриц, отличных по смыслу от тех, ко-торые применяются в основном расчёте. Это матрицы уравне-ний статики, в которых использовались бы усилия S или
[image: image122.wmf]S

~

, най-денные  по  формулам  ( 1.34 ) – ( 1.35 ).  Но  на  стадии  подготовки  исходных данных для вычисления этих усилий уравнения рав-новесия в матричной форме не записывались, а составлять их специально только для контроля результатов нецелесообразно.         

         Кинематическая  ( деформационная )  проверка  –  матричное вычисление перемещений по направлениям удалённых лишних связей в основной системе метода сил при её деформациях, возникающих от найденных усилий S: 
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         Результат  должен  быть  = 0  ( матрица  размерами  
[image: image124.wmf]v
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).
При компьютерном расчёте эта проверка теряет смысл, по-скольку  в  ней используются  те же матрицы  ( целиком или соот-ветствующими блоками ),  с помощью которых ранее были опре-делены усилия S, следовательно, по сути, проверяется только корректность выполнения компьютером матричных операций, а вероятность возникновения ошибок машинного счёта ничтожно мала. При этом ошибки в исходных матрицах, независимо от их происхождения и содержания, не могут быть обнаружены.
         Для надёжной проверки результатов по формуле ( 1.37 ) сле-довало бы использовать матрицы единичных усилий и податли-востей для какой-нибудь другой основной системы, вводя при этом уже ранее полученную матрицу S *) .  

1.7. Учёт симметрии в расчётах СНС методом сил

         Рассчитываемая статически неопределимая система может быть симметричной по трём существенным с позиций механики признакам – геометрии, структуре ( размещению связей ) и рас-пределению жёсткостей. Особо отметим, что заданные воздей-ствия ( нагрузки и др. ) в оценке симметрии отсутствуют. 

         Возможны два варианта учёта симметрии в расчёте СНС:
– использование групповых основных неизвестных метода сил; 
– расчёт половины системы по одну сторону от оси симметрии.
    

*)   Следует заметить, что и в данных для альтернативной ОСМС  могут 
     содержаться свои погрешности,  но  тогда  проверка  не  выполнится, 
      и  это будет указанием  на необходимость продолжения поиска оши-

     бок.  Полезной является также проверка «вручную» ( см. п. 1.5 ). 
Группировка основных неизвестных в задаче расчёта СНС
является частным случаем применения математического приёма перехода от одного ( исходного )  базисного  вектора неизвестных к другому базисному вектору ( такой же размерности, как исход-ный ) при формировании и решении системы линейных алгебра-ических уравнений ( в рассматриваемых задачах – канонических уравнений метода сил ).

         Идея способа группировки неизвестных в методе сил: после выбора основной системы, выявляющей исходные неизвестные Х «естественным образом» как реакции удалённых лишних свя-зей, осуществляется переход к новым неизвестным 
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 путём ли-нейного преобразования векторов –  Х  в 
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где    –  квадратная  матрица  преобразования,   которая   должна

               быть невырожденной ( Det (  )
[image: image128.wmf]0
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).
         Из ( 1.38 ) видно,  что некоторый  i-й  компонент вектора но-вых неизвестных 
[image: image129.wmf]i
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 =  i1 X1 +  i2 X2 +…+ in Xn  представляет со-
бой линейную комбинацию ( группу ), составленную из исходных неизвестных. 
          Переход от одного базиса ( X ) к другому (
[image: image130.wmf]X

~

) возможен на основании различных соображений, например, с целью получе-ния в новом базисе системы уравнений с простейшей – диаго-нальной матрицей коэффициентов, что требует достаточно сло-жных дополнительных расчётов.
           Для симметричных систем выбор групповых неизвестных может выполняться по имеющему чёткий смысл критерию: новые неизвестные должны быть группами реакций удалённых лишних связей, обладающими свойствами прямой или обратной симметрии.  Алгоритм действий при этом таков:

– выбирается*) симметричная основная система путём удаления лишних  связей  в  симметрично  расположенных  точках  ( сечени-ях ),  в том числе на оси симметрии ;
– вместо  выявленных  основных неизвестных  X1, X2, … , Xn  вво-
дятся новые ( групповые ) неизвестные 
[image: image131.wmf],
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которых представляет собой либо симметричную, либо обратно-симметричную группу реакций удалённых лишних связей.
*)  Из возможных симметричных вариантов.
         Самый  простой  приём  получе- 
ния групповых неизвестных – парная  
группировка: реакции Xi  и Xk двух уда-

лённых лишних  связей  в  симметрич-

но расположенных точках ( сечениях )
заменяются двумя группами силовых
факторов  того  же  типа,  что  и  исход-
ные Xi и Xk – сил или моментов
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( рис. 1.12 ).  При  этом  сама  основная
система не изменяется. 
         Условие статической эквивален-                

тности   исходных  и  новых  неизвест-

ных: 
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         Полученные 
[image: image135.wmf]i

X

~

 и 
[image: image136.wmf]k
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связей. Матрица преобразования 
неизвестных 
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         Номера исходных и группо-   =   0 0… 0,5 0…0  0,5  0…0
вых неизвестных могут не совпа-           . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
дать, тогда фрагмент общей ( для           0 0… 0,5 0…0 –0,5 0…0
всей системы ) матрицы   имеет            . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
вид, показанный на рис. 1.13.                             i               k             
         Замечание: исходные неизвест-                        
ные в точках (сечениях), расположенных
на линии симметрии, сами по себе являются симметричными или обратно-симметричными и поэтому не требуют группировки.
         На рис. 1.14 приведён пример выбора групповых неизвест-ных метода сил. При построении основной системы ( рис. 1.14, б ) из методических соображений проигнорирована рекомендация 2 ( см. с. 9 ) о нежелательности удаления линейных связей.
         Исходные и групповые неизвестные связаны следующими зависимостями:
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 ( устанавливаются простым сопостав-

лением  рис. 1.14, б  и  1.14, в ).   Реакции Х3 и Х4  внутренних свя-                            
*)  Используются также термины «антисимметричная» и «кососиммет-

зей в шарнире, расположенном на оси симметрии, сами по себе являющиеся групповыми ( Х3 – симметричная, Х4 – обратносим-метричная ),  при  переходе  к  новым  неизвестным  остаются  без изменений.  На  рис. 1.14, г  –  матрица  преобразования  неизвест-

ных . 
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Рис. 1.14
         Канонические уравнения метода сил для определения групповых неизвестных – такие же по форме и общему смыслу, как при использовании «естественных» неизвестных:
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но их коэффициентами и свободными членами являются переме-
щения 
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 в основной системе МС по направле-

ниям групповых неизвестных, т. е. обобщённые ( групповые ) пе-ремещения, представляющие собой комбинации линейных и угловых перемещений симметрично расположенных точек          ( сечений ).

         Объединение всех симметричных групповых неизвестных в вектор 
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[image: image147.wmf]asim

X

~

 позволя-ет матричные уравнения ( 1.39 ) представить в виде
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где 
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– матрица собственных единичных перемещений в ОСМС
              по  направлениям  симметричных  неизвестных  
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– матрица  перемещений  в  ОСМС  по  направлениям  сим-

               метричных   неизвестных 
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– матрица перемещений в ОСМС по направлениям обрат-

               носимметричных  неизвестных 
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– матрица собственных единичных перемещений в ОСМС

               по направлениям симметричных неизвестных  
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               по направлениям 
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         Все вышеперечисленные перемещения определяются мето-дом Максвелла – Мора с использованием симметричных и обрат-носимметричных единичных эпюр 
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         Поскольку симметричные воздействия 
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решение которых даёт два вектора неизвестных – 
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, используемые далее для вычисления искомых усилий в СНС:
         Если заданные воздействия симметричные, то 
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– из первой подсистемы уравнений ( 1.41 ). При

обратносимметричных воздействиях составляются и решаются только уравнения второй подсистемы с обратносимметричными 
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         Проверки результатов расчёта выполняются по правилам, изложенным в п. 1.5, с использованием в соответствующих формулах единичных усилий 
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         По найденным групповым неизвестным
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при необходи-мости могут быть вычислены исходные: 
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Способ расчёта половины симметричной системы
основан на том, что симметричные или обратносимметричные воздействия вызывают в заданной СНС только деформации и перемещения соответствующего типа, что позволяет рассмат-ривать и рассчитывать половину системы, расположенную по одну сторону от оси симметрии, так как в другой половине перемещении, деформации и силовые факторы такие же (при симметричном воздействии), как в рассчитываемой половине, или отличаются от них только знаком ( в случае обратносиммет-ричного воздействия )*). 
         Исходя из этого, заданные воздействия ( рис. 1.15, а ) пред-варительно  раскладываются  на  симметричную  ( рис. 1.15, б )  и обратносимметричную ( рис. 1.15, в ) составляющие. Затем на каждую из них выполняется расчёт половины системы, причём по двум разным схемам, с введением по оси симметрии связей, моделирующих влияние отбрасываемой второй половины при ограничениях на перемещения точек (сечений) заданной СНС, расположенных  на  оси  симметрии  ( C и K ),  в  двух  вариантах –при симметричных и обратносимметричных перемещениях. Эти кинематические условия с использованием горизонтальных uC, uK, вертикальных vC, vK перемещений и угла поворота K описа-ны на схемах деформаций, представленных на рис. 1.15, б, в. 

*)  Кроме деформаций сдвига и поперечных сил,  характер распределе-

    ния которых противоположен типу воздействия. 
         Отвечающие им связи изображены на двух расчётных схе-мах левой половины СНС ( рис. 1.15, г, д ). Отметим, что сумма степеней статической неопределимости двух полученных рас-чётных моделей равна степени статической неопределимости за-данной СНС. Для рамы, изображенной на рис. 1.15, а, nst = 5, полурама по рис. 1.15, г  имеет nst = 3,  а система на рис. 1.15, д  дважды статически неопределима.
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          б)
               в)







          г)
               д)







Рис. 1.15
         Замечание:  в случае, когда вдоль оси симметрии расположен прямолиней-ный стержень или упругая линейная связь, они условно «расщепляются» по продоль-ной оси и в рассчитываемой половине системы учитываются с половинной жёсткостью. Так  же  делятся  пополам угловые упругие связи на оси симметрии и перпендикулярные  
         Далее в обычном порядке выполняются два независимых расчёта по двум сформированным расчётным схемам. При этом суммарная трудоёмкость меньше, чем в прямом расчёте задан-ной симметричной СНС, даже если использовать в нём группи-ровку неизвестных. По полученным в двух расчётах результатам находятся искомые усилия от полных заданных воздействий – суммированием в пределах рассматриваемой половины и как разность для другой половины.
2. ПЕРЕМЕЩЕНИЯ В СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ

СИСТЕМАХ
         В инженерных расчётах строительных конструкций кроме усилий, необходимых для оценки прочности, требуется опреде-лять также характерные перемещения для проверки выполнения требований по жёсткости.
         Для вычисления перемещений в статически неопредели-мой стержневой системе в общем случае комбинации силовых, тепловых и кинематических воздействий ( на рис. 2.1, а   показано  действительное (  ) состояние СНС ) можно использовать уни-версальную формулу Максвелла – Мора в форме ( 1.12 ) или ( 1.14 ) для плоских систем.  


                       а)                                                      б)




 



         в)                                                     г)


Рис. 2.1
         Следует иметь в виду, что в рассматриваемой задаче о пе-ремещениях в СНС входящие в указанные формулы силовые факторы  SF  и  Rj, F – это  внутренние  усилия  и  реакции  упругих связей в действительном состоянии рассчитываемой статичес-ки неопределимой системы от заданных нагрузок ( на рис. 2.1, в в качестве иллюстрации усилий SF показана эпюра изгибающих моментов ).  Вместо  SF  и  Rj, F  могут  использоваться  суммарные силовые факторы  S  и  Rj,   от всех воздействий,  включая темпе-ратурные и смещения связей ( в разделе 1 эти силовые факторы – результаты расчёта – обозначались S и Rj *) ), – будет получено то же значение искомого перемещения.

         Иной смысл, чем в методе сил, имеют единичные усилия и реакции упругих связей Si и Rj, i – они определяются в статиче-ски неопределимой системе от единичного воздействия – силы Fi = 1 или момента Мi = 1 по направлению подлежащего опреде-лению линейного или углового перемещения ( рис. 2.1, б, г ).

         Таким образом, для отыскания одного перемещения в СНС по общей формуле метода Максвелла – Мора необходимо выпол-нить расчёт СНС дважды – на заданные воздействия действи-тельного  состояния  (  )  и  на  единичное  силовое  воздействие фиктивного  состояния  ( i ).  Вычисление  каждого  следующего перемещения требует нового расчёта СНС на соответствующую фиктивную единичную нагрузку. При компьютерном расчёте СНС в матричной форме эти фиктивные нагрузки рассматрива-ются как дополнительные варианты при формировании матри-цы L ( см. с. 26 ).

         «Перемножение» усилий SF и Si «вручную» при вычисле-нии интегралов в формуле Максвелла – Мора может быть трудо-ёмким из-за того, что от любого воздействия внутренние сило-вые факторы возникают, как правило, во всех элементах СНС.
         Если учесть особые свойства СНС и использовать в рас-чёте их перемещений вспомогательные статически определимые системы, то точные результаты могут быть получены значите-льно проще – объяснения и формулы даны ниже.

*)  Необходимо  уяснить,  что  символы  и  обозначения  общей  теории
    определения перемещений не имеют никакого отношения к исполь-

    зуемым в методе сил «внутренним» одноимённым величинам.
2.1. Определение перемещений от силовых воздействий
         Альтернативными вышеупомянутому способу вычисления перемещений, который для случая силовых воздействий в плос-кой стержневой СНС даёт формулу
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   ( 2.1 )
являются выражения
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где 
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– внутренние   усилия   и   реакции   упругих

                                       связей   во  вспомогательной  статически
                                       определимой системе  от  единичного воз-

                                       действия Fi = 1 или Мi = 1 по  направлению
                                       искомого перемещения;  
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– внутренние   усилия   и   реакции   упругих

                                       связей   во  вспомогательной  статически
                                       определимой системе  от заданной нагруз-

                                       ки.

         Вариант ( 2.2 )  рационален,  если  вычисление  перемещений выполняется  после  расчёта  СНС на заданную нагрузку, когда уже найдены силовые факторы MF , QF , NF  и  Rj, F . 

         Использование  формулы  ( 2.3 )  выгодно  в  тех  случаях,  ко-гда по каким-либо причинам усилия в рассматриваемой СНС от заданной нагрузки находить не требуется, а нужны только перемещения.
         Вспомогательная статически определимая система ( ВСОС ) получается из заданной СНС удалением лишних связей. При её выборе рекомендуется руководствоваться следующим:
         1) вспомогательная СОС должна быть такой, чтобы усилия в ней от единичного фиктивного воздействия ( в случае исполь-зования формулы ( 2.2 )) или от заданной нагрузки ( по варианту ( 2.3 )) возникали бы на минимально возможном числе участков;  

         2) если требуется найти несколько перемещений, то для определения каждого из них по формуле ( 2.2 ) целесообразно использовать  свою  вспомогательную СОС, рациональную в рас-чёте на соответствующее единичное воздействие Fi = 1 ( дающую наиболее компактное распределение единичных усилий ).
         3) если  при  реализации  варианта  ( 2.2 )  расчёт  СНС  на  за-данную нагрузку выполнен методом сил, то ВСОС выбирается  независимо от того, какая статически определимая система была использована в качестве основной системы метода сил*).        

         Способ выполнения рекомендаций 1 и 2 в случае вычисле-ния перемещения по ( 2.2 ):  если это допускает  структура  задан-ной СНС, то вспомогательную СОС выгодно выбирать так, чтобы сечение (точка) с подлежащим определению перемеще-нием оказывалось на главной части ВСОС. Частный случай: если вблизи от места с определяемым перемещением имеется опорное защемление, то во вспомогательной СОС его целесооб-разно сохранить.       
         Комментарий к п. 3: в качестве ВСОС может использоваться СОС, совпадающая по структуре с ОСМС в расчёте на заданную нагрузку, но это не всегда удачное решение, так как выбор рациональных ОСМС и ВСОС произ-водится по принципиально разным соображениям ( ср. вышеприведённый п. 1 с  п.п. 1, 2, 5 на с. 8, 9 ). Кроме того, использованная ОСМС – единственная,     а вспомогательных СОС, согласно п. 2, может быть несколько.
         На рис. 2.2 приведён пример выбора вспомогательных ста-тически определимых систем при определении угла поворота сечения 1 и вертикального перемещения точки K рамы, расчёт которой на действие равномерно распределённой нагрузки q  дал эпюру  моментов  MF ,  представленную на рис. 2.2, б.   Вспомога-
*)  Не следует отождествлять вспомогательную СОС с  ОСМС, так как

    последняя ассоциируется с основными неизвестными метода, кото-

    рых во вспомогательной СОС вообще нет. 
тельная  СОС,  рациональная  для  вычисления  углового переме-
щения, показана на рис. 2.2, в,  а соответствующая эпюра единич-ных изгибающих моментов – на рис. 2.2, г.  



    а)                                                   б)



    в)                                                   г)



    д)                                                   е)


Рис. 2.2
         Другая вспомогательная СОС, более выгодная для опреде-ления перемещения точки K, и полученная в ней эпюра момен-тов от единичной силы F2 = 1 изображены на рис. 2.2, д и е. Читателю предлагается самостоятельно убедиться в том, что по-пытка использовать схему по рис. 2.2, д  для расчёта на M1 = 1 и наоборот приводят к более сложным эпюрам, чем приведены на рис. 2.2, г и е.

         Вариант  с  использованием формулы ( 2.3 )  в  рассматривае-мой задаче  нерационален,  так  как  при 
незначительном упрощении эпюры мо-
ментов  от  нагрузки  ( рис. 2.3 ) во вспо-
могательной  СОС  по схеме  рис. 2.2, д  
необходимо дважды рассчитывать СНС
на единичные воздействия.                                    Рис. 2.3
         В заключение отметим, что в качестве вспомогательной можно использовать не обязательно статически определимую систему, но и любую систему, полученную из рассчитываемой СНС удалением не всех, а части лишних связей. Но эта теорети-ческая возможность не даёт практической выгоды в сравнении с применением ВСОС.
2.2. Перемещения от изменения температуры
         Определение перемещений  в плоских стержневых СНС от температурных  ( тепловых )  воздействий  возможно  по  одной  из двух формул, вытекающих из универсальной формулы Макс-велла – Мора:

  ( 2.4 )
( 2.5 )              
где Mi , Ni  – изгибающие моменты и продольные силы  в  фиктив-

                     ном единичном состоянии  рассчитываемой стати-

                     чески  неопределимой  системы  от  единичного  воз-

                     действия  Fi = 1 или  Мi = 1  по направлению искомого

                     перемещения;  

                                               – условно свободные ( нестеснённые )
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– то же, что на с. 40;
       Mt , Qt , Nt и Rj, t  – внутренние усилия  и  реакции упругих свя-
                     зей  в  действительном  состоянии  рассчитываемой
                     статически неопределимой  системы  от  заданного

                     изменения   температуры,   найденные   в   результате
                     расчёта СНС;
                                                            –  перемещение  во  вспомога-
                     
         Рис. 2.4 является иллюстрацией к определению перемеще-ний в СНС от изменений температуры двумя описанными выше способами – по ( 2.4 ) и ( 2.5 ).
         
   а)                                    б)                                   в)



   г)                                    д)                                  е)


  ж)                                    з)                                   и)

Рис. 2.4
         В любом варианте предварительно вычисляются темпера-турные деформации t и 0t для действительного состояния си-стемы ( рис. 2.4, а ). 
         В случае использования формулы ( 2.4 ) расчётом заданной СНС на единичное воздействие ( рис. 2.4, б ) определяются уси-лия Mi и Ni ( рис. 2.4, д, з ), «перемножаемые» затем с деформа-циями t и 0t . При этом определять силовые факторы Mt и Nt  в статически неопределимой раме не требуется.

         Если к моменту определения перемещений СНС уже рас-считана на изменение температуры и в ней найдены моменты и продольные силы, то рациональным может оказаться вычисле-ние перемещений по формуле ( 2.5 ). Для этого выбирается вспо-могательная СОС, в которой далее определяются усилия от еди-ничного воздействия Fi = 1 ( рис. 2.4, в, е, и ), подставляемые в     ( 2.5 ),  где  первые  четыре  слагаемых  учитывают  упругие ( сило-вые ) деформации*) ВСОС от внутренних силовых факторов, рав-
*)  Те же, которые учитывались в расчёте СНС ( для рассматриваемой
     рамы – только изгиб ). 

ных усилиям в действительном состоянии СНС от заданного теплового воздействия. Последний член ( 2.5 ) – вклад в искомое перемещение температурных деформаций элементов ВСОС.

         Замечание: руководствуясь при выборе вспомогательной СОС реко-мендациями, изложенными на с. 41, можно также дополнительно добиваться равенства нулю единичных усилий хотя бы на некоторых участках темпера-турных воздействий.  
2.3. Перемещения от кинематических воздействий
         Для определения перемещений, вызванных смещениями связей  ( кинематическими воздействиями )  в  статически  неопре-делимых системах, служат формулы  
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и
( 2.7 )
где R(j), i – реакции связей, по направлениям которых имеются за-

                 данные смещения (j) (  j =
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m
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1

), в  фиктивном единич-

                 ном  состоянии  рассчитываемой  статически  неопре-
                 делимой системы от единичного воздействия Fi = 1 или
                  Мi = 1  по  направлению  искомого перемещения ( поло-

                 жительной считается реакция  Rj ), i, направленная в ту

                 же сторону, что и соответствующее смещение j )); 
         m – число компонентов заданных смещений связей;  
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– то же, что на с. 40;
      Mc , Qc , Nc  и  Rj, c  – внутренние усилия и реакции упругих свя-
                 зей в действительном состоянии рассчитываемой ста-
                 тически  неопределимой  системы от  заданных смеще-

                 ний связей, найденные в результате расчёта СНС;
                                   – перемещение во вспомогательной СОС от 
         На рис. 2.5 схематично показаны оба способа определения перемещения от кинематического воздействия  ( смещения одной из опор рамы ).
         
   а)                                   б)                                  в)




   г)                                                                         д)   


                                                  Рис. 2.5
         В случае использования формулы ( 2.6 ) из действительного  состояния ( рис. 2.5, а ) берутся только значения заданных ком-понентов  смещений  опор  ( никаких  вычислений  не  требуется ), а из результатов расчёта СНС на единичное воздействие              ( рис. 2.5, б ) – лишь  реакции  смещаемых  связей  ( напоминаем,  что  положительной  считается  реакция  Rj ), i,  направленная  в  ту же сторону, что и соответствующее смещение j )).
         При определении перемещения с помощью вспомогатель-ной СОС  ( рис. 2.5, в )  учитываются внутренние усилия  ( здесь – 
моменты 
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),  входящие в интегралы формулы  ( 2.7 ),  и  реакции 
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 смещаемых связей, с помощью которых вычисляется пере-мещение  
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.  Заметим,   что  если  бы  была  выбрана  консольная
ВСОС по схеме рис. 2.4, в, то все единичные реакции смещае-мых связей оказались бы равными нулю, тогда 
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= 0. 
         Как и в случаях  двух других видов воздействий ( силовых и тепловых ), применение вспомогательной СОС в этой задаче ра-ционально,  если силовые факторы  Sc , Rj, c  и  R(j), c  ранее  найдены     расчётом СНС на кинематическое воздействие.
2.4. Матричная форма определения перемещений СНС
         Значения n перемещений в статически неопределимой си-стеме от v вариантов заданных комбинированных воздействий   ( с  силовыми,  тепловыми  и  кинематическими  составляющими ) можно записать в виде матрицы 
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                ( 2.8 )

где  f = 1, 2, …, v – номер варианта воздействий; 

        i = 1, 2, …, n – номер искомого перемещения.
         Для  определения  этих  перемещений  методом  Максвелла – Мора служит матричная формула 
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где L , Lt и R – матрицы  усилий  в  упруго  деформируемых  эле-

                          ментах  и  связях,  на  участках  с  температурными

                          деформациями  и  реакции  смещаемых  связей   в

                          единичных  состояниях  заданной  статически  не-

                          определимой системы от фиктивных воздействий

                          Fi
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Mi = 1 ( i =
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,

1

)  по направлениям искомых пе-

                          ремещений;
           B  и  Bt – матрицы  внутренней  упругой   и   температурной

                          податливостей;

                   Е = diag [ 1 1 … 1 ];
                    S – матрица  внутренних  усилий  и  реакций  упругих

                          связей  в  статически  неопределимой  системе  от 

                          заданных  воздействий  ( результаты  расчёта  СНС

                          по вариантам  f = 1, 2, …, v );  вместо S  можно ис-

                          пользовать SF  ( только от силовых воздействий ); 
            Т  и   – матрицы   приращений   температур   и   заданных 
                          смещений связей по вариантам воздействий.
         Объединение матриц, входящих в ( 2.9 ), даёт выражение
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где 
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         Если матрицу L формировать в виде L = diag [ S  T   ], то матрица искомых перемещений будет  = [ F  t  c ] – с разде-лением результатов по видам воздействий.  

         Приведём далее матричные формулы для вычисления пере-мещений отдельно от силовых, температурных и кинематичес-ких воздействий по всем изложенным выше вариантам, в том числе с использованием вспомогательных статически определи-мых систем ( матричные аналоги выражений ( 2.1 ) – ( 2.7 )): 
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где L0,
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– матрицы  усилий  в  упруго  деформируемых  эле-

                          ментах  и  связях,  на  участках  с  температурными

                          деформациями  и  реакции  смещаемых  связей   в

                          единичных состояниях вспомогательной статиче-

                          ски определимой системы  от  фиктивных  воздей-

                          ствий  Fi
[image: image207.wmf]Ú

Mi  = 1 ( i =
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)  по направлениям иско-

                          мых перемещений;
      SF , St  и Sc – матрицы  внутренних  усилий  и  реакций  упругих

                          связей  в  статически  неопределимой  системе  от 

                          заданных  силовых,  температурных  и  кинемати-

                          ческих воздействий. 
1





          Указание:  в помощь читателю  на полях слева  знаком   N   даётся номер контрольного вопроса ( с. 97 – 101), ответ на который


можно найти в тексте, начиная с места, где стоит этот знак.
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*)  Символ (?) здесь и далее указывает на необходимость проверять


     выполнение записанного условия.
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бодными    членами   iс   канонических   уравнений   и  их  суммой


( также  с  противоположным знаками ).
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