
�ëàâà 4Äèíàìèêà ñëîæíûõ æèäêîñòåé×åëîâåê â ñâîåé æèçíè è äåÿòåëüíîñòè ñòàëêèâàåòñÿ ñ ðàçíîîáðàçíûìèñðåäàìè è ìàòåðèàëàìè, èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ êîòîðûõ îáúåäèíèëà ñïåöèàëüíàÿíàóêà íàçûâàåìàÿ ðåîëîãèåé. Â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè ðåîëîãèÿ ñîáèðàåòñâåäåíèÿ î ìàòåðèàëàõ, êîòîðûå òåêóò, èëè, äàæå ñïîñîáíû ê äå�îðìàöèè.�åîëîãèè - ýòî íàóêà îá îñíîâíûõ çàêîíàõ òå÷åíèÿ - êàê ïðàâèëî, ëîêàëüíûõçàêîíàõ, íàóêà î ìåòîäàõ âûâîäà ýòèõ çàêîíîâ äëÿ êîíêðåòíûõ ìàòåðèàëîâ.4.1 Èíòåãðàëüíûå è ëîêàëüíûå çàêîíû òå÷åíèÿÏðè ïðîåêòèðîâàíèè òåõíîëîãè÷åñêèõ àïïàðàòîâ è àâòîìàòè÷åñêèõ ðåãóëèðóþùèõóñòðîéñòâ èíæåíåð-êîíñòðóêòîð âñòðå÷àåòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ çíàòü çàêîíûäâèæåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñïëîøíûõ ñðåä (ðàñïëàâû ìåòàëëîâ, ðàñòâîðû ñîëåé,ðàñïëàâû è ðàñòâîðû ïîëèìåðîâ) ÷åðåç ðàçëè÷íûå íàñàäêè è òðóáû.Íàïðèìåð, ïðè ïðîòàëêèâàíèè æèäêîñòè ÷åðåç òðóáó (�èñ. 4.1) íåîáõîäèìîñâÿçàòü êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç òðóáó â åäèíèöó âðåìåíè� ðàñõîä Q, ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè òðóáû: äëèíîé L è ðàäèóñîì
R, ïðîòàëêèâàþùèì äàâëåíèåì ∆p è ñâîéñòâàìè æèäêîñòè, êîòîðûåìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü íàáîðîì íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, îáîçíà÷åííûõâðåìåííî ñèìâîëîì X

Q = Q(L, R, ∆p, X) (4.1)Çàïèñàííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð èíòåãðàëüíîãî çàêîíà òå÷åíèÿ.Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñòîëüêî, ñêîëüêî ìîæíî âîîáðàçèòüêîíñòðóêöèîííûõ ãåîìåòðèé. Áîëåå òîãî, ðàçëè÷íûå æèäêîñòè â îäíîéè òîé æå ãåîìåòðèè îïðåäåëÿþò ðàçëè÷íûå èíòåãðàëüíûå çàêîíû, è ïðè89



ýòîì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ o õàðàêòåðèñòèêàõ æèäêîñòè, êîòîðûåáûëè áû íåçàâèñèìû îò èñïîëüçóåìîé ãåîìåòðèè.Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëüíûå çàêîíû, è çäåñüìû ìîæåì óêàçàòü íà äâà ñïîñîáà óñòàíîâëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâäâèæåíèÿ. Ìû ìîãëè áû óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü, íàïðèìåð, ðàñõîäà îòïàðàìåòðîâ çàäà÷è íåïîñðåäñòâåííî ýêñïåðèìåíòàëüíî è àïïðîêñèìèðîâàòüçàâèñèìîñòü (4.1) ïîäõîäÿùåé �óíêöèåé. Äðóãîé ïîäõîä îñíîâàí íà óñòàíîâëåííîìåù¼ â âîñåìíàäöàòîì âåêå (Ýéëåð) ïîíÿòèè ëîêàëüíîãî çàêîíà òå÷åíèÿ,êîòîðûé îïèñûâàåò äèíàìèêó æèäêîñòè â òî÷êå. Ëîêàëüíûé çàêîí òå÷åíèÿîïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòèêè ñïëîøíîé ñðåäû íåçàâèñèìûå îò êàêîé-ëèáîãåîìåòðèè òå÷åíèÿ. Òàê, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòüõàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì - êîý��èöèåíòîì âÿçêîñòè
η. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ëîêàëüíîãî çàêîíà ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõïîëó÷àþò èíòåãðàëüíûé çàêîí. Òàê, äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ïðîòåêàíèÿíåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè ÷åðåç òðóáó èíòåãðèðîâàíèå ëîêàëüíîãîçàêîíà äàåò

Q =
π∆pR4

8Lη
(4.2)Âûâîä ýòîé �îðìóëû � �îðìóëû Ïóàçåéëÿ � ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ó÷åáíèêàõãèäðîäèíàìèêè è ïðèâåä¼í òàêæå â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû.Âÿçêàÿ æèäêîñòü - ýòî òîëüêî ïðîñòåéøèé ñïîñîá îïèñàíèÿ ñïëîøíîéñðåäû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíæåíåðó ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ æèäêîñòÿìè,êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò ñëîæíîå ïîâåäåíèå è õàðàêòåðèçóþòñÿ ñïåöè�è÷åñêèìèëîêàëüíûìè çàêîíàìè. ×èñëî ëîêàëüíûõ çàêîíîâ îãðàíè÷åíî, âî âñÿêîìñëó÷àå, ìåíüøå ÷èñëà âîçìîæíûõ ãåîìåòðèé. Ëîêàëüíûå çàêîíû â ìåõàíèêåñïëîøíûõ ñðåä èãðàþò ðîëü �óíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ è ïîçâîëÿþòêëàññè�èöèðîâàòü ñïëîøíûå ñðåäû. Óñèëèÿ ïî óñòàíîâëåíèþ ëîêàëüíûõçàêîíîâ îêàçûâàþòñÿ âïîëíå îïðàâäàííûìè, è èìåííî ïîýòîìó äàëåå ìû,ïðåæäå âñåãî, áóäåì çàíèìàòüñÿ âûâîäîì ëîêàëüíûõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ,à çàòåì ïðèâåä¼ì ïðèìåðû âûâîäà èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ èç ëîêàëüíûõ.4.2 Ëîêàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïëîøíûõñðåäÂûâîä ëîêàëüíûõ óðàâíåíèé òå÷åíèÿ è äå�îðìàöèè ìàòåðèàëüíûõ ñðåäîñíîâàí íà çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ è ïðèíöèïàõ íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè.90



Íà÷àëî ðàññìîòðåíèÿ áûëî ïîëîæåíî, ïî-âèäèìîìó, Ýéëåðîì è Áåðíóëëè,ïðèíöèïû òåðìîäèíàìèêè äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû â âèäå óðàâíåíèé áàëàíñàáûëè çàïèñàíû â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà ßóìàíîì (Jaumann, 1911) èËîðîì (Lohr, 1926). Â ñîâðåìåííîé �îðìå òåîðèÿ èçëîæåíà â êíèãàõÄå �ðîîòà è Ìàçóðà (de Groot and Mazur, 1962) è Ëàíäàó è Ëèâøèöà(Ëàíäàó è Ëè�øèö, 1986) è â ñòàòüå Ïîêðîâñêîãî (1970).4.2.1 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè è çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñàÍåïðåðûâíàÿ ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ�óíêöèåé êîîðäèíàò è âðåìåíè
ρ = ρ(x, t).Äâèæåíèå íåïðåðûâíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè v, êîòîðûéÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñðåäíåé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòüþ è èìååò òðèêîìïîíåíòû - �óíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè�

vi = vi(x, t), i = 1, 2, 3.Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû ìîæåò áûòü íàïèñàí â �îðìå óðàâíåíèÿíåïðåðûâíîñòè
∂ρ

∂t
+ div ρv = 0 (4.3)ãäå ρv - ïîòîê ïëîòíîñòè ìàññû. Çäåñü è äàëåå ïëîòíîñòü íåêîòîðîéâåëè÷èíû îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ýòîé âåëè÷èíû â åäèíèöå îáúåìà ñðåäû.Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

∂(ρvi)

∂t
+

∂Π ik

∂xk
= σiãäå Πik = ρvivk − σik - òåíçîðíûé ïîòîê ïëîòíîñòè èìïóëüñà, êîòîðûéñîñòîèò èç êîíâåêòèâíîãî ïîòîêà è òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ; σi ÿâëÿåòñÿïëîòíîñòüþ âíåøíèõ ñèë, êîòîðûå äåéñòâóþò íà æèäêîñòü.Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü çàïèñàííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ, ÷òîáû ïåðåïèñàòüçàêîí ñîõðàíåíèÿ ïëîòíîñòè èìïóëüñà â �îðìå

ρ

(

∂vi

∂t
+ vj

∂vi

∂xj

)

=
∂σik

∂xk
+ σi. (4.4)91



Ïðè íàáëþäåíèè â òå÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè, êîòîðîå íàìíîãîáîëüøå, ÷åì âðåìåíà ðåëàêñàöèè æèäêîñòè, âíóòðåííåå è âíåøíåå âðàùåíèåóðàâíîâåøåíî, è, òàêèì îáðàçîì èç óðàâíåíèÿ (4.4) ñëåäóåò
σik − σki = −Nik. (4.5)Â ýòîì ñëó÷àå, òåíçîð íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷åñêèì, åñëèåñòü âíåøíèé âðàùàþùèé ìîìåíò ñèëû. Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèëçàêîí ñîõðàíåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà äëÿ ñðåäû ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ñèììåòðè÷íîñòèòåíçîðà íàïðÿæåíèé.4.2.2 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è áàëàíñ ýíòðîïèèÌû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåò íèêàêèõ âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè âæèäêîñòè, òàê, ÷òî èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ïîëíîé ýíåðãèè U ñâÿçàíî òîëüêîñ ïîòîêàìè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü îáúåìà. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ìîæåòáûòü íàïèñàí â �îðìå
∂U

∂t
+ div q = 0 (4.6)ãäå q - ïîòîê ïëîòíîñòè ýíåðãèè.Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè òàêæå èçâåñòåí êàê ïåðâûé ïðèíöèï òåðìîäèíàìèêè.×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòüòàêæå âòîðîé ïðèíöèï òåðìîäèíàìèêè, êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí êàêóðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè s åäèíèöû ìàññû.Óðàâíåíèå áàëàíñà äëÿ ïëîòíîñòè ýíòðîïèè èìååò �îðìó

∂(ρs)

∂t
+ div (vρs + H) = Σãäå H - íåêîíâåêòèâíûé ïîòîê ïëîòíîñòè ýíòðîïèè, Σ - íåîòðèöàòåëüíîåêîëè÷åñòâî ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè. Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíîâ äðóãîé �îðìå

ρ

(

∂s

∂t
+ vi

∂s

∂xi

)

+ div H = Σ . (4.7)Äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ëîêàëüíî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ,åñòü òîëüêî êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ ýíòðîïèè. Äåëî îáñòîèò òàêèì îáðàçîìäëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè, äëÿ êîòîðîé
∂s

∂t
+ vi

∂s

∂xi
= 0. (4.8)92



Óâåëè÷åíèå ýíòðîïèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ïðîèçâîäñòâîì òåïëà âåäèíèöå îáúåìà æèäêîñòè èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñ äèññèïàöèåé ýíåðãèè
Φ.

ρ

(

∂s

∂t
+ vi

∂s

∂xi

)

=
Φ

T
. (4.9)Íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìû íå ìîæåìðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó, êàê íàõîäÿùóþñÿ ëîêàëüíî â ðàâíîâåñèè.

ρ

(

∂s

∂t
+ vi

∂s

∂xi

)

>
Φ

T
.Â ýòîì îáùåì ñëó÷àå, ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå (4.7).Òàê êàê èìååòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýíòðîïèåéè âíóòðåííåé ýíåðãèåé, íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû q, H â óðàâíåíèÿõ (4.6) è(4.7) ìîãóò áûòü ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì è òàêæå ìîæåò áûòü îïðåäåëåííîïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè Σ ÷åðåç äðóãèå âåëè÷èíû.Ïëîòíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè U â óðàâíåíèè (4.6) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíàêàê ñóììà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïîëíîé ýíåðãèèïîêîÿùåãîñÿ îáúåìà

U =
1

2
ρv2 + U0. (4.10)Â ñèòóàöèÿõ ðàâíîâåñèÿ, âåëè÷èíà U0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òåïëîâîéýíåðãèåé E = ρε, êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ ýíòðîïèåé s åäèíèöûìàññû îòíîøåíèåì

dE = ρT ds + w dρ (4.11)ãäå ε - âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû, w = ε+p/ρ - òåïëîñîäåðæàíèååäèíèöû ìàññû. Ñîîòíîøåíèå (4.11) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç èçâåñòíîãîòåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðîå ñâÿçûâàåò èçìåíåíèå âíóòðåííåéýíåðãèè ε åäèíèöû ìàññû ñ îïðåäåëåííûì îáúåìîì v è ýíòðîïèåé s

dε = T ds − p dv. (4.12)Â íåðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèÿõ, ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ äå�îðìèðîâàííîéñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíî íåêîòîðûìè âíóòðåííèìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìèïåðåìåííûìè ξα, ãäå èíäåêñ α èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íîìåðà ïåðåìåííîé è ååòåíçîðíûõ èíäåêñîâindexÂíóòðåííèå ïåðåìåííûå â òåðìîäèíàìèêå �àâíîâåñíûåçíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè äâóõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõïåðåìåííûõ: íàïðèìåð, ïëîòíîñòè è ýíòðîïèè93



ξα
e = ξα

e (s, ρ).Îòêëîíåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàåòñÿðàçíîñòÿìè ξα − ξα
e , êîòîðûå îáîçíà÷àåì êàê ξα âïðåäü.Â íåðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèÿõ, ïëîòíîñòü ïîëíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîéýíåðãèè U0 âêëþ÷àåò òàêæå ïîòåíöèàë âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ (ñì. ãëàâó1), òàê ÷òî äè��åðåíöèàë ýòîé �óíêöèè èìååò �îðìó

dU0 = ρT ds + w dρ + Ξα dξα (4.13)ãäå ïîÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà:
Ξα =

(

∂U0

∂ξα

)

s,ρ

= −T

(

∂(ρs)

∂ξα

)

T,ρ

> 0.Âåëè÷èíû T, w è Ξα ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïåðåìåííûõ s, ρ, ξα. Â ðàâíîâåñèè,êîãäà íåò íèêàêèõ âíåøíèõ ïîëåé, âñå ξα = 0, â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíû
T è w ïðèíèìàþò ñâîè ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ. Âíåøíèå ïîëÿ âëèÿþò íàâíóòðåííèå ïåðåìåííûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.Òåïåðü, ïðèíèìàÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.10) è (4.13) âî âíèìàíèå, ìû ìîæåìíàïèñàòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ïîëíîé ýíåðãèè äâèæóùåéñÿæèäêîñòè

∂U

∂t
= ρvi

∂vi

∂t
+ ρT

∂s

∂t
+

(

w +
v2

2

)

∂ρ

∂t
+ Ξα

∂ξα

∂t
.Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ (4.1), (4.2) è (4.7), ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòüçàïèñàííîå âûøå âûðàæåíèå ê óðàâíåíèþ, êîòîðîå èìååò �îðìó çàêîíàñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

∂U

∂t
+

∂

∂xk

[

ρvk

(

w +
v2

2

)

− vi(σik + pδik) + THk

] (4.14)
= TΣ − (σik + pδik)νik + Hi∇iT +

dξα

dt
Ξαãäå νik =

∂vi

∂xk
ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè.94



Ñðàâíåíèå óðàâíåíèé (4.6) è (4.14) îïðåäåëÿåò
qk = ρvk

(

w +
v2

2

)

− vi(σik + pδik) + THk,

Σ =
1

T

(

(σik + pδik)νik − Hi∇iT −
dξα

dt
Ξα

)

. (4.15)Âíóòðåííèå ïåðåìåííûå ξα ââåäåíû â îòíîøåíèè (4.13) �îðìàëüíî.Îäíàêî, óñïåõ òåîðèè çàâèñèò îò íàäëåæàùåãî âûáîðà âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõäëÿ èññëåäóåìîãî ñëó÷àÿ. �àññìîòðåíèå ýâðèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáû÷íîïîìîãàåò ðàñïîçíàòü, êàêèå âåëè÷èíû îïèñûâàþò îòêëîíåíèå ñèñòåìû îòðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå âíóòðåííèõïåðåìåííûõ.4.2.3 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòîêè è ïðîöåññû ðåëàêñàöèèÂûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè (4.15), âêëþ÷àþùåå íåñêîëüêîíåèçâåñòíûõ âåëè÷èí, ìîæåò áûòü òåïåðü ñðàâíåíî ñ îáùèì ñîîòíîøåíèåì(1.24) íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ,òàê è ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àåâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîéñòîðîíå ñîîòíîøåíèÿ (4.15) ñîîòâåòñòâóåò íåñòàöèîíàðíîìó ñëó÷àþ èâêëþ÷àåò èçìåíåíèÿ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿìðåëàêñàöèè. Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûå â �îðìóëå (4.15) ñîîòâåòñòâóþò ñòàöèîíàðíîìóñëó÷àþ è äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõïîòîêîâ è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèë (âîçìîæíî ñ íåêîòîðûìè ìíîæèòåëÿìè).Ïðè îòñóòñòâèè âíóòðåííèõ ïðîöåññîâ, ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîòîêàìè èñèëàìè ñëåäóåò çàïèñàòü â �îðìå
σij + pδij = fij(νjs,∇lT )

−Hi = Hi(νjs,∇lT ).Ïðè ìàëûõ ãðàäèåíòàõ, ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîãóò áûòüðàçëîæåíû â ñòåïåííûå ðÿäû. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè çàïèñûâàåì äëÿàíèçîòðîïíîé îêðóæàþùåé ñðåäû
σik + pδik = ηikjsνjs + Likj∇jT,

−Hi = L̄ijsγjs + Aij∇jT.95



Çäåñü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì Îíçàãåðà (ñì ðàçäåë 1.76), òîåñòü ïðèðàâíÿòü êîý��èöèåíòû ïðè ïåðåêð¼ñòíûõ ÷ëåíàõ.Â ñèòóàöèÿõ, êîãäà âíóòðåííèìè ïðîöåññàìè ðåëàêñàöèè íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü,óðàâíåíèå ðåëàêñàöèè äëÿ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ñëåäóåò âêëþ÷èòü âðàññìîòðåíèå, è ìû çàïèñûâàåì
σij + pδij = fij(νjs,∇lT, ξγ)

−Hi = Hi(νjs,∇lT, ξγ),

−
dξα

dt
= gα(νjs,∇lT, ξγ). (4.16)Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî äè��óçèåé âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü äè��óçèåéñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ ïðè íåãîìîãåííîì ðàñïðåäåëåíèè çíà÷åíèé âíóòðåííèõïåðåìåííûõ, ïðåíåáðåãàåòñÿ çäåñü. Èíà÷å, âåëè÷èíû ∂2ξα

∂xi∂xl

äîëæíû áûòüäîáàâëåíû ê íàáîðó àðãóìåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè �óíêöèé â (4.16). Ìû íåáóäåì îáñóæäàòü ýòó ñèòóàöèþ âïðåäü.Èçâåñòíî, ÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñèëû ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè âíóòðåííèõïåðåìåííûõ (íå ãîâîðÿ î äðóãèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ)
Ξα = Ξα(ξγ), (4.17)òàê ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (4.16) ìîæíî ïîíèìàòü òàêèì ñïîñîáîì, ÷òî âåëè÷èíû

1

T
(σik + pδik), −

1

T
Hi, −

1

T

dξα

dtÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèë
νik, ∇iT, Ξα.Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ìîæíî ïðîâåñòè, äëÿ íà÷àëà, â ëèíåéíîìïðèáëèæåíèè, ÷òî ïðàêòè÷åñêè, äîñòàòî÷íî äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèëîæåíèé.Óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷åñêîãî è àíòèñèììåòðè÷åñêîãîòåíçîðîâ ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè

γij =
1

2
(νij + νji), ωij =

1

2
(νij + νji)96



è, ðàçäåëèâ òåíçîð íàïðÿæåíèÿ íà ñèììåòðè÷åñêóþ è àíòèñèììåòðè÷åñêóþ÷àñòè, íàïèñàòü ïîòîêè êàê êâàçè-ëèíåéíûå �óíêöèè ñèë
1

2
(σik + σki + 2pδik) = ηikjsγjs + Kikjsωjs + Likj∇jT + Mikαξα,

1

2
(σik − σki) = K̄ikjsγjs + Nikjsωjs + C̄ikj∇jT + D̄ikαξα,

−Hi = L̄ijsγjs + Cijsωjs + Aij∇jT + Giαξα,

−
dξα

dt
= M̄αjsγjs + Dαjsωjs + Ḡαi∇iT + Pαγξγ. (4.18)Ìàòðè÷íûå êîý��èöèåíòû â (4.18) çàâèñÿò îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõïåðåìåííûõ, êîòîðûìè, â îáñóæäàåìîì ñëó÷àå, ÿâëÿþòñÿ äàâëåíèå p èëèïëîòíîñòü ρ (ìû ìîæåì, âûáðàòü ëþáóþ èç íèõ, òàê êàê ñóùåñòâóåòóðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçûâàþùåå ýòè ïåðåìåííûå), òåìïåðàòóðà T èâíóòðåííèå ïåðåìåííûå ξα. Êîý��èöèåíòû ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ðÿäîêîëî ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ. ×ëåíû íóëåâîãîïîðÿäêà ðàçëîæåíèÿ êîìïîíåíòîâ ìàòðèö â ðÿä ñâÿçàíû ñîãëàñíî Îíçàãåðà(ñì. ðàçäåë 1.7.4) íåêîòîðûìè ñîîòíîøåíèÿìè

K̄0

jsik = K0

ikjs, C̄0

ikj = −C0

jik, L̄0

jik = −L0

ikj ,×åðòû íàä ñèìâîëàìè îçíà÷àþò ìàòðèöû, êîòîðûå ïîëó÷åíû îò ïåðâîíà÷àëüíûõìàòðèö (áåç ÷åðò) ïðîñòûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ýòèñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû ïðè ξα = 0. Äàëåå, èíòåðåñóÿñü íåëèíåéíûìèîòíîøåíèÿìè, ðàññìàòðèâàåì, ÷òî âñå ìàòðèöû çàâèñÿò îò âíóòðåííèõïåðåìåííûõ.Â ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà âñå âíóòðåííèå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìèâåëè÷èíàìè, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì è âñå ìàòðè÷íûåêîý��èöèåíòû â (4.18) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ñîîòíîøåíèÿ(4.18) ïðèíèìàþò áîëåå ïðîñòóþ �îðìó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ëåãêî çàïèñàíàäëÿ êàæäîãî çàäàííîãî íàáîðà âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ.Â ðåîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ, óðàâíåíèÿ (4.17) è (4.18) ñîñòàâëÿþò íàáîðîïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìû. Âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè (4.3), (4.4)è (4.7), îíè îïðåäåëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû.Ìû äîëæíû îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà ïîñëåäíåå îòíîøåíèå â(4.18), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðåëàêñàöèè äëÿ ïåðåìåííîé ξα.Ïðèñóòñòâèå97



âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ è óðàâíåíèé äëÿ èõ èçìåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñïåöè�è÷åñêèìèîñîáåííîñòÿìè æèäêîñòåé, êîòîðûå ìû íàçûâàåì ñëîæíûìè æèäêîñòÿìèè ðàññìàòðèâàåì â ýòîé ãëàâå.4.2.4 Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ ìåäëåííî-ìåíÿþùèõñÿäâèæåíèéÔîðìà çàïèñàííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé (4.18) ìîæåò áûòü ñäåëàíà áîëååîïðåäåë¼ííîé ïðè íàëîæåíèè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå ñëåäóþòèç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî äâèæåíèå ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ ñðåäû íå ìåíÿåòñÿî÷åíü áûñòðî, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
uρa

η
≪ 1. (4.19)Çäåñü, a - õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà, ρ - ïëîòíîñòü,êîòîðûå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîé 1 g/cm3, η - ý��åêòèâíûéêîý��èöèåíò âÿçêîñòè ñðåäû, êîòîðûé ìîæíî îöåíèòü êàê 10−2−10 Ps.Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèöû u íå ïðåâûøàåò, î÷åâèäíî,ñðåäíþþ òåïëîâóþ ñêîðîñòü (T/m)1/2. Ëåãêî âèäåòü ÷òî ïðè êîìíàòíîéòåìïåðàòóðå è ñ âûøåóïîìÿíóòûìè çíà÷åíèÿìè âåëè÷èí, óñëîâèå (4.19)âûïîëíÿåòñÿ, åñëè a ≫ 10−7 − 10−6 cm.Êàê õîðîøî èçâåñòíî, óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûìèïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ �àëèëåÿ. Ýòî ìîæåò áûòü òàêæå ñêàçàíîîá îòíîøåíèÿõ (4.16) è (4.18). Â ñëó÷àå, êîãäà äâèæåíèÿ âíóòðåííèõ÷àñòèö ìåäëåííû (â ñìûñëå îáñóæäåííîì âûøå), ìû ìîæåì óòâåðæäàòü,÷òî ñïðàâåäëèâ áîëåå ñèëüíûé ïðèíöèï, êîòîðûé ãëàñèò, ÷òî âñå ïðîöåññûïðîèñõîäÿò îäèíàêîâûì îáðàçîì è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíû îïèñûâàòüñÿïîäîáíûìè óðàâíåíèÿìè âî âñåõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, êîòîðûå ñâÿçàíûäðóã ñ äðóãîì ïðåîáðàçîâàíèåì

xi = aikx
′

k + ci (4.20)ãäå îðòîãîíàëüíûé òåíçîð aik è âåêòîð ci ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè �óíêöèÿìèâðåìåíè.Â îòëè÷èå îò ïðèíöèïà �àëèëåî, ñ�îðìóëèðîâàííûé ïðèíöèï, êîòîðûéíàçûâàåòñÿ òàêæå ïðèíöèïîì ìàòåðèàëüíîé îáúåêòèâíîñòè, ñïðàâåäëèâäëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ñèëàìè èíåðöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.�àññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ íàëàãàåìûå íà �îðìó óðàâíåíèé ïåðåíîñàñ�îðìóëèðîâàííûì ïðèíöèïîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, êîãäà ïðåîáðàçîâàíèå98



(4.20) ïðèìåíÿåòñÿ ê êîîðäèíàòàì, òåíçîð ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè ïðåîáðàçóåòñÿêàê
νik = ailakjν

′

lj + ȧilakl.Òî÷êà íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå îòíîñèòåëüíî âðåìåíè.Ñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð ãðàäèåíòà ñêîðîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð,íåçàâèñÿùèé îò âðåìåíè
γik = ailakjγ

′

lj, (4.21)â òî âðåìÿ, êàê àíòèñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì
ωik = ailakjω

′

lj + ȧilakl. (4.22)Îáðàùàÿñü ê âíóòðåííèì ïåðåìåííûì, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî îäíàèç âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà èïðåîáðàçóåòñÿ ïîäîáíî êîîðäèíàòàì, òî åñòü, êîíòðèíâàðèàíòíî
ξik...l = aijaks . . . alnξ′js...n.Äè��åðåíöèðóÿ òåíçîð îòíîñèòåëüíî âðåìåíè, íàõîäèì, ÷òî

dξik...l

dt
= ȧijapjξpk...l + ȧkjapjξip...l + . . . + ȧljapjξik...p + aijaks . . . aln

dξ′js...n
dt

.Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âûðàæåíèå ȧilakl èç (4.22) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåïèñàòüïîñëåäíåå âûðàæåíèå â �îðìå
dξik...l

dt
− ωipξpk...l − ωkmξim...l − . . . − ωlnξik...n

= aijaks . . . aln

(

dξ′is...n
dt

− ω′

jqξ
′

qs...n − ω′

sqξ
′

jq...n − . . . − ω′

nqξ
′

js...q

)

.Ìû ìîæåì âèäåòü ÷òî êîìáèíàöèÿ
Dξik...l

Dt
=

dξik...l

dt
− ωipξpk...l − ωkmξim...l − . . . − ωlnξik...n (4.23)ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì îò âðåìåíè.Âûðàæåíèå (4.23) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ßóìàíà òåíçîðà ξik...l îòíîñèòåëüíîâðåìåíè. 99



Èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ òåíçîðà ξik...l,ñðåäè êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ßóìàíà èìååò ñàìóþ ïðîñòóþ �îðìó. Äåéñòâèòåëüíî,èç âûðàæåíèé (4.21) è (4.22) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå
ȧilakl = ωik + κγik − aisakj(ω

′

sj + κγ′

sj)ãäå κ - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòî îòíîøåíèå,÷òîáû ââåñòè ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè (4.23).Êîâàðèàíòíûå òåíçîðû ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäîáíûì ñïîñîáîì.4.2.5 Ìîäåëè ñïëîøíûõ ñðåäÂîçâðàòèìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðåíîñà (4.17) è (4.18), êîòîðàÿñ ó÷¼òîì îáñóæäåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðèíöèïà ìîæåò áûòüçàïèñàíà â �îðìå, êîâàðèàíòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ (4.20),
1

2
(σik + σki + 2pδik) = ηikjsγjs + Likj∇jT + Mikαξα,

1

2
(σik − σki) = D̄ikαξα,

−Hi = L̄ijsγjs + Aij∇jT + Giαξα,

−
Dξα

Dt
= M̄αjsγjs + Ḡαi∇iT + Pαγξγ, (4.24)ãäå ïðîèçâîäíàÿ ßóìàííà îáîçíà÷åíà êàê

Dξα

Dt
=

dξα

dt
+ Dαjsωjs.Äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî òåíçîðà ξα, ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ñðàâíåíîñ îïðåäåëåíèåì (4.23), ÷òî îïðåäåëÿåò ìàòðèöó Dαjs è, ñëåäîâàòåëüíî, âëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ìàòðèöó D̄ikα â ñîîòíîøåíèÿõ (4.24). Ñèñòåìàñîîòíîøåíèé (4.24) îïðåäåëÿåò ïîòîêè êàê êâàçè-ëèíåéíûå �óíêöèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõñèë. Êîý��èöèåíòû â (4.24) ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè òåðìîäèíàìè÷åñêèõïåðåìåííûõ è âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ.Îáðàòèì îñîáîå âíèìàíèå íà ÷åòâåðòîå ñîîòíîøåíèå â ñèñòåìå (4.24),êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðåëàêñàöèè äëÿ ïåðåìåííîé ξα ñ íåêîòîðûìõàðàêòåðíûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè τ è îïðåäåëÿåò ý��åêòû âÿçêîóïðóãîñòè.100



Åñëè âñå ïðîöåññû ðåëàêñàöèè îòñóòñòâóþò (âñå ξα = 0), óðàâíåíèÿ(4.24) ïðåâðàùàþòñÿ â îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîé âÿçêîéæèäêîñòè. Ý��åêòû âÿçêîóïðóãîñòè çàìåòíû, êîãäà îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìèïðîöåññû ðåëàêñàöèè âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ èëëþñòðàöèè â Òàáëèöå4.1 ïðèâåäåíû âðåìåíà ðåëàêñàöèè äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì. Âïðî÷åì, ñèñòåìóíåëüçÿ ñ÷èòàòü âÿçêîé èëè âÿçêîóïðóãîé â àáñîëþòíîì ñìûñëå, òàêîãîðîäà óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè ñðàâíåíèè âðåìåíè ðåëàêñàöèèñèñòåìû ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì íàáëþäåíèÿ. Òàê, ìîëåêóëÿðíûå æèäêîñòèîáû÷íî ñ÷èòàþòñÿ âÿçêèìè, õîòÿ ïðè âðåìåíàõ íàáëþäåíèÿ ïîðÿäêà 10−8ñåê èõ ñëåäóåò ñ÷èòàòü âÿçêîóïðóãèìè. �àñïëàâû æå ïîëèìåðîâ ïðèâðåìåíàõ íàáëþäåíèÿ ïîðÿäêà 10−4 ñåê ñëåäóåò ñ÷èòàòü óïðóãèìè. Ëþáîéìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âÿçêèì è óïðóãèì, è ìû ìîæåì óñòàíîâèòüîáùóþ òåîðèþ âÿçêîóïðóãîñòè ñ âñåâîçìîæíûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè.Ëþáàÿ ìîäåëü ñïðàâåäëèâà â îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ è ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåìê ðåàëüíîñòè. Ìû íå ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ýòà æèäêîñòü âÿçêàÿ à ýòàâÿçêîóïðóãàÿ. Ìû òîëüêî ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ýòà ñïëîøíàÿ ñðåäàâåäåò ñåáÿ êàê âÿçêàÿ æèäêîñòü, åñëè âðåìÿ íàáëþäåíèÿ t ìíîãî áîëüøå÷åì âðåìåíà ðåëàêñàöèè τ âñåõ âíóòðåííèõ ïðîöåññîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,ñðåäó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê âÿçêîóïðóãóþ æèäêîñòü, à åñëè t/τ ≪

1, òî êàê óïðóãîå òåëî. Äëÿ îïèñàíèÿ îäíîãî è òîãî æå ìàòåðèàëà ìîãóòáûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ìîäåëè. Íåîáõîäèìî çíàòü îöåíêó âðåìåíðåëàêñàöèè âíóòðåííèõ ïðîöåññîâ.Òàáëèöà 4.1. Õàðàêòåðíûå âðåìåíà ðåëàêñàöèèÂðåìÿ ðåëàêñàöèè, ñåê Âåùåñòâî
10−8 Ìîëåêóëÿðíûå æèäêîñòè, áåíçîë
10−6 Æèäêèå êðèñòàëëû
10−3 �àçáàâëåííûå ðàñòâîðû ïîëèìåðîâ

10−1 − 10 �àñïëàâû ïîëèìåðîâ, ì¼ä, ñìîëû
103 Âàð
106 ÑòåêëîÓðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4.24) ïðåäñòàâëÿþò îáùèé âèä îïðåäåëÿþùèõóðàâíåíèé äëÿ íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòüçàïèñàíû â áîëåå êîíêðåòíîé �îðìå, åñëè íàáîð ðåëàêñèðóþùèõ âíóòðåííèõïåðåìåííûõ çàäàí. Îäíàêî, íàáîð âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ñïåöè�è÷åí101



äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ è íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí â ðàìêàõ �åíîìåíîëîãè÷åñêîéòåîðèè. Ïðèíöèïû �îðìóëèðîâêè �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè äëÿ ëþáûõðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ ÿñíû, è â ýòîì ñìûñëå, ìîæíî ïîñòóëèðîâàòü îáùóþ�åíîìåíîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ âÿçêîóïðóãîñòè, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò âñåâîçìîæíûåêîíêðåòíûå ñëó÷àè.Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ðàíåå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âÿçêîóïðóãèõæèäêîñòåé �îðìóëèðîâàëèñü áåç çíàíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïðîöåññîâ ðåëàêñàöèè,êàê ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿæåíèÿ è êèíåòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìèäå�îðìèðóåìîé ñðåäû (Astarita è Marrui, 1974). Òàêîãî ðîäà ñîîòíîøåíèÿíàõîäÿò îáîñíîâàíèå ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.24). Äåéñòâèòåëüíî,ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿæåíèÿ è òåíçîðîìãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè, åñëè ìû èñêëþ÷àåì âñå âíóòðåííèå ïåðåìåííûå
ξα èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.24). Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ðàçëè÷íûìèñïîñîáàìè. Â îäíîì ñëó÷àå ìû ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ òåíçîðà íàïðÿæåíèéêàê �óíêöèîíàëà êèíåìàòè÷åñêèõ õïðàêòåðèñòèê � ïðåäñòàâëåíèå â �îðìåðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðîå âïåðâûå áûëî, ïî-âèäèìîìó èñïîëüçîâàíî Áîëüöìàíîì äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ âÿçêîóïðóãèõìàòåðèàëîâ (ñì. Ferry, 1980). Â äðóãîì ñëó÷àå ìû ïðèõîäèì ê äè��åðåíöèàëüíîé�îðìå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé � ïðîñòåéøèé ïðèìåð áûë äàí Ìàêñâåëëîì(ñì. Ëàíäàó è Ëè�øèö, 1987, ïàðàãðà� 35).Ìîæíî âèäåòü, ÷òî èìååòñÿ íåñêîëüêî �îðì ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëÿþùèõñîîòíîøåíèé äëÿ âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè. Êîíå÷íî, ìû äîëæíû ñêàçàòü,÷òî âñå òèïû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ëþáóþ èç íèõ, ÷òîáû îïèñàòü ïîâåäåíèå âÿçêîóïðóãèõæèäêîñòåé. Îäíàêî, îïèñàíèå æèäêîñòè â òåðìèíàõ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ, åñëè ýòî äîñòóïíî,î ìèêðîñòðóêòóðå ìàòåðèàëà, è, �àêòè÷åñêè, îêàçûâàåòñÿ ñàìûé ïðîñòîé�îðìîé äëÿ âûâîäà è âû÷èñëåíèÿ. Ôîðìà, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò âíóòðåííååïåðåìåííûå, îòðàæàåò áîëåå ãëóáîêîå ïðîíèêíîâåíèå â ìåõàíèçìû âÿçêîóïðóãîåïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ è ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ,âñå ïðåäñòàâëåíèÿ î äå�îðìèðîâàííîì ìàòåðèàëå ìîãóò áûòü îáúåäèíåíûè êëàññè�èöèðîâàíû.4.3 Äèíàìèêà ïîëèìåðíûõ æèäêîñòåé�èãàíòñêèå ìîëåêóëû, ñïðàâåäëèâî íàçûâàåìûå ìàêðîìîëåêóëàìè ìîãóòáûòü ëèíåéíûìè èëè æå ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó102



(ù¼òêà, çâåçäà, ...). Ìû ðàññìîòðèì çäåñü ïîëèìåðíûå æèäêîñòè � ñèñòåìû,âêëþ÷àþùèå ëèíåéíûå ìàêðîìîëåêóëû ñ äëèíîé èëè ìîëåêóëÿðíîé ìàññîé. Â ñèñòåìå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü ðàñòâîðèòåëü, òàê ÷òî ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ðàñòâîð (êîíöåíòðèðîâàííûé èëè ðàçáàâëåííûé) èëè ðàñïëàâ ïîëèìåðà.Ïðåäñòàâëåíèÿ î äèíàìèêå ìàêðîìîëåêóë â ñèñòåìå ïåðåïëåò¼ííûõ ìàêðîìîëåêóëè èçâåñòíûå ìåòîäû ñòàòè÷åñêîé �èçèêè ïîçâîëÿþò ïðîñëåäèòü âåñü ïóòüîò äèíàìèêè îòäåëüíûõ ìàêðîìîëåêóë äî ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèéäâèæåíèÿ ñèñòåìû (Pokrovskii, 2010).4.3.1 Êëàññè�èêàöèÿ ïîëèìåðíûõ æèäêîñòåéÎñíîâíûå ýìïèðè÷åñêèå �àêòû âÿçêîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ êîíöåíòðèðîâàííûõðàñòâîðîâ è ðàñïëàâîâ ïîëèìåðîâ áûëè îáíàðóæåíû, ïî êðàéíåé ìåðå,ïîëâåêà íàçàä è îïèñàíû, íàïðèìåð, â ìîíîãðà�èè Ôåððè (Ferry, 1980).Èññëåäîâàíèå äåìîíñòðèðóåò, ÷òî â ëèíåéíîé îáëàñòè âÿçêîóïðóãîñòèñóùåñòâóþò óíèâåðñàëüíûå çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåëè÷èí îòäëèí ìàêðîìîëåêóëM , ÷òî ïîçâîëÿåò êëàññè�èöèðîâàòü ñèñòåìû. Çàâèñèìîñòüêîý��èöèåíòà ñäâèãîâîé âÿçêîñòè η îò äëèíû ìàêðîìîëåêóë
η ∼

{

M, non − entangled systems, M < Mc

M3. 4, entangled systems, M > Mc

(4.25)îïðåäåëÿåò ïåðâóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó Mc. Ïîëàãàþò, ÷òî ïåðâàÿ êðèòè÷åñêàÿòî÷êà ðàçäåëÿåò ñèñòåìû áåç çàöåïëåíèé (M < Mc) è ñèñòåìû ñ çàöåïëåíèÿìè(M > Mc).Â òî âðåìÿ êàê çàêîí ñ èíäåêñîì 3.4 äëÿ âÿçêîñòè ñïðàâåäëèâ âîâñåé îáëàñòè âûøå Mc, çàâèñèìîñòü õàðàêòåðíîãî âðåìåíè ðåëàêñàöèèâÿçêîóïðóãîñòè ðàçëè÷íà äëÿ ñëàáî è ñèëüíî ïåðåïóòàííûõ ñèñòåì (Fer-ry, 1980)
τ ∼

{

M4.4, weakly entangled systems, M < M∗

M3.4, strongly entangled systems, M > M∗
(4.26)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò âòîðóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó M∗, çíà÷åíèåêîòîðîé ïðèìåðíî â ïÿòü ðàç ïðåâûøàåò çíà÷åíèå ïåðâîé êðèòè÷åñêîéòî÷êè (Altukhov et al, 2004).Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî äàííûõ, äåìîíñòðèðóþùèõíàëè÷èå âòîðîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè, òàê ÷òî ñàìîå ñóùåñòâîâàíèå òî÷êèïåðåõîäà ìåæäó ñëàáî è ñèëüíî ïåðåïóòàííûìè ñèñòåìàìè ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü103



êàê ýìïèðè÷åñêèé �àêò, êîòîðûé íàõîäèò îáúÿñíåíèå â îñîáåííîñòÿõäèíàìèêè ìàêðîìîëåêóë â ñèñòåìå (Altukhov et al, 2004). Ìåõàíèçì ðåëàêñàöèèìàêðîìîëåêóë ìåíÿåòñÿ â òî÷êå ïåðåõîäà: â ñèëüíî ïåðåïóòàííûõ ñèñòåìàõ(M > M∗) ìàêðîìîëåêóëû ðåëàêñèðóþò ÷åðåç ðåïòàöèîííîå äâèæåíèå,â òî âðåìÿ êàê â ñëàáî ïåðåïóòàííûõ ñèñòåìàõ (M < M∗) ñîõðàíÿåòñÿèçîòðîïíûé õàðàêòåð ïîäâèæíîñòè ìàêðîìîëåêóë.4.3.2 Î íàáîðå âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõÑ �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, î÷åíü êîíöåíòðèðîâàííûå ðàñòâîðûè ðàñïëàâû ëèíåéíûõ ïîëèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåïðåðûâíûé êîíòèíóóì,ìãíîâåííîå ñîñòîÿíèå êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåòñÿ, êðîìå òåìïåðàòóðû, ïëîòíîñòè,è ñêîðîñòè, íåêîòîðûìè âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè, êîòîðûå è îïðåäåëÿþòîñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì áîëåå ïðîñòîéñëó÷àé èçîòåðìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè áåç âíåøíèõ îáúåìíûõ ñèëè áåç âíåøíåãî âðàùàþùåãî îáú¼ìíîãî ìîìåíòà ñèë, òàê ÷òî óðàâíåíèÿ(4.24) ïðèîáðåòàþò �îðìó
σik + pδik = ηikjsγjs + Mikαξα,

−
Dξα

Dt
= M̄αjsγjs + Pαγξγ. (4.27)ãäå âíóòðåííèå ïåðåìåííûå ξα äîëæíû áûòü óñòàíîâëåíû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîéñèñòåìû ïåðåïóòàííûõ ìàêðîìîëåêóë.Ñ ìîëåêóëÿðíîé òî÷êè çðåíèÿ âÿçêîóïðóãîå ïîâåäåíèå ïîëèìåðíûõæèäêîñòåé òðàäèöèîííî èíòåðïðåòèðóåòñÿ íà îñíîâå äèíàìèêè ìàêðîìîëåêóëâ ñèñòåìå (Ferry, 1980; Pokrovskii, 2010), ÷òî ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ìíîæåñòâîâíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ âÿçêîóïðóãîñòèñèñòåì ëþáîãî òèïà íåîáõîäèì íàáîð êîí�îðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ xα

ik,êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò îòêëîíåíèÿ �îðìû è ðàçìåðà ìàêðîìîëåêóëÿðíûõêëóáêîâ îò ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñûâàòü ïîâåäåíèåñèëüíî ïåðåïëåò¼ííûõ ñèñòåì, íåîáõîäèì òàêæå åù¼ íàáîð îðèåíòàöèîííûõïåðåìåííûõ uα
ik, êîòîðûå ñâÿçàíû ñî ñðåäíåé îðèåíòàöèåé ìàëûõ ÷àñòåé(ñåãìåíòîâ) ìàêðîìîëåêóë. Âñå âíóòðåííèå ïåðåìåííûå äëÿ ñèñòåì ïåðåïëåò¼ííûõìàêðîìîëåêóë ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà.Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî òåíçîðíûå �óíêöèè â óðàâíåíèÿõ (4.27)èìåþò ñâîè îñîáåííîñòè äëÿ êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäûäóùåìðàçäåëå òð¼õ òèïîâ ïîëèìåðíûõ æèäêîñòåé. Ìîæíî îñòàâèòü â ñòîðîíå104



ðàçáàâëåííûå ðàñòâîðû ïîëèìåðîâ, êàê ìàëî èíòåðåñíûå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõöåëåé, è îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïåðåïóòàííûõ ñèñòåì.×òîáû óïðîñòèòü ñèòóàöèþ, ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî âíóòðåííèå ïåðåìåííûåñ íàèìåíüøèì íîìåðîì îò êàæäîãî íàáîðà, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå
x1

ik è u1

ik. Ýòî ïîçâîëÿåò êîíêðåòèçèðîâàòü óðàâíåíèÿ (4.27) çàïèñàòüñèñòåìó îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿ äâóõ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ �ñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïîâåäåíèåñèëüíî ïåðåïóòàííûõ ñèñòåì (ñ ðåïòàöèîííûì ìåõàíèçìîì ðåëàêñàöèè).Äëÿ ñèñòåìû ñëàáî ïåðåïóòàííûõ ìàêðîìîëåêóë ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿåäèíñòâåííîé âíóòðåííåé ïåðåìåííîé, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîåîïèñàíèå âÿçêîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû.4.3.3 Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñëàáî ïåðåïóòàííûõñèñòåì×òîáû ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñèñòåìû ñëàáî ïåðåïóòàííûõ ìàêðîìîëåêóëáîëåå äåòàëüíî, ìû êîíêðåòèçèðóåì óðàâíåíèÿ (4.27) äëÿ åäèíñòâåííîéâíóòðåííåé ïåðåìåííîé � ñèììåòðè÷åñêîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, ÷òîîïðåäåëÿåò ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé
σik + pδik = ηikjsγjs + Mikjsξjs,

−
Dξij

Dt
= M̄ijlsγls + Pijlsξls. (4.28)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò îáùóþ �îðìó íåëèíåéíîãî îïðåäåëÿþùåãîñîîòíîøåíèÿ ñ åäèíñòâåííîé òåíçîðíîé âíóòðåííåé ïåðåìåííîé. Çàâèñèìîñòüìàòðèö ηikjs,Mikjs, M̄ijls è Pijls îò âíóòðåííåé ïåðåìåííîé â (4.28) îñòà¼òñÿíåèçâåñòíîé, è òàê èëè èíà÷å òåíçîðíûå �óíêöèè äîëæíû áûòü îïðåäåëåíûäëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñèòóàöèþ è ñîïîñòàâèòü �åíîìåíîëîãè÷åñêóþè ìîëåêóëÿðíóþ òåîðèè, ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû ìîëåêóëÿðíîãî ïîäõîäàäëÿ ñëàáî ïåðåïóòàííûõ ñèñòåì. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ðåîëîãè÷åñêàÿìîäåëü çàïèñûâàåòñÿ (Pyshnograi et al, 2009) â âèäå

σik = −pδik + 3
η0

τ0

(

ξik −
1

3
δik

)

,

dξik

dt
− νijξjk − νkjξji (4.29)105



= −
1

τ0

[1 + (κ − β)(ξss − 1)]
(

ξik −
1

3
δik

)

−
1

τ0

3β
(

ξij −
1

3
δij

)(

ξjk −
1

3
δjk

)

.ãäå η0 è τ0 - íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ñäâèãîâîé âÿçêîñòè è âðåìåíè ðåëàêñàöèè;
β è κ - �åíîìåíîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå â óðàâíåíèÿõäèíàìèêè âëèÿíèå ðàçìåðîâ è �îðìû ìîëåêóëÿðíîãî êëóáêà íà êîý��èöèåíòâçàèìîäåéñòâèÿ ìàêðîìîëåêóëû ñî ñâîèì îêðóæåíèåì; νij - òåíçîð ãðàäèåíòîâñêîðîñòè.�åîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü (4.29) ñ ÷åòûðüìÿ ìàòåðèàëüíûìè ïîñòîÿííûìèïðåêðàñíî îïèñûâàåò íàáëþäàåìûå ý��åêòû ïðè ïðîñòîì ñäâèãå è ïðîñòîìðàñòÿæåíèè ïîëèìåðíûõ æèäêîñòåé (Pyshnograi et al, 2009) è óíèâåðñàëüíîïðèìåíèìà ê ñèñòåìàì ñëàáî ïåðåïëåò¼ííûõ ìàêðîìîëåêóë.4.4 Èíòåãðàëüíûå çàêîíû äâèæåíèÿ êàê ñëåäñòâèåëîêàëüíûõÈíòåãðàëüíûå çàêîíû, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü â ðàçäåëå 4.1, ìîãóò áûòüóñòàíîâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî, íî ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðè èíòåãðèðîâàíèèëîêàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, êîòîðûå èãðàþò ðîëü �óíäàìåíòàëüíûõïðèíöèïîâ. Ýòî òîæå îêàçûâàåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé âûâåñòè èíòåãðàëüíûåçàêîíû èç ëîêàëüíûõ, îñîáåííî, äëÿ æèäêîñòåé ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè ÷åðåç î÷åíüäëèííóþ òðóáó (îòíîøåíèå äëèíû ê ðàäèóñó L/R ≫ 1) ïîä äåéñòâèåìïðîòàëêèâàþùåãî äàâëåíèÿ � òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ (ðèñ. 4.1).4.4.1 Ïðîòåêàíèå âÿçêîé æèäêîñòè ÷åðåç òðóáóÇàïèøåì ëîêàëüíûå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè è äâèæåíèÿ âî âíóòðåííåéòî÷êå òðóáû, îáîçíà÷àÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîéñèñòåìå êîîðäèíàò êàê v, u è w,

∂v

∂x
+

∂u

∂y
+

∂w

∂z
= 0 (4.30)

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+ u

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
= −

1

ρ

∂p

∂x
+

η

ρ

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

) (4.31)106



∂u

∂t
+ v

∂u

∂x
+ u

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
= −

1

ρ

∂p

∂y
+

η

ρ

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

) (4.32)
∂w

∂t
+ v

∂w

∂x
+ u

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z
= −

1

ρ

∂p

∂z
+

η

ρ

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

) (4.33)Ýòà îáùàÿ çàïèñü ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíà ñ ó÷åòîì ñèòóàöèèè ñèììåòðèè çàäà÷è. Òå÷åíèå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ñòàöèîíàðíîå,ïðè êîòîðîì âñå âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Äëÿ çàäàííîé ãåîìåòðèèâ ñèëó îñåâîé ñèììåòðèè åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëèíèè òîêàïàðàëëåëüíû îñè x, òî åñòü, íåêîòîðûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòèðàâíû íóëþ
u = w = 0Òîãäà, èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (4.30) ñëåäóåò, ÷òî

∂v

∂x
= 0èëè, ÷òî åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò

y è z
v = v(y, z) (4.34)Òîãäà óðàâíåíèÿ (4.32) è (4.33) ñâîäÿòñÿ ê

∂p

∂y
= 0,

∂p

∂z
= 0 (4.35)Ýòî çíà÷èò, ÷òî, �àêòè÷åñêè, ñóùåñòâåíåí òîëüêî ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ∂p

∂x
,è çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè (4.34) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþóðàâíåíèÿ

0 = −
1

ρ

∂p

∂x
+

η

ρ

(

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

) (4.36)Ïîñêîëüêó òðóáà ðàññìàòðèâàåòñÿ î÷åíü äëèííîé, ñäâèã âäîëü îñè íåìåíÿåò ñèòóàöèþ è �îðìó óðàíåíèé (4.35) è (4.36). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîãðàäèåíò äàâëåíèÿ íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû è ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê
∂p

∂x
= −

P

L
(4.37)107



Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ðåøåíèå v = v(y, z) çàâèñèò îò èíâàðèàíòíîéêîìáèíàöèè êîîðäèíàò ξ = y2 + z2 = r2, òàê ÷òî óðàâíåíèå (4.36) ìîæåòáûòü çàïèñàíî â âèäå
∂

∂ξ

(

ξ
∂v

∂ξ

)

= −
P

4ηL
(4.38)Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå äâàæäû, íàõîäèì

v = −
P

4ηL
r2 + A ln r2 + B, (4.39)ãäå A èB ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìûå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Òàê êàê íà ïîâåðõíîñòè òðóáû, êîãäà r = R, ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ v = 0,à â öåíòðå òðóáû ñêîðîñòü èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå, òî

v =
P

4ηL
(R2

− r2) (4.40)Òåïåðü, èíòåãðèðóÿ ïî �îðìóëå
Q = 2π

∫ R

0

v(r)rdr,íàõîäèì ðàñõîä æèäêîñòè ïðè ïðîòåêàíèè ÷åðåç òðóáó
Q =

πPR4

8ηL
(4.41)4.4.2 Ïðîòåêàíèå ïîëèìåðíîé æèäêîñòè ÷åðåç òðóáóÔîðìóëà äëÿ ðàñõîäà èçìåíèòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ïðîòåêàåìàÿ æèäêîñòüîáëàäàåò áîëåå ñëîæíûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷èñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (4.29) íàéäåíî (Altukhov èPyshnograi, 1996) âûðàæåíèå ñ ïîïðàâêàìè, ñâÿçàííûìè ñ îñîáåííîñòÿìèæèäêîñòè

Q =
πPR4

8η0L



1 +
1

6

(

PRτ0

η0L

)2

(2κ + β)



 (4.42)Ìîäåëü äâèæåíèÿ ñèñòåì ñëàáî ïåðåïëåò¼ííûõ ìàêðîìîëåêóë, îïðåäåëÿåìûåóðàâíåíèÿìè (4.29), ïîëüçóþòñÿ çàñëóæåííûì âíèìàíèåì â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåìïðîáëåì �îðìîâàíèÿ ïîëèìåðíûõ èçäåëèé. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ òîãî,108



÷òîáû ñ�îðìîâàòü èçäåëèå, èñïîëüçóåòñÿ ïîëèìåð â òåêó÷åì ñîñòîÿíèè,íàïðèìåð, ðàñïëàâû ïîëèìåðîâ íå ñëèøêîì áîëüøîé ìîëåêóëÿðíîé ìàññû.Íàïðèìåð, äëÿ ïîëèñòèðîëà, ðàñïëàâû ïîëèñòèðîëà ñ ìîëåêóëÿðíîé ìàññîéäî 180000 îêàçûâàþòñÿ ñëàáî ïåðåïóòàííûìè ñèñòåìàìè, ê êîòîðûì ïðèìåíèìûóêàçàííûå ðåîëîãè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Ñèñòåìû ñèëüíî ïåðåïëåò¼ííûõìàêðîìîëåêóë íå ñòîëü òåêó÷è. �àçóìååòñÿ, ñêàçàííîå íè â êîåé ìåðå íåóìàëÿåò íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ ñèëüíî ïåðåïóòàííûõ ñèñòåì, â êîòîðûõðåàëèçóåòñÿ ìåõàíèçì ðåëàêñàöèè ÷åðåç ðåïòàöèè.4.5 ËèòåðàòóðàËàíäàó Ë.Ä. è Ëè�øèö Å.Ì., �èäðîäèíàìèêà, èçä. 3, (Íàóêà, �ëàâíàÿðåäàêöèÿ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, Ìîñêâà, 1986). Ïåðåâîä:Landau L.D. and E.M. Lifshitz. Fluid Mehanis, 2nd ed. Pergamon,Oxford (1987).Ëàíäàó Ë.Ä. è Ëè�øèö Å.Ì., Òåîðèÿ óïðóãîñòè, èçä. 4, (Íàóêà, �ëàâíàÿðåäàêöèÿ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, Ìîñêâà, 1987). Ïåðåâîä:Landau L.D. and E.M. Lifshitz. Theory of Elastiity, 3rd ed. Pergamon,Oxford (1987).Ïîêðîâñêèé Â.Í., Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîóïðóãèõ ñèñòåì êàê ñëåäñòâèåçàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè íåðàâíîâåñíûõïðîöåññîâ, Ìåõàíèêà ïîëèìåðîâ No 5, 799 - 811 (1970).Ïåðåâîä: Pokrovskii V.N., Equations of motion of visoelasti systemsas derived from the onservation laws and the phenomenologial theoryof non-equilibrium proesses, Polymer Mehanis 6, 693 - 702 (1970).Y.A. Altukhov, V.N. Pokrovskii, G.V Pyshnograi. On the di�erene be-tween weakly and strongly entangled linear polymers. Journal of Non-Newtonian Fluid Mehanis, Aug 2004, 121, 73 - 86.Altukhov Yu.A. and G.V. Pyshnograi. Mirostrutural approah to the the-ory of �ow of linear polymers and related e�ets. Polymer Si. A 38(7), 766 - 774 (1996).Astarita G. and G. Marrui. Priniples of Non-Newtonian Fluid Mehan-is. MGraw-Hill, New York (1974).109
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